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Vorwort zur siebenten Auflage 


In dieser Auflage wird der Aufbau des Lehrbuches im Wesentlichen beibehalten. Dank moderner 
Drucktechniken ist es nun möglich, die Farbtafeln, dıe früher am Ende des Buches zusammengestellt 
waren, in den Text zu integrieren und damit den Bezug zu den entsprechenden Textstellen deutlicher 
zu machen und den Text aufzulockern. 


Fehler oder unklare Ausdrucksweise in der vorigen Auflage wurden verbessert. Auch eine Reihe von 
neuen Abbildungen wurde eingefügt. Einige neuere Entwicklungen der letzten Jahre in der Optik 
werden in dieser Auflage diskutiert, damit der Leser einen Eindruck von dem rasanten Fortschritt der 
modernen Optik erhält. 


Der Autor dankt allen Lesern, die durch ihre Zuschriften zur Verbesserung dieses Lehrbuches beige- 
tragen haben. Besonders danke ich Herrn Peter Staub, TU Wien für viele hilfreiche Kommentare und 
Verbesserungsvorschläge. Dank gebührt auch Frau Edelhäuser, Springer Verlag, die durch Ihre sach- 
kundige Betreuung dem Autor geholfen hat, sowie Frau Kroke bei le-tex publishing services, die das 
Layout gemacht hat. Zuletzt möchte ich noch meiner lieben Frau danken, die immer viel Verständnis 
aufgebracht hat für die Zeit, die für die Bearbeitung dieser Auflage nötig war und die der Familie dann 
fehlte. 


Der Autor wünscht sich auch für die neue Auflage aufmerksame Leser und er hofft, dass dieses Lehr- 
buch zum besseren Verständnis der Physik beitragen kann. 


Kaiserslautern, 
ım August 2017 Wolfgang Demtröder 





Vorwort zur ersten Auflage 


Der hiermit vorgelegte zweite Band des vierbändigen Lehrbuchs der Experimentalphysik, der dıe Elek- 
trızitätslehre und die Optik behandelt, möchte für die Studenten des zweiten Semesters eine Brücke 
bauen zwischen den in der Schule bereits erworbenen Kenntnissen auf diesen Gebieten und dem in 
späteren fortgeschrittenen Physikvorlesungen erwarteten höheren Niveau der Darstellung. 


Wie ım ersten Band steht auch hier das Experiment als Prüfstein jedes theoretischen Modells der 
Wirklichkeit ım Mittelpunkt. Ausgehend von experimentellen Ergebnissen soll deutlich gemacht 
werden, wie diese erklärt werden können und zu einem in sich konsistenten Modell führen, das 
viele Einzelbeobachtungen in einen größeren Zusammenhang bringt und damit zu einer physi- 
kalischen Theorie wird. Die mathematische Beschreibung wird, so weit wıe möglich, nachvoll- 
zıehbar dargestellt. In Fällen, wo dies aus Platzgründen nicht realisierbar war oder den Rahmen 
der Darstellung sprengen würde, wird auf entsprechende Literatur verwiesen, wo der interessier- 
te Student nähere experimentelle Details oder eine genauere mathematische Herleitung finden 
kann. 


Das Buch beginnt, wie allgemein üblich, mit der Elektrostatik, behandelt dann den stationären elek- 
trischen Strom und die von ihm erzeugten Magnetfelder. Dabei werden sowohl die verschiedenen 
Leitungsmechanismen in fester, llüssiger und gasförmiger Materie diskutiert als auch die Wirkungen 
des elektrischen Stromes und die darauf basierenden Messmethoden. Aufbauend auf den ın Band I 
erläuterten Grundlagen der speziellen Relativitätstheorie wird gezeigt, wie in einer relativistischen, 
d.h. Lorentz-ınvarianten Darstellung elektrisches und magnetisches Feld miteinander verknüpft sind. 


Zeitlich veränderliche elektrische Felder und Ströme und die daraus resultierenden Induktionser- 
scheinungen bilden den Inhalt des vierten Kapitels, in dem auch die Zusammenfassung all dieser 
Phänomene durch die Maxwell-Gleichungen diskutiert wird. 


Um die Bedeutung der bisher gewonnenen Kenntnisse für technische Anwendungen zu unterstrei- 
chen, befasst sich Kap.5 mit elektrischen Generatoren und Motoren, mit Transformatoren und 
Gleichrichtung von Wechselstrom und Drehstrom, mit Wechselstromkreisen, elektrischen Filtern und 
Elektronenröhren. 


Von besonderer Bedeutung für technische Anwendungen, aber auch für ein grundlegendes Verständnis 
schnell veränderlicher elektromagnetischer Felder und Wellen sind elektromagnetische Schwingkrei- 
se, die in Kap. 6 behandelt werden. Am Beispiel der Abstrahlung des Hertzschen Dipols wird die 
Entstehung elektromagnetischer Wellen ausführlich dargestellt, deren Ausbreitung im freien Raum 
und in begrenzten Raumgebieten (Wellenleiter und Resonatoren) den Inhalt von Kap. 7 bildet. Expe- 
rımentelle Methoden zur Messung der Lichtgeschwindigkeit schließen das Kapitel ab. 


Kapitel 8, das die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in Materie behandelt, bildet den Über- 
gang zur Optik, weil viele der hier diskutierten Phänomene besonders für Lichtwellen von besonderer 
Bedeutung sind, obwohl sie im gesamten Frequenzbereich auftreten. 


Da die Optik eine zunehmende Bedeutung für wissenschaftliche und technische Anwendungen er- 
langt, wird sie hier ausführlicher als in vielen anderen Lehrbüchern behandelt. Nach Meinung des 
Autors stehen wir vor einer „optischen Revolution“, die wahrscheinlich eine ähnliche Bedeutung ha- 
ben wird wie in den letzten Jahrzehnten die elektronische Revolution. 


Für die praktische Optik hat sich für viele Anwendungen die Näherung der geometrischen Optik 
bewährt, die im Kap. 9 als „Lichtstrahlen-Abbildung“ erklärt wird, wobei auch das Verfahren der Ma- 
trızenoptik kurz erläutert wird. 


Vi 


Vin 


Vorwort zur ersten Auflage 


Interferenz und Beugung werden immer als wichtige Bestätigungen für das Wellenmodell des Lichtes 
angesehen. In Kap. 10 werden die Grundlagen dieser Erscheinungen erläutert, der Begriff der Kohä- 
renz erklärt und experimentelle Anordnungen, nämlich die verschiedenen Typen von Interferometern 
vorgestellt, die auf der Interferenz von verschiedenen kohärenten Teilstrahlen basieren. Um ein etwas 
genaueres Verständnis der Beugungserscheinungen zu erreichen, wird nicht nur die Beugung von par- 
allelen Lichtbündeln (Fraunhofer-Beugung) sondern auch die in der Praxis viel häufiger auftretende 
Fresnel-Beugung behandelt. 


Kapitel 11 ıst der Darstellung optischer Geräte und moderner optischer Verfahren, wie der Holographie 
und der adaptiven Optik gewidmet. 


Im letzten Kapitel wird dann die thermische Strahlung heißer Körper behandelt und insbesondere der 
Begriff des schwarzen Strahlers erläutert und das Plancksche Strahlungsgesetz diskutiert, das zum 
Begriff des Photons führte, also den Teilchencharakter des Lichtes wieder deutlich macht, aber vor 
allem zu einer konsistenten Symbiose von Wellen- und Teilchenmodell führt. Dieser Aspekt der nicht 
widersprüchlichen, sondern komplementären Darstellung von Wellen- und Teilchenbild wird dann 
im dritten Band auf die Beschreibung von Materieteilchen ausgedehnt und bildet die physikalische 
Grundlage für die Quantentheorie. 


Die Darstellung der verschiedenen Gebiete ın diesem Buch wird durch viele Beispiele illustriert. Am 
Ende jedes Kapitels gibt es eine Reihe von Übungsaufgaben, die dem Leser die Möglichkeit geben, 
seine Kenntnisse selber zu testen. Er kann dann seine Lösungen mit den im Anhang angegebenen 
Lösungen vergleichen. 


Vielen Leuten, ohne deren Hilfe das Buch nicht entstanden wäre, schulde ich Dank. Hier ist zuerst 
Herr G. Imsieke zu nennen, der durch sorgfältiges Korrekturlesen, Hinweise auf Fehler und viele 
Verbesserungsvorschläge sehr zur Optimierung der Darstellung beigetragen hat und Herr T. Schmidt, 
der die Texterfassung übernommen hat. Ich danke Frau A. Kübler, Frau B.S. Hellbarth-Busch und 
Herrn Dr. H.J. Kölsch vom Springer-Verlag für die gute Zusammenarbeit und für ihre kompetente 
und geduldige Unterstützung des Autors, der oft die vorgegebenen Termine nicht einhalten konnte. 
Frau I. Wollscheid, die einen Teil der Zeichnungen angefertigt hat sowie Frau S. Heider, die das 
Manuskript geschrieben hat, sei an dieser Stelle sehr herzlich gedankt. Auch meinen Mitarbeitern, 
Herrn Eckel und Herrn Krämer, die bei den Computerausdrucken der Abbildungen behilflich waren, 
gebührt mein Dank. 


Besonderen Dank hat meine liebe Frau verdient, die mit großem Verständnis dıe Einschränkungen der 
für die Familie zur Verfügung stehenden Zeit hingenommen hat und die mir durch ihre Unterstützung 
die Zeit zum Schreiben ermöglicht hat. 


Kein Lehrbuch ist vollkommen. Der Autor freut sich über jeden kritischen Kommentar, über Hinweise 
auf mögliche Fehler und über Verbesserungsvorschläge. Nachdem der erste Band eine überwiegend 
positive Aufnahme gefunden hat, hoffe ich, dass auch der vorliegende zweite Band dazu beitragen 
kann, die Freude an der Physik zu wecken und zu vertiefen und die fortwährenden Bemühungen aller 
Kollegen um eine Optimierung der Lehre zu unterstützen. 


Kaiserslautern, 
ım März 1995 Wolfgang Demtröder 
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1 Elektrostatik 


Die Elektrostatik behandelt Phänomene, die durch ruhende elek- 
frische Ladungen verursacht werden. Die ersten, allerdings 
noch wenig quantitativen Erfahrungen mit elektrostatischen Ef- 
fekten wurden schon vor mehr als 2000 Jahren in Griechenland 
mit Bernstein (griechisch: „elektron‘) gemacht, der sich beim 
Reiben elektrisch auflädt. Heute gibt es neben detailliertem 
Grundlagenwissen eine große Zahl technischer Anwendungen 
der Elektrostatik, von denen eine kleine Auswahl vorgestellt 
wird. Trotzdem sind noch eine Reihe fundamentaler Fragen 
offen, von denen einige in Band3 und 4 dieses Lehrbuchs 
diskutiert werden. 


1.1 Elektrische Ladungen; 


Coulomb-Gesetz 


Viele experimentelle Untersuchungen in den letzten drei Jahr- 
hunderten (siehe z.B. [1-3]) haben folgende Erkenntnisse ge- 
bracht: 


= Es gibt zwei verschiedene Arten elektrischer Ladungen: 
positive ® und negative & Ladungen, die durch ıhre Kraft- 
wirkungen aufeinander und durch ihre Ablenkung in elek- 
trıschen und magnetischen Feldern (siehe Abschn. 1.8.2 und 
3.3) unterschieden werden können. 

m Ladungen gleichen Vorzeichens stoßen sich ab, solche mit 
entgegengesetztem Vorzeichen ziehen sıch an (Abb. 1.1). Im 
Gegensatz zur Gravitationskraft, die immer anziehend ist, 
gibt es hier also sowohl anzıehende als auch abstoßende 
Kräfte. Diese Kräfte können zur Messung von Ladungen be- 
nutzt werden! 

m Ladungen sind immer an massive Teilchen gebunden. Die 
wichtigsten Träger der negativen elektrischen Ladung sind 
Elektronen und negative Ionen (dies sind Atome oder Mo- 
leküle mit einem Überschuss an Elektronen). Atomkerne 
sowie positive Ionen (Atome oder Moleküle, denen ein oder 
mehrere Elektronen fehlen) sind die Hauptträger positiver 
Ladungen. Daneben gibt es noch geladene kurzlebige Ele- 
mentarteilchen wie z.B. n-Mesonen n*, n”, Myonen u*, 
[, Positron e* und Antiproton p”. 

m Die Ladungen e des Protons und -e des Elektrons stellen die 
kleinste bisher beobachtete Ladungsmenge dar. Alle ın der 
Natur vorkommenden Ladungen O sind ganzzahlige Viel- 
fache dieser Elementarladungen. Ausnahme sind die als 
Bausteine der Hadronen (schwere Teilchen, siehe Bd. 1, Ab- 
schn. 1.4) angenommenen Quarks mit Ladungen 1/3 e bzw. 


u = -@ 


Fi = =P5 


Eu a > 


Abbildung 1.1 Entgegengesetzte Ladungen ziehen sich gegenseitig an, 
gleichartige Ladungen stoßen sıch ab 
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Abbildung 1.2 Ladungstransport: a Durch einen „Ladungslöffel“; 
b durch eine leitende Verbindung zwischen entgegengesetzten Ladun- 
gen; c durch geladene Wassertropfen 


2/3 e, die aber nach unserer heutigen Kenntnis nicht als freie 
Teilchen existieren können. 

Sehr genaue Messungen haben gezeigt, dass die Beträge von 
Protonen- und Elektronenladung sich um höchstens 10° e 
unterscheiden, und es gibt Argumente dafür, dass sie wahr- 
scheinlich genau gleich sind (siehe Bd. 3). 


In einem abgeschlossenen System bleibt die Gesamt- 
ladung zeitlich konstant, d.h. Ladungen können weder 
erzeugt noch vernichtet werden. 


m Aber: Man kann Ladungen eines Vorzeichens isolieren durch 
räumliche Trennung von positiven und negativen Ladungen 
(siehe Abschn. 1.5). Ein Beispiel ist die Ionisation des Was- 
serstoffatoms, bei der Elektron und Proton getrennt werden. 

m Ladungen lassen sich z. B. mit elektrisch isolierten Metallku- 
geln von einer Ladungsquelle zum Ladungsmessgerät (siehe 
Abb. 1.2a) transportieren, aber auch durch elektrisch leitende 
Materialien (Abb. 1.2b) oder durch geladene Wassertropfen 
(Abb. 1.2c). 


Ein Ladungstransport stellt einen elektrischen Strom 
dar. Ladungstransport ist immer mit Massentransport 
verbunden. 


= Da die uns umgebende Materie im Allgemeinen elektrisch 
neutral ist, werden Ladungen eines Vorzeichens „erzeugt“ 
durch räumliche Trennung von Ladungen, wobei die Summe 
aus den getrennten positiven und negativen Ladungen null 
ist. 
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Abbildung 1.4 Zum elektrostatischen Kraftgesetz 


Beispiele 


Reibungselektrizität, Emission von Elektronen aus einer 
geheizten Kathode, Ionisation von Atomen. << 


Die Kräfte zwischen zwei Ladungen Oı| und O> und ihre Ab- 
hängigkeit vom gegenseitigen Abstand r lassen sich quantitativ 
mit der Coulomb’schen Drehwaage (Abb. 1.3) messen, die ana- 
log zur Eötvös’schen Gravitationswaage (Bd. 1, Abschn. 2.9) 
aufgebaut ist: An einem dünnen Faden hängt ein Stab aus iso- 
lierendem Material, an dessen einem Ende ım Abstand ZL von 
der Drehachse eine Metallkugel sitzt. Lädt man diese Kugel auf 
und nähert ıhr eine zweite geladene Kugel, so bewirkt die Kraft 
zwischen den beiden Ladungen ein DrehmomentD = LxF, 
das den Stab so weit dreht, bis das rücktreibende Drehmoment 
des verdrillten Fadens gleich —D wird. Misst man den Verdril- 
lungswinkel für verschiedene Abstände der beiden Ladungen, 
so findet man für die Kraft von O> auf O} das Gesetz 
01* 85 


(1.1) 


wobei f > 0 ein Proportionalitätsfaktor und r der Einheitsvek- 
tor in Richtung O& —> OO: ist (Abb. 1.4). Man sieht aus (1.1), 
dass für gleichnamige Ladungen F parallel zu r (Abstoßung), 
für ungleichnamige Ladungen antiparallel zu 7 (Anziehung) ist. 


In (1.1) sind F, gemessen in N, und r, gemessen in m, ın ihren 
Maßzahlen bereits festgelegt. Man kann daher nur noch über f 
oder O verfügen. 


1.1.1 Maßsysteme 


In der historischen Entwicklung der Physik hat man zwei Wege 
verfolgt, die zu zwei verschiedenen Maßsystemen, dem SI (sys- 
teme internationale) und dem cgs-System (hauptsächlich in der 
theoretischen Physik verwendet), geführt haben: 


1.1 Elektrische Ladungen; Coulomb-Gesetz 


1.1.1.1 Das Maßsystem SI 


In diesem bereits im Bd. 1, Abschn. 1.7 eingeführten System 
wird die Ladung O auf die Stromstärke / zurückgeführt, die 
definiert ist als die Ladungsmenge ©, die pro Sekunde durch 
die Querschnittsfläche eines Leiters in Stromrichtung transpor- 
tiert wird. Die Stromstärke / selbst ıst als vierte Basısgröße mit 
der Einheit 1 Ampere = 1A durch die mechanischen Größen 
Länge und Kraft ausgedrückt (siehe Abschn. 3.3.2 und Bd. 1, 
Abschn. 1.6.7). Die Maßeinheit der Ladung ist deshalb im SI 


[0] = 1Coulomb=1C=1As. 


Das Experiment ergibt für die Kraft zwischen zwei Ladungen 
von je 10°* Cim Abstand von Im 


10°C? 
— 89,875N. 


F= — 
lm? 





Die Konstante f in (1.1) wird damit f = 8,9875 - 10° Nm? /C“. 
Aus später ersichtlichen Zweckmäßigkeitsgründen schreibt man 


0 4J1 
u Asteo 





f 


und erhält damit aus dem Messwert für f die Dielektrizitätskon- 
Stante 


88542102 _ X skeorng > 


wobei die Dimension von eo wegen der Relation I1kgm’s”” = 


1Nm = 1VAs vereinfacht geschrieben werden kann als [eo] = 
1AsV-!m”!. Zur Definition der Einheit Volt (V) siehe Ab- 
schn. 1.3.1. 


Das Coulomb’sche Kraftgesetz heißt also in SI-Einheiten 


1 0°, 
_ r. 
Ar 7 








2) 


Beispiele 


1. Ein Elektron hat die Ladung —e = -1,6: 10°C. 

2. Könnte man jedem Atom in einem Stück Kupfer mit 
der Masse m = kg, das etwa N = 10°° Cu-Atome 
enthält, ein Elektron wegnehmen, so würde das Stück 
Kupfer eine positive Überschussladung AO = +N:: e 
hapen er 0 Pole 
Die Kraft zwischen zwei solchen geladenen Kupfer- 
kugeln im Abstand r = Im wäre dann |F| = 2,3 - 
10°” N!! < 
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1 Elektrostatik 
1.1.1.2 Das cgs-System 


Der Vorfaktor f wird gleich der dimensionslosen Zahl 1 gesetzt. 
Da die Kraft in dyn, die Länge in cm angegeben wird, folgt aus 
[F] = [O?/r?] für die Dimension der Ladung 


[9] = [r] - [F]’? = I1cm- dyn!’?. 


Als Einheit der Ladung wird die elektrostatische Ladungseinheit 
ESL 


lESL = Icm ydyn 
gewählt, welche diejenige Ladungsmenge angıbt, die auf eine 
gleich große Ladung im Abstand 1 cm die Kraft I dyn ausübt. 


Das cgs-System wird häufig in der theoretischen Physik ge- 
braucht, weil durch die Wahl f = | eine einfachere Schreib- 
weise vieler Gleichungen ermöglicht wird. Es hat jedoch den 
entscheidenden Nachteil, dass man beim Umrechnen mecha- 
nischer Einheiten in elektrische oder magnetische Einheiten 
immer die entsprechenden Umrechnungsfaktoren wissen muss. 
Wir verwenden in diesem Buch deshalb durchwegs das interna- 
tional vereinbarte SI. 


Ein Coulomb ist eine sehr große Ladungseinheit und entspricht 


1C x 3:10’ESL. 


1.1.1.3 Messung von Ladungen 


Ladungen kann man mit einem Elektrometer messen 
(Abb. 1.5a), das z.B. aus einem drehbaren metallischen Zei- 
ger Z besteht, der über die Drehachse D leitend mit einem 
feststehenden metallischen Gehäuse verbunden ist. Der Schwer- 
punkt $5 des Zeigers liegt rechts vom Drehpunkt D. Lädt man 
das Elektroskop auf, so erhalten Zeiger und Gehäuse beide das 
gleiche Ladungsvorzeichen. Deshalb wird sich infolge der Cou- 
lombabstoßung der Zeiger so weit drehen, bis das durch die 
Schwerkraft bewirkte Drehmoment D, entgegengesetzt gleich 
dem Drehmoment D. der elektrostatischen Coulombkraft wird. 


Fadenelektroskope nutzen die elektrostatische Abstoßung zwi- 
schen zwei dünnen geladenen Metallfäden (Lamettastreifen) zur 
Ladungsmessung aus (Abb. 1.5b). 


Man beachte: Bei beiden Instrumenten wird nur der Betrag, 
nicht das Vorzeichen der Ladung gemessen. 


Außer durch ihre Kraftwirkungen lassen sich Ladungen auch 
dadurch messen, dass man sie über Leiter mit großem Wider- 
stand abfließen lässt und den zeitlichen Verlauf der elektrischen 
Stromstärke /(t) misst (Abb. 1.2b). Es gilt 


o- [ou. 
0 


Anmerkung. Die Gleichung (1.1) ist mathematisch völlig 
analog zum Gravitationsgesetz. Das Verhältnis von Gravitati- 


Q 
Feder 


Lametta- 
fäden 










——— |solator 





a) b) 


Abbildung 1.5 Elektrometer zur Ladungsmessung: a Drehzeigerelek- 
trometer, b Fadenelektroskop 


onskraft Fs zu Coulombkraft Fc ergibt sich zu 











my - m» 
Fs G r2 mı - m» 
— am ze = Asteo -G- ; < 
Fc O1 ö O3 O0] : OÖ) 
Arreor- 
Beispiele 


1. Zwei Bleikugeln mit einer Masse von je 1Okg mögen 
durch elektrische Aufladung je eine Ladung von O = 
10°C tragen. Bei einem Abstand von 0,2 m zwischen 
ihren Mittelpunkten ist Fc = 0,22N, während ihre 
gravitative Anziehungskraft Fg = 1,7:10°7 N beträgt. 
Das Verhältnis Fg/Fc ist daher Fg/Fc = 7,7: 10°. 

2. Für zwei Elektronen (m, = 9,1-10°°! kg, O0, = —e = 
—1,6 - 10°1° C) ergibt sich 


en. 
Fo _ 4806 m oe 


Fc _ 


3. Elektron und Proton im Wasserstoffatom ziehen sich 
im Abstand von 05Ä = 5 - 10°!!m mit einer 
Coulombkraft von Fc = 9,2: 10”®N an. Die entspre- 
chende Gravitationskraft ist 4,4 - 10”*°-mal kleiner. 

4. Die elektrostatische Abstoßungskraft zwischen zwei 
Protonen im Atomkern bei einem mittleren Abstand 
vonr = 3: 10°!”m beträgt Fc = 26N. Da die 
Atomkerne aber stabil sind, muss diese Abstoßungs- 
kraft durch entsprechend größere Anziehungskräfte 
(Kernkräfte) überkompensiert werden. Die Gravitati- 
onskraft zwischen den beiden Protonen beträgt nur 
2120 N! =] 


Diese Beispiele illustrieren, dass Gravitationskräfte in der Mi- 
krophysik gegenüber den Coulombkräften völlig vernachlässig- 
bar sind. 


Die starken elektrostatischen Kräfte sorgen allerdings auch da- 
für, dass Ladungstrennung bei makroskopischen Körpern nur 
unter relativ großem Energieaufwand möglich ist. Man kann 
sich dies an folgendem Beispiel klar machen: 


Wenn man von einer neutralen Kupferkugel mit einem Radi- 
us von 1,5cm nur 1% der 1,2 - 10°* Atome einfach ionisieren 
und die Elektronen auf eine ansonsten gleiche, neutrale Kugel 
ım Abstand von 1 m übertragen würde, so hätte jede Kugel ei- 
ne Überschussladung von AO = +1,9 - 10°C, und die beiden 
Kugeln würden sich mit einer Kraft von 3,3 - 10!° N anziehen! 


Weil makroskopische Körper ım Allgemeinen elektrisch neutral 
sind, heben sich die Coulombkräfte der positiven und negativen 
Ladungen praktisch auf, und die Gravitationskräfte werden trotz 
des kleinen Verhältnisses Fs/Fc wieder dominant. 


Im mikroskopischen Bereich (Anziehung oder Abstoßung zwi- 
schen zwei Atomen) überwiegen jedoch auch bei neutralen 
Atomen die elektrischen Kräfte, die sich wegen der unter- 
schiedlichen räumlichen Verteilung der positiven und negativen 
Ladung nicht vollständig kompensieren (siehe Abschn. 1.4.3). 


Anmerkung. Die chemische Bindung beruht jedoch nicht 
nur auf der Coulombwechselwirkung, welche sowohl an- 
zıehend als auch abstoßend sein kann. Hinzu kommt eine 
nur quantenmechanisch zu deutende Austauschwechselwirkung 
(siehe Bd. 3). << 


1.2 Das elektrische Feld 


In Bd. 1, Abschn. 2.7.5 haben wir ein von der Probemasse m un- 
abhängiges Gravitationsfeld G eingeführt. Viel gebräuchlicher 
ist ein solches Vorgehen in der Elektrizitätslehre. Hier erhält 
man ein elektrisches Feld, welches unabhängig von einer Pro- 
beladung qg im Raum existiert. 


1.2.1 Elektrische Feldstärke 
Die Kraft 0 
_ 4; 
F(r) = 2 r; (1.3) 


die eine Ladung O im Nullpunkt des Koordinatensystems auf 
eine Probeladung g ausübt, können wir für jeden Raumpunkt r 
messen. Dabei ist r = r/|r| der Einheitsvektor in Richtung r. 
Wir sagen, dass die Ladung O ein Kraftfeld F(r) nach (1.3) 
erzeugt, dessen Stärke noch von der Größe q der Probeladung 
abhängt. Der Quotient F(r)/g, den man mit E(r) bezeichnet, ist 
unabhängig von q: 


Eir)= _e ; 


1.4 
Arreor? 


Man nennt ihn die elektrische Feldstärke der Ladung O, und das 
entsprechende normierte Kraftfeld F(r)/q heißt das elektrische 


1.2 Das elektrische Feld 








Abbildung 1.6 Vektoraddition der Kräfte, die zwei verschiedene 
Punktladungen O}| und O, auf eine Probeladung q bewirken 


Feld. Die Dimension der elektrischen Feldstärke ist 
[El = [F/gq]l = IN/As = 1V/m. 


(Siehe Abschn. 1.3.1.) Die Kraft auf eine Ladung g im elektri- 
schen Feld ist definitionsgemäß 


F=g-E. (1.5) 


Anmerkung. Die Probeladung g wird so klein gewählt, dass 
sie das elektrische Feld von © nicht merklich beeinflusst. Des- 
halb muss man genauer schreiben 


E = lim (F/g) «4 
g—o— 


Die Kraft, die eine Probeladung g bei Anwesenheit mehrerer im 
Raum verteilter Ladungen erfährt, erhält man durch Vektorad- 
dition der Einzelkräfte (Abb. 1.6). Wir setzen diesmal g in den 
Nullpunkt und die Feldladungen O,;(r;) an die Orte r;: 


REN (1.62) 
Asteo r; 





Die gesamte Feldstärke am Ort der Probeladung g ist dann E = 
F/g. 


Außer Punktladungen gibt es auch quasikontinuierlich verteilte 
Ladungen mit der räumlichen Ladungsdichte o(r), definiert als 
Ladung pro Volumeneinheit (Abb. 1.7). Die Gesamtladung im 
Volumen V ist dann beı beliebiger Wahl des Nullpunktes 


0= [om av. 
V 


Die Kraft auf eine Probeladung q im Punkte P(R) außerhalb 
des Raumladungsgebietes V, die durch die Ladung dO = odV 
bewirkt wird, ist gemäß Abb. 1.7: 


SEE EL (1.6b) 
"Ar |R-rp 
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Abbildung 1.7 Zur Herleitung der Kraft auf eine Probeladung g durch 
eine Raumladung mit der Ladungsdichte o(r) 





Die Kraft zwischen der gesamten Ladung O und q ist dann: 


q 
Asteo 








R-r 
V 


Entsprechend verfährt man bei elektrisch geladenen Flächen, Abbildung 1.9 Elektrische Feldlinien, Kraft F(r) auf eine Ladung q 
z.B. Metalloberflächen, die eine Flächenladungsdichte o ha- und Aquipotentiallinien zweier räumlich getrennter gleicher Ladungen. 
ben, sodass die gesamte Ladung auf einer Fläche A Die Figur ist rotationssymmetrisch um die x-Achse 


0= [ou y 
A 


wird. Man kann allgemein sagen: 


Durch die Anwesenheit der Ladungen ©; oder einer La- 
dungsdichte o(r) wird der leere Raum verändert: Es 
entsteht ein elektrisches Vektorfeld E(r) = F(r)/g, des- 
sen Stärke und Richtung in jedem Raumpunkt durch die 
Kraft F(r) auf eine Probeladung g bestimmt wird. 


Man kann dieses Feld durch Feldlinien veranschaulichen, wobei 
die Tangente an eine solche Feldlinie im Punkte ? die Richtung 
der Feldstärke angibt. 





Die Richtung der Feldstärke wird durch die Kraft auf eine 
positive Probeladung definiert. Sie zeigt also von einer po- 
sıtiven Feldladung weg und auf eine negative Feldladung 


Abbildung 1.10 Elektrische Feldlinien und Äquipotentiallinien zwei- 
er entgegengesetzt gleicher Ladungen O| und O> = —O; (elektrischer 
Dipol). Die Figur ist rotationssymmetrisch um die x-Achse 








zu. 
Die Abbildungen 1.8-1.10 zeigen einige Beispiele für Felder, 
die von Punktladungen erzeugt werden. 
x j z i x \ 2 i Um die Bestimmung des Feldes einer Flächenladung zu il- 
: xl, x : x\|I7 x lustrieren, wollen wir das Feld einer unendlich ausgedehnten 
Ne, \ 1 n IN \ T ebenen Platte mit der homogenen Flächenladungsdichte o be- 
+) Sr. —) rechnen (Abb. 1.11). Die Ladung dO = o dA bewirkt auf die 
RL A N Probeladung q im Abstand D die Kraft 
x Y x 7 5 7 al: 
LL- AAN dr = 4. 5, (1.7a) 
a) b) Aneo b 


Abbildung 1.8 Kugelsymmetrisches Coulombfeld und Äquipotential- die wir in eine Horizontalkomponente dF-» sin a und eine Verti- 
linien a einer positiven, b einer negativen Punktladung (zur Definition kalkomponente dF-cos« zerlegen. Integration über den Winkel 
des Potentials und der Äquipotentiallinien siehe Abschn. 1.3) p ergibt mit dA = rdo dr und b = a/cos« die Vertikalkom- 





Abbildung 1.11 Zur Herleitung der Kraft auf eine Ladung g im elek- 
trischen Feld einer ebenen Metallplatte mit der Flächenladungsdichte 


o=0/A 


ponente, die durch die Ladung auf dem roten Kreisring mit der 
Fläche 2rrr dr erzeugt wird: 





2rr dr 
dr,= pe -c0OS« 
= Tr (cos” a) -rdr, (1.7b) 
Egd 


während der Betrag der Horizontalkomponente null wird, weil 
sich jeweils 2 entgegengerichtete Komponenten kompensieren. 
Wegen r = atana und dr/da = a/ cos? a wird 


dr, = 7° sina da. 
2eE 


Die Gesamtkraft auf g erhalten wir durch Integration über die 
Plattenfläche, was äquivalent einer Integration über den Winkel 
a von O bis m /2 ist: 


(1.7c) 


Die Kraft F, die immer senkrecht zur Platte wirkt, und damit 
auch das elektrische Feld E = (F/g)-a/a mit dem Betrag |E| = 
o/(2&,), sind also unabhängig vom Abstand a von der unendlich 
ausgedehnten Platte. Ein solches Feld, dessen Vektor E räumlich 
konstant ist, heißt homogen. 


Bei endlichen Plattenabmessungen D treten Randeffekte auf, 
welche die Homogenität stören. Man kann sie minimieren, wenn 
man der ebenen Platte eine zweite Platte mit der Ladung O, = 
—O ım Abstand d «x D gegenüberstellt. Bei einem solchen Plat- 
tenkondensator (Abb. 1.12, siehe auch Abschn. 1.5.2) beträgt die 
gesamte Kraft auf eine Ladung q im Raum zwischen den Plat- 
ten unabhängig von der Position von g zwischen den Platten. Da 
sich die Felder beider Platten addieren, ist die Kraft doppelt so 
groß wie in (1.7c). 


F= —x, 
Eon 


xe3/ dl. (1.8a) 


1.2 Das elektrische Feld 


Spannungsquelle 


+Q Schutzring 
— 
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Abbildung 1.12 a Elektrisches Feld eines Plattenkondensators; b Plat- 
tenkondensator mit Schutzring: Der Kondensator ist rotationssymme- 
trisch zur x-Achse 


Die elektrische Feldstärke E = F/q im Plattenkondensator ist 
dann 


Be (1.8b) 
= 
Ihr Betrag 
go (1.8c) 
E0 


ist räumlich konstant, das Feld ist also homogen. 


An den Plattenrändern wird das Feld innomogen. Diese Inho- 
mogenität kann man durch einen auf gleiche Spannung aufge- 
ladenen, vom Kondensator isolierten Schutzring (Abb. 1.12b) 
beseitigen. 


1.2.2 Elektrischer Fluss; 
Ladungen als Quellen 
des elektrischen Feldes 


Wir betrachten eine Fläche A, die einen Raum umschließt, 
in dem sich Punktladungen oder Raumladungen befinden. Die 
elektrischen Feldlinien dieser Ladungen durchsetzen die Fläche 
A. Ein Flächenelement dA dieser Oberfläche charakterisie- 
ren wir durch den nach außen zeigenden Flächennormalen- 
vektor dA (Abb. 1.13a). Als elektrischen Fluss dd,.; durch dA 
definieren wir das Skalarprodukt 

d®.ı = E: dA (1.9a) 
als ein Maß für die Zahl der elektrischen Feldlinien, die durch 


dA gehen. Den gesamten elektrischen Fluss durch die Fläche A 
erhalten wir durch Integration 


Da = [fe dA. (1.9b) 
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Abbildung 1.13 Zur Definition des elektrischen Flusses durch eine 
Fläche; a Illustration des Skalarproduktes d®. = E: dA. b Volumen 
ohne Ladungen 


Eine Punktladung im Mittelpunkt einer Kugel mit der Oberflä- 
che A erzeugt das Coulombfeld E = O/(4rsor”)r und damit 
den Kraftfluss durch die Fläche A: 
r O 
= — —— dA — ds2 — ’ 
Be Ar eo are 





weil dA/r” den Raumwinkel dS2 ergibt und das Integral über 
den Raumwinkel d$2 gleich 47 ist. 


Mathematisch kann man mithilfe des Gauß’schen Satzes zeigen 
(siehe [4]), dass für jede geschlossene Oberfläche A gilt: 


24 = [Eu - | avzav. 
A V(A) 


Das Ergebnis für den oben dargestellten Spezialfall legt auch für 
den allgemeinen Fall die Beziehung 


l l 
?a=0= | oav 


Eon Eon 


> |divE= o/& 


nahe, die in Worten heißt: 


(1.10) 


Die im Raum verteilten Ladungen sind die Quellen (für 
oe > 0) bzw. Senken (für o < O) des elektrostatischen 
Feldes. 


Man beachte: 


Der elektrische Fluss durch eine geschlossene Oberfläche 
hängt weder von der Form der Oberfläche noch von der 
Ladungsverteilung o(r) ab, sondern einzig von der Ge- 
samtladung © innerhalb der Fläche. 





dA 
E 
Da=Q/& 

a) 

Bag 

+Q 

®.>=0 
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Abbildung 1.14 Elektrischer Fluss a einer Punktladung, b einer Raum- 
ladung, c eines Dipols 


Im Feldlinienmodell starten alle Feldlinien stets von positiven 
Ladungen und enden an negativen Ladungen (siehe Abb. 1.10). 
Umschließt die Fläche A eine positive Ladung O (bzw. Über- 
schussladung AO), so ist Dei > 0, d.h. es treten mehr Feldlinien 
aus dem umschlossenen Volumen heraus, als eintreten. Ist die 
Gesamtladung im Volumen null, so wird ©. = 0. Es treten 
dann ebenso viele Feldlinien (z. B. eines externen Feldes) in die 
Fläche ein wie aus ihr heraus (Abb. 1.14c). 


1.3 Elektrostatisches Potential 


Bringt man eine Ladung g im elektrischen Feld E von einem 
Punkt ?Pı nach P> (Abb. 1.15), so ist die entsprechende Arbeit 
(siehe Bd. 1, (2.35)) 


(1.11) 





Abbildung 1.15 Zur Arbeitsdefinition beim Transport einer Ladung q 
im elektrischen Feld & 


1.3 Elektrostatisches Potential 9 


Äquipotential- *\ 


Beispiel ai 
P linien 





Eine Probeladung q wird im Feld einer Punktladung O 
vom Abstand rı zum Abstand r> gebracht. 








il r2 


10 [dr 40 (- 5 


= Aa) r U=6(PR)-6(P,)>0 


r Ans 
r] 
Abbildung 1.16 Äquipotentiallinien und elektrische Spannung U als 
Potentialdifferenz d(Pı) — d(P>) zwischen zwei Punkten im elektri- 
schen Feld 





Entfernen sich die Ladungen voneinander (rn > rı), 
so wird für gleichnamige Ladungen W > 0, d.h. man 
gewinnt Energie auf Kosten der potentiellen Energie. Nä- 
hert man die sich abstoßenden Ladungen einander, so ist 
W <0,d.h. man muss Energie aufwenden. < 





1.3.1 Potential und Spannung 


Vakuum 


Bei der Behandlung des Gravitationspotentials in Bd. I, Ab- Abbildung 1.17 Beschleunigung von Elektronen im elektrischen Feld 
schn. 2.7 wurde gezeigt, dass in konservativen Kraftfeldern das E zwischen Kathode K und Anode A in einer evakuierten Röhre 
Arbeitsintegral unabhängig vom Wege ist und nur von den End- 
punkten ?} und P, abhängt. Da das elektrische Feld genau wie 
das Gravitationsfeld konservativ ist, kann man deshalb jedem Im atomaren Bereich ist es zweckmäßig, eine kleinere Energie- 
Raumpunkt ? eine eindeutig definierte Funktion einheit, das Elektronenvolt, einzuführen, das diejenige Energie 
angıbt, die ein Elektron gewinnt, wenn es die Potentialdifferenz 
7 U = Ad = 1V durchfällt. Nach (1.14a) gilt: 
o(P) = [E-% (1.12) 
P 


= B ey zu . =19 
zuordnen, die man das elektrostatische Potential im Punkte P a ze 


nennt, wobei meistens zur absoluten Normierung d(x) = 0 
gesetzt wird. 


Das Produkt q : d(P) gibt die Arbeit an, die man aufwenden Beispiele 
muss bzw. gewinnen kann, wenn die Ladung qg vom Punkte P 


bis ins Unendliche gebracht wird. l. In einer evakuierten Röhre werden aus einer geheiz- 


ten Kathode Elektronen emittiert, welche die Ka- 
thode mit der Anfangsgeschwindigkeit vo verlassen. 
Durch die Spannung U zwischen Kathode und Anode 


Die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten P} und P> 


P 
2 (Abb. 1.17) werden die Elektronen beschleunigt. Ihre 
U=d(Pı) -d(P) = [fe ds (1.13) Energie an der Anode ist dann 
Pi m J 


De 
DR = rel: 


Sıe treffen daher mit einer Geschwindigkeit v = 
v5 + 2eU//m auf die Anode auf. Im Allgemeinen ist 


nennt man die elektrische Spannung U (Abb. 1.16). Eine La- 
dung q, die eine Potentialdifferenz U durchläuft, erfährt eine 
Anderung 


AB = -qU (1.14) 


ihrer potentiellen Energie. Da die Gesamtenergie E = Exin + 
Enoı Konstant ist, folgt für die Anderung der kinetischen Energie 


AExin = —AEsot = gU i (1.14a) 
Die Einheit der Spannung heißt Volt (V). Es gilt 


[U] = [Epo/ql = IN- m/(A 5) 
= 1V-A-s/(A-s)=1V. 


vo « v, sodass v = Y2eU/m. Für U = 50V ist z.B. 
v = 4: 10° m/s, d.h. etwa 1,3% der Lichtgeschwin- 
digkeit. 


2. Welche Energie muss man aufwenden, um ein Was- 


serstoffatom zu ionisieren, d.h. um das Elektron vom 
Abstand r;ı vom Proton ins Unendliche zu bringen? 


De 2 
—e dr —e 


Ans) 2 Aneon. 
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1 Elektrostatik 


Einsetzen von e = 16-10 PC, oo = 88 - 
10°? C/Vm, rı = 5 - 10°!! m liefert den Wert W = 
—27eV. Der experimentelle Wert beträgt Wan = 
— 13,5 eV. Die Diskrepanz rührt daher, dass wir die ki- 
netische Energie des Elektrons im Grundzustand des 
H-Atoms nicht berücksichtigt haben, deren Mittelwert 
für ein Kraftfeld F & 1/r” gegeben ist durch 


1 
Va (Sem) (Virialsatz) . 
Für eine Kreisbahn mit Radius r lässt sich dies sofort 
verifizieren, indem man die Zentripetalkraft mv”/r 
gleich der Coulombkraft setzt. < 


1.3.2 Potentialgleichung 


Aus der Definitionsgleichung für das elektrostatische Potential 


00 


sm = [E-% 


P 


folgt, genau wie beim Gravitationspotential, dass man die Feld- 
stärke E als Gradient von d(x, y,z) schreiben kann: 

E=-gradd(x,y,2) =-V®. (1.15) 
Man kann das elektrostatische Feld also entweder durch ei- 
ne skalare Potentialfunktion d(x,y,z) beschreiben, die jedem 
Raumpunkt P(x,y,z) eine Zahl zuordnet, nämlich den Wert 
o(P), oder durch das Vektorfeld E(x, y,z), das jedem Raum- 
punkt ein Zahlentripel {E,, E,, E,} zuordnet, wodurch Größe 


und Richtung des elektrischen Feldes in diesem Punkt definiert 
sind. 


Aus (1.10) folgt dann mit (1.15): 


divE = -divgradd = -Ad = 0o/&, (1.16) 
wobei A der Laplace-Operator ist (siehe Bd. 1, Kap. 13). 
Die Gleichung 
Ad = -o/& (1.168) 


heißt Poisson-Gleichung. 


Die Integration dieser Differentialgleichung erlaubt bei vor- 
gegebener Ladungsverteilung o(x,y,z) die Bestimmung des 
Potentials &(x,y,z) und des elektrischen Feldes E(x,y,z). Die 
Integrationskonstanten werden dabei durch geeignete Randbe- 
dingungen bestimmt. In denjenigen Raumgebieten, in denen 


keine Ladungen sind, vereinfacht sich (1.16a) zur Laplace- 
Gleichung 


divgradd = Ad = 0füro =0. (1.16b) 


Die Gleichung (1.16) spielt für die Elektrostatik eine vergleich- 
bar wichtige Rolle wıe die Newton’sche Bewegungsgleichung 
F = ma für die Mechanik. 


Wenn die Ladungsverteilung o(r) bekannt ist, kann man 
Potential d(r) und Feldstärke E(r) immer (zumindest nu- 
merisch) berechnen. 


Wir wollen in Abschn. 1.3.4 die Berechnung von Potentialen 
und elektrischen Feldern an einigen Beispielen erläutern. 


1.3.3 Äquipotentialflächen 


Flächen, auf denen das Potential $(r) konstant ist, heißen Äqui- 
potentialflächen. In der Analysis lernt man, dass der Gradient, 
in diesem Falle also das elektrische Feld, in jedem Punkt P 
senkrecht auf der Äquipotentialfläche steht. Man stelle sich 
die Äquipotentialflächen ähnlich den Höhenlinien auf einer 
Landkarte vor: Die Höhenlinien verbinden alle Punkte P der 
Erdoberfläche, die eine bestimmte Höhe z über dem Meeres- 
spiegel (x-y-Ebene) besitzen. 


Mathematisch ausgedrückt ist die Höhe eine skalare Funktion 
auf der x-y-Ebene. Beschreibt man eine Gebirgsoberfläche als 
Menge aller Punkte (x, y,z), für die h(x,y) = z ist, so ist ei- 
ne Höhenlinie die Menge aller Punkte (x, y), für die h(x,y) = 
const gilt. Befindet man sich an einem Punkt einer solchen Hö- 
henlinie, so zeigt der Gradient in die Richtung des steilsten 
Anstieges, und er steht immer senkrecht auf der Tangente an 
die Höhenlinie. 


Man kann die Höhenlinien auch als Kurven konstanter potentiel- 
ler Energie E, ansehen. Die Feldlinien, die bekanntlich parallel 
zur Kraft verlaufen, stehen also senkrecht auf den Höhenlinien. 
Bei den Feldlinien des elektrischen Feldes verhält es sich voll- 
kommen analog. 


Man findet daher die Äquipotentialflächen als Orthogonal- 
flächen zu den Feldlinien (Abb. 1.8-1.10). 


Zum Verschieben von Ladungen auf Äquipotentialflächen 
braucht man keine Arbeit zu verrichten, da 


W=g: [E-0=0 weilE Lds. 


Beispiele 


1. Im Coulombfeld einer Punktladung sind die Äquipo- 
tentialflächen Kugelflächen um die Ladung im Zen- 
trum (Abb.1.8). Hat man es mit mehreren Punkt- 
ladungen zu tun, wird die Sache komplizierter. Bei 
Anwesenheit von zwei Punktladungen ergeben sich 
die Äquipotentialflächen wie in Abb. 1.9 und 1.10. 

2. Im homogenen Feld des ebenen Plattenkondensators 
(Abb. 1.12) sind die Ebenen parallel zu den Platten 
Äquipotentialflächen. 

3. Alle Leiteroberflächen bilden in der Elektrostatik, 
d.h. bei ruhenden Ladungen, Äquipotentialflächen. 
Alle Feldlinien stehen also immer senkrecht auf 
Leiteroberflächen. Dies gilt nicht mehr, wenn ein 
elektrischer Strom durch den Leiter fließt (siehe 
Absehm 2221 < 


1.3.4 Spezielle Ladungsverteilungen 


1.3.4.1 


Eine homogen geladene Oberfläche einer leitenden Hohlkugel 
mit Radius R habe die Flächenladungsdichte o und die Ladung 
O = 4nR°o. Für eine konzentrische Kugelfläche mit Radius 
r > R gilt nach (1.9b) für den elektrischen Fluss 


Geladene Hohlkugel 


24 = [Eu 
IR 


=E-Aar =0/)o > E=—-F, 
Arreor- 


da aus Symmetriegründen E radial nach außen zeigen muss, 
d.h. E || dA || r. 


Die geladene Kugelfläche wirkt also für r > R wie eine 
Punktladung O ım Mittelpunkt der Kugel. 


Das Potential im Abstand r > R vom Mittelpunkt der Hohlkugel 
erhalten wir aus 


00 





d(r) = [E dr 
z— 2 > Ei) = a) 
Arteor F 


Da die Leiteroberfläche Äquipotentialfläche ist, folgt, dass bei 
vorgegebenem Potential d(R) der Fläche die Feldstärke mit ab- 
nehmendem Krümmungsradius R zunimmt! 


Eine beliebige geschlossene Fläche, die ganz innerhalb der Ku- 
gel liegt, umschließt keine Ladung. Weil für jede dieser Flächen 
gilt: 


24 = [E-A=0, 


1.3 Elektrostatisches Potential 





Abbildung 1.18 Elektrische Feldstärke |E(r)| und Potential d(r) einer 
geladenen Hohlkugel 


folgt E = 0 im Kugelinneren. 


Im Inneren der homogen geladenen Hohlkugel herrscht 
kein Feld. Das Potential im Inneren ist deshalb konstant 
(Abb. 1.18). 


1.3.4.2 Geladene Vollkugel 


Für eine homogen geladene nichtleitende Vollkugel mit der La- 
dung 0 = =nR°o ergibt sich analog zu Bd. 1, Abschn. 2.9, für 
r > R (Abb. 1.19 und Aufeg. 1.8): 











- _ 5. 9=-—__. (1.17) 
Areor- Arreor 
bzw. fürr <R: 
E= 5: 9= —£_- [> a (1.17b) 
—_: Y ; — re e : 
AreoR° AneogR\2 2R 


1.3.4.3 Geladener Stab 


Als nächstes Beispiel wollen wir Feld und Potential eines un- 
endlich langen geladenen Stabes mit dem Radius R berechnen 
(Abb. 1.20). Die Gesamtladung sei ©. Dann ist die Ladung pro 
LängeneinheitA = O/L = rR?o. Wieder ist aus Symmetrie- 
sründen die Feldstärke E in einem Punkt ? ım Abstand r von 
der Stabachse radıal nach außen gerichtet. Für den elektrischen 
Fluss durch eine zum Stab koaxiale Zylinderoberfläche mit Ra- 
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Abbildung 1.19 Feld- und normierter Potentialverlauf im Inneren und 
Äußeren einer Vollkugel mit Radius R und konstanter Ladungsdichte 
o = O/ (ZrR?), wobei a = 3/2 und b = 1/(2R?) ist 


dius r und Länge Z erhalten wir fürr > R 


Bu = [E-dA=E-2ur-L 








A 
E0 Eon >nr»L 
A A 
Zsteor 


Fürr<RgittQO=A-L-nr?/ (TR?) 


> [E Meier 
: — «I Tr: = —_ 
E&oR? 
spa (1.186) 
 2sonR? 


Mit der Randbedingung d(R) = 0 ergibt sich fürr > R das 
elektrische Potential 








— — In < 1.18 
4=-,— hr (1.180) 
und fürr <R 
A r? 
= 1-—]. 1.1 
=. (1-5) (1.180 


Man überlege sich, warum hier die Randbedingung d (x) = 0 
nicht sinnvoll wäre. 


1.3.4.4 Koaxialkabel 


Ein Koaxialkabel entspricht einer Anordnung aus einem lei- 
tenden Draht mit Radius R,, der koaxial von einem dünnen, 





Abbildung 1.20 a Zur Herleitung von (1.18); b radialer Verlauf von 
Potential &(r) und Feldstärke E(r) eines unendlich langen geladenen 
Stabes mit Radius R 


leitenden Hohlzylinder mit dem inneren Radius R, umgeben ist 
(Abb. 1.21). Die beiden Leiter mögen die entgegengesetzt glei- 
chen Ladungsdichten pro Längeneinheit A; = —A> haben. 


Für r > Rs gilt: 
[re a=0 — E=VQ; 


da die Gesamtladung innerhalb des Zylinders mit Radius r > Ra 
gleich null ist. 


Für Rı < r < Rs gilt: Der Beitrag des äußeren Zylinders zum 
Feld ist null, da für r < Rs sich die Beiträge aller negativen 
Ladungen auf dem Kreisring mir Radius R gerade kompensieren 
(siehe Aufgabe 1.10b). Das Feld ım Inneren ist, wie bereits im 
vorigen Beispiel berechnet wurde, 

AO, 


2teor 





Isolierende 
Schutzhülle 





Abbildung 1.21 Koaxialkabel 


1.4 Multipole 


Aus der Linearität der Poissongleichung (1.16) (d.h. die Feld- 
stärke E(r) und ihre Komponenten sowie das Potential &(r) 
kommen nur linear vor) folgt, dass sich die Coulombpotentiale 
®;(P), die durch im Raum verteilte Ladungen O; erzeugt wer- 
den, im Aufpunkt ? linear überlagern (Superpositionsprinzip). 
Bei N Punktladungen O;(r;) (Abb. 1.22) erhalten wir daher für 
das Gesamtpotential im Aufpunkt ? 


N 
l O; 
Asteg 2; IR-r;| ' 


d(R) = (1.19) 


wenn R der Ortsvektor des Punktes P und r; der Ortsvektor der 
Ladung ©; ist. 


Liegt eine räumlich kontinuierlich verteilte Ladung mit der La- 
dungsdichte o(r) vor (Abb. 1.23), so gilt wegen QO = [odV 
entsprechend 


1 o(r)dV 
Aneg J |R-rl ' 
v 








d(R) = (1.20) 


wobei der Nullpunkt des Koordinatensystems oft in den Schwer- 
punkt 5 der Ladungsverteilung gelegt wird. 


Bei beliebiger Ladungsverteilung ist das Integral ın (1.20) oft 
nicht mehr analytisch lösbar. Man kann aber für die Aufpunkte 
P(R), deren Entfernung R vom Ladungsgebiet groß genug gegen 
die Ausdehnung dieses Gebietes ist, das Potential d(R) durch 
eine Taylorentwicklung des Integranden und gliedweise Integra- 
tion bestimmen. Der Koordinatenursprung wird entweder in den 
Ladungsschwerpunkt 5 der Ladungen eines Vorzeichens, z.B. 





Abbildung 1.22 Zur Illustration von Gl. (1.19) 


P 


R R>r 
TEN 

r 

Abbildung 1.23 Zur Multipolentwicklung des Potentials d(P) einer 


Ladungsverteilung mit dem Ladungsschwerpunkt $ der positiven La- 
dungen, gemessen in einem weit entfernten Punkt P mit |R| > |rmax| 


1.4 Multipole 


) + höhere Multipole 





beliebige 
Ladungs- 
verteilung 


Monopol Dipol Quadrupol 


Abbildung 1.24 Beliebige Ladungsverteilung als Überlagerung von 
Monopol + Dipol + Quadrupol + höhere Multipole (Multipolent- 
wicklung) 


der positiven Ladungen oder in den Mittelpunkt zwischen den 
Schwerpunkten der positiven und negativen Ladungen gelegt. 
&(R) wird dann nach r/R « 1 entwickelt. 


Diese so genannte Multipolentwicklung zerlegt das Potential 
der Ladungsverteilung in Summanden d,„(R), die von Punkt- 
ladungen (Monopolen), Punktladungspaaren (Dipolen), Dipol- 
paaren (Quadrupolen) etc. erzeugt werden und die jeweils mit 
verschiedenen Potenzen R’” mit wachsender Entfernung R 
des Aufpunktes P(R) vom Ladungsschwerpunkt S abfallen 
(Abb. 1.24). Dieses Konzept hat sich als sehr nützlich erwiesen 
z.B. bei der Berechnung der Wechselwirkung zwischen Atomen 
und Molekülen. Es gibt eine bessere Einsicht in die Art der La- 
dungsverteilung. 


Wir wollen nun Potential- und Feldverteilung einiger einfacher 
Multipole behandeln, damit die im Abschn. 1.4.3 diskutierte all- 
gemeine Multipolentwicklung an diesen konkreten Beispielen 
verdeutlicht werden kann. 


1.4.1 Der elektrische Dipol 


Ein elektrischer Dipol besteht aus zwei entgegengesetzt glei- 
chen Ladungen O0} = © = —-O; im Abstand d (Abb. 1.25). 


Er wird charakterisiert durch sein Dipolmoment 
pPp= O -d ’ 


dessen Richtung definitionsgemäß von der negativen zur positi- 
ven Ladung zeigt, wobei d der Vektor von —O bis +0 ist. 


Die Feldstärke E(R) und das Potential d(R) in einem beliebi- 
gen Punkt P(R) erhält man durch die Überlagerung der Felder 





Abbildung 1.25 Elektrischer Dipol 
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beider Punktladungen. Wir legen den Nullpunkt in die Mitte 5 


2 zwischen +0 und —O©. Am einfachsten ist es, zuerst das Poten- 
To) tial auszurechnen, um dann das Feld durch Gradientenbildung 
= zuerhalten. Mitr, =R-d/2undrn =R + d/2 ergibt sich 
(D 
1 0 0 
— 
R) = —- | —ı— -— ——— |. 1.21 
nz, Fer IR u) en 


In genügend großer Entfernung vom Dipol (R > d) kann man 
die Taylorentwicklung 





1001 1 
R+a/2l R Rd, 2 
R 4R 
lH tr) (1.22) 
R 2 R 


nach dem linearen Glied abbrechen und erhält in dieser Nähe- 
rung für das Potential des Dipols in großer Entfernung 








0 d-R 
Tr Br 
Po(R) Ansg R 
-R .cos# 
me (1.23) 
AregR? AnegR? 


Wegen grad(1/r) = -r/r’ kann man das Dipolpotential 


za0 
Asteo R 


= —d: grad dm (R) 





dp(R) = — 
(1.24) 


auch als Skalarprodukt aus Ladungsabstand d im Dipol und Gra- 
dient des Monopolpotentials d1 (Coulombpotential) schreiben. 


Man sieht, dass das Potential eines Dipols wegen dp(R) & 1/R? 
mit wachsendem Abstand R schneller abfällt als das Potenti- 
al einer Punktladung (du(R) & 1/R). Der Grund dafür ist 
die mit wachsendem Abstand zunehmende Kompensation der 
entgegengesetzten Potentiale von +0 und —O. Auf der Sym- 
metrieebene z = 0 ist % = 90° und deshalb überall dp = (0. 
Hier kompensieren sich die Potentiale von +O und —O für alle 
Abstände R exakt. 


Das elektrische Feld E = — grad dp lässt sich aus (1.23) mit 


1 
sraddp = (d- R) grad Fa 


Asteo 





1 
+ 73 srad(d-R) 





berechnen. Man erhält wegen grad 1/R’ = —3R/R? sowie Od: 
R=p:-R-cosd undO grad(d-R) = p: 


1 x 
Tr (3pR-cos® —p). (1.25a) 


NZ Asteo 


Anschaulich lässt sich E wegen der Zylindersymmetrie des Pro- 
blems am besten in Polarkoordinaten R, d und o darstellen: Aus 


E = -grado 
2.2 2 


TOR’ RO®’ Rsind dp 





folgt mit (1.23): 


_ 2p.cosd 


p-sin® 
ER >= 3 — 
Art&oR 


Dan ’ 
ArteoR°? 





E,=0d.  (1.25b) 
Da das Feld nicht vom Azimutwinkel g abhängt, ist es zylinder- 
symmetrisch um die Dipolachse. In Abb. 1.10 ist das elektrische 
Feld in der die Dipolachse enthaltenden x, y-Ebene dargestellt, 
und Abb. 1.25 zeigt die Feldstärkekomponenten /r und Ey. 


Feldstärke und Potential sind rotationssymmetrisch um die z- 
Achse. 


1.4.1.1 Dipol im homogenen Feld 


In einem äußeren elektrischen Feld hat ein elektrischer Dipol 
die potentielle Energie (Abb. 1.26) 


Wa = 081 - OB = Oldı - Br), (1.26) 


die null wird, wenn die beiden Ladungen +0 und —O auf einer 
Aquipotentialfläche liegen, der Dipol also senkrecht zu E steht. 


Bei beliebiger Lage des Dipols bewirkt ein homogenes elektri- 
sches Feld die Kräfte fı = Q-E und F> = -O -E auf die 
Ladungen O und —O, die wegen rı —r2 = d ein Drehmoment 


D = O(rı xE) - O(r xE) 
=(0-d)xE=pxE 


bewirken, das senkrecht auf d und E steht und das wir deshalb 
vektoriell schreiben können als 


Äquipotentialflächen 


64 = konst. 6>= konst. 





Mm, 


Abbildung 1.26 
schen Feld 


Drehmoment auf einen Dipol im homogenen elektri- 


D=pxE. (1.27) 


Die potentielle Energie des Dipols im homogenen äußeren Feld 
ergibt sich aus (1.26) wegen di -—& = gradd -dundE = 
— gradd zu 


Woot =D.E (1.28) 


Die potentielle Energie ist also minimal, wenn p und Z& parallel 
sind. In diese Lage stellt sich der Dipol ım Feld von selbst ein, 
wenn er nicht durch andere Kräfte daran gehindert wird. 


1.4.1.2 Dipol im inhomogenen Feld 


Im inhomogenen Feld E(r) wirkt auf den Dipol die resultierende 
Kraft 


F=0:|E(r +d) -E(r)] 


dE 
=0:-d-— =p-VE. 


Fr (1.29) 


Der Vektorgradient von E ıst ein Tensor, dessen Skalarprodukt 
mit dem Vektor p den Vektor F ergibt. In Komponentenschreib- 
weise heißt (1.29) 


F,=p:gradE, 
dE, dE, dE, 
= Pe ID, TR, 
F,=p-gradE, 
dE dE, dE, 


Zt —ı 


F,=p-grad£, 
dE, M dE, 2 dE, (1.29a) 
= pP, — _— _— ‚29a 
am Oy z 02 


Im homogenen Feld ist die resultierende Kraft auf einen 
Dipol null. Bei beliebiger Orientierung von p wirkt das 
Drehmoment D = pxE, das den Dipol in Feldrichtung 
dreht, wo seine Energie minimiert ist. Im inhomogenen 
Feld wirkt auf den Dipol zusätzlich eine Kraft F = p- 
VE, die ihn in Feldrichtung ausrichtet und in Richtung 
wachsender Feldstärke zieht (Abb. 1.27). 


1.4.2 Der elektrische Quadrupol 


Ordnet man zwei positive und zwei negative Ladungen so im 
Raum an, dass zwei benachbarte antiparallele Dipole mit dem 


1.4 Multipole 





— 


F= P- grad E 


Abbildung 1.27 Kraft auf einen Dipol im inhomogenen Feld 





Abbildung 1.28 Zum Potential eines elektrischen Quadrupols 


Abstand a entstehen (Abb. 1.28), so heben sich für Raumpunk- 
te P, deren Entfernung R groß gegen die Ladungsabstände a 
bzw. d ist, die Dipolfelder praktisch auf. 


Man nennt eine solche Anordnung aus vier Monopolen mit der 
Gesamtladung null einen Quadrupol. Das Potential ergibt sich 
als Überlagerung zweier Dipolpotentiale 


daR) = dn(R +a/2) - dn(R -a/2) 


—=a:.graddp. (1.30) 


Aus (1.23) ergibt sich 


(3) 





O d-R 
da(R) = En a. grad (5) 
Man sieht hieraus, dass das Quadrupol-Potential als Skalar- 
produkt aus Abstandsvektor a zwischen den beiden Dipolen 
und dem Gradienten des Dipolpotentials dp geschrieben wer- 
den kann, analog zum Dipolpotential, das gleich dem negativen 
Skalarprodukt aus Ladungsabstand und Gradienten des Mono- 
polpotentials ist (1.24). Das Vorzeichen von do ergibt sich aus 
der Festlegung der Richtung von a. 


1.4.3 Multipolentwicklung 


Man kann das Potential einer beliebigen Verteilung von Punktla- 
dungen (1.19), Flächenladungen oder Raumladungen (1.20) für 
einen Punkt ?P (R), dessen Entfernung R vom Zentrum der La- 
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dungsverteilung groß genug ist gegen den mittleren Abstand r 
der Ladungen vom Zentrum, durch eine Reihenentwicklung 
nach Potenzen von (r/R)” angeben, deren Genauigkeit von der 
Zahl der berücksichtigten Glieder und vom Verhältnis r/R ab- 
hängt. 


AN 
je?) 
= 
u 
22 
er 


In der Summe (1.19) bzw. dem Integral (1.20) lässt sich der Aus- 
druck 


1 l 


IR-r V(R-r)? 


1 1 
EI EFF EFF (1.32) 


R /1- OR-r/R) + r2/R 


in eine Taylor-Reihe entwickeln (siehe z.B. [5]). Analog zur 
Entwicklung der Funktion 








1 
9 7 


2 
= f(0) + x- (0) + 0) Ir (1.33) 


Pan. zn 
—— —X —X ..o 
278 


erhält man mit x = 2(R-r)/R? — r?/R? aus (1.32) 


1 
> yV1l-x=R!-JR-AR-+r = > IR=rl 


l l 1 


+5 We Noten, (1.34) 


wie man durch explizite Ausführung der Differentiation von 
(1.32) prüfen kann. Der Nablaoperator wirkt in (1.34) nur auf 
R. Setzt man (1.34) in (1.19) ein, so ergibt sich die Multipolent- 
wicklung 





i | Is 
SR) =, 529: + 5 2_(Qir)R 
| 


| 


20: 
+55 2 > lau = m)X 


+84 -n)Y° +3 -n)Z 


+ 2(3x;y;XY + 3X; XZ 


+ 3y;;YZ)| + .. | (1.35) 


Der erste Term in (1.35) (Monopolterm) gibt das Coulombpo- 
tential an, welches die gesamte im Ursprung vereinigte Ladung 
> ,O; erzeugt. Dieser Term wird daher null für eine insgesamt 


neutrale Ladungsverteilung () 0; = 0), z.B. für ein neutrales 
Atom oder Molekül. Der zweite Term in (1.35) kann mit dem 
elektrischen Dipolmomentp; = Oı;r; der i-ten Ladung geschrie- 
ben werden als 1/R°-) \p;-R. Dieser Dipolterm hängt nicht nur 
von der Summe aller Dipolmomente ab, sondern auch von de- 
ren Orientierung gegen die Richtung R zum Aufpunkt ?. Für ein 
neutrales Molekül mit permanentem elektrischen Dipolmoment 
(z.B. NaCl = Na*CI°) ist der Dipolterm der führende Term in 
der Multipolentwicklung. Für Moleküle ohne permanentes Di- 
polmoment ıst er Null. 


Der dritte Term in (1.35) lässt sich durch Einführung der Abkür- 
zungen 


OM. =) 037-1) , 
OM,, = 2: 0:8, -r); 
OM. =) Ban), 
OM,=0M,=3 > Oixıyi , 
OM,: = QM. = 3 2, O:x2; , 


OM,. = QM, =3)_Oiyi (1.36) 


vereinfachen. Analog zum Trägheitstensor (Bd. 1, Kap. 5), der 
die Massenverteilung in einem ausgedehnten Körper beschreibt, 
lassen sich die Größen OM;., welche die räumliche Ladungsver- 
teilung beschreiben, als Komponenten des Quadrupoltensors 


OM xx 
OM. yx 
OM ZU 


OM xy 
OM,,, 
OM;, 


OM AZ 
OM,, 
OM;: 


OM = (137) 


auffassen. Damit wird aus dem dritten Term in (1.35) 


— —— [OM.,X° MY’ 
Pa StE0R? 19 rom, 


+ OM,.Z” + 2(OM,,XY 


+ QOM,.XZ + OM,.YZ)] . (1.38) 


Aus (1.36) folgt, dass der Quadrupoltensor symmetrisch ist und 
dass seine Spur (die Summe der Hauptdiagonalelemente) ver- 
schwindet. 


Das Quadrupolmoment OM ist ein Maß für die Abweichung der 
Ladungsverteilung von der Kugelsymmetrie. Für eine homogen 
geladene Kugel gilt OM =. 


Beispiel 


Für die Ladungsverteilung der Abb. 1.28 erhält man aus 
(1.36) 


OM x — OM,,, — OM;; — OM,. zZ 


OM,„=3-a:d-Q. - 


OM,, 0, 


1.5 Leiter im elektrischen Feld 


Bringt man einen Leiter in ein elektrisches Feld, so wirkt auf 
seine frei beweglichen Ladungen die Kraft f = q- E. Diese 
verschiebt die Ladungen so lange, bis sich im Leiter aufgrund 
der veränderten Ladungsverteilung ein Gegenfeld aufgebaut hat, 
welches das äußere Feld gerade kompensiert (Abb. 1.29). Man 
nennt diese Ladungsverschiebung /Influenz. 


Das Innere von Leitern ist deshalb feldfrei! Die Ladungen 
sitzen auf der Oberfläche des Leiters. 


1.5.1 Influenz 


Man kann die Influenz durch einen einfachen Versuch demons- 
trieren (Abb. 1.30): Im elektrischen Feld eines Plattenkondensa- 
tors werden zwei sich berührende Metallplatten mit isolierenden 
Griffen getrennt und dann aus dem Feld herausgebracht. Durch 
die Influenz sind während der Berührung der beiden Platten im 
Feld die Ladungen zu den beiden entgegengesetzten Oberflä- 
chen verschoben worden, sodass nach der Trennung der Platten 
die eine die Ladung +0, die andere die Ladung —O trägt. Dies 
kann mit einem Elektroskop quantitativ nachgewiesen werden. 


Die Influenz lässt sich sehr eindrucksvoll mit dem Becherelek- 
troskop vorführen (Abb. 1.31): Bringt man eine positiv geladene 
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Abbildung 1.29 Verschiebung von Ladungen bei Leitern in einem 
äußeren elektrischen Feld. a Ebene Leiterplatte, b Metallkugel. Alle 
Feldlinien münden in beiden Fällen senkrecht auf der Leiteroberfläche 
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Abbildung 1.30 Trennung von zwei sich berührenden Leiterplatten im 
elektrischen Feld und Nachweis der entgegengesetzten Ladungen bei- 
der Platten außerhalb des Feldes 
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Abbildung 1.31 Demonstration der Influenz mit dem Becherelektro- 
skop 


Kugel in das Innere des Metallbechers, ohne die Wände zu 
berühren, so werden durch das elektrische Feld die frei be- 
weglichen negativen Ladungen im Metallbecher nach innen 
verschoben, sodass das Elektroskop einen Mangel an nega- 
tiven Ladungen erleidet, d.h. sich positiv auflädt und einen 
entsprechenden Ausschlag zeigt. Dieser Ausschlag verschwin- 
det wieder, wenn man die geladene Kugel wieder entfernt. 


Berührt man jedoch die Innenwand des Bechers, so wird die Ku- 
gel entladen, die Ladungen verschieben sich aufgrund ihrer ge- 
genseitigen Abstoßung auf die Außenseite des Bechers, und der 
Innenraum des Bechers bleibt feldfrei! Man kann die Kugel an 
einer Ladungsquelle erneut aufladen und das Spiel wiederholen. 
Auf diese Weise lässt sich das Elektroskop auf dem Wege 1 in 
Abb. 1.32 ım Prinzip auf eine beliebig hohe Spannung aufladen, 
die nur begrenzt ist durch Ladungsverluste infolge ungenü- 
sender elektrischer Isolation. Auf dem Wege 2 hingegen, wo 
die Ladungszufuhr auf die Außenseite des Bechers geschieht, 
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Abbildung 1.32 Auf dem Wege (1) kann die Spannung am Elektro- 
skop wesentlich größer als Up werden, auf dem Wege (2) erreicht sie 
höchstens Uy 


lässt sich höchstens die Spannung U, der Ladungsquelle 
erreichen. 


Diese durch Ladungstransport auf die Innenwand einer lei- 
tenden Kugel erzeugte sehr hohe Spannung, wird im Van-de- 
Graaff-Generator benutzt (Abb. 1.33). Auf ein umlaufendes 
Band aus isolierendem Material werden über scharfe Spitzen ei- 
nes Leiters (hohe Feldstärke!) Ladungen aufgesprüht, die von 
dem Band in das Innere einer leitenden Kugel transportiert 
werden. Dort werden sie von einem Leiterkamm X, der mit 
der Innenwand der Kugel leitend verbunden ist, wieder abge- 
nommen. Auf Grund der Influenz werden die Ladungen sofort 
auf die Außenfläche der Kugel gedrängt, sodass das Innere 
immer feldfrei bleibt. Man erreicht schon mit einfachen De- 
monstrationsgeräten Spannungen von über 10° V, die nur durch 
Sprühverluste (vor allem bei feuchter Luft!) begrenzt werden. 
Wird das Gerät zur Vermeidung elektrischer Durchschläge in 
ein Gehäuse gebracht, das durchschlagfeste Gase enthält (siehe 
Abschn. 2.7.3), so können Spannungen von über 10° V realisiert 
werden [6]. 


Die Tatsache, dass in einem von einem Leiter umschlossenen 
Raum das elektrische Feld null ist, wird im Faraday’schen 
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Abbildung 1.33 Prinzipschema des Van-de-Graaff-Generators 
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Abbildung 1.34 Faraday’scher Käfig 


Käfig ausgenutzt (Abb. 1.34). Möchte man z.B. empfindliche 
elektrische Geräte vor hohen elektrischen Feldern (Hochspan- 
nung, Gewitter) schützen, so kann man sie ın einen Käfig aus 
einem leitenden geerdeten Metallnetz setzen. 


1.5.2 Kondensatoren 


Eine Anordnung aus zwei entgegengesetzt geladenen Leiter- 
flächen nennt man einen Kondensator. Bringt man auf eine 
der beiden Flächen die Ladung O, so wird auf der anderen, 
ursprünglich ungeladenen, Leiterfläche durch Influenz eine La- 
dungstrennung erfolgen: Auf der der ersten Fläche zugewandten 
Seite wird die Ladung —O erscheinen, auf der entgegenge- 
setzten Seite die Ladung +0. Verbindet man die ursprünglich 
ungeladene Fläche mit dem Erdpol der zur Aufladung der ersten 
Fläche verwendeten Stromquelle, so fließt die äußere Ladung 
+0 von der zweiten Fläche ab, die dadurch die Ladung —O be- 
hält (Abb. 1.35). 


Da das elektrische Feld im Raum zwischen den Leiterflächen 
proportional zur Ladung O auf den Leitern ist, ist die Spannung 
wegen U = [E- ds auch proportional zu Q, und es gilt die 
Beziehung 


O=C-U. 159) 


Die Proportionalitätskonstante C heißt die Kapazität des Kon- 
densators. Die Dimension von C ist 


Coulomb 
= 1ı U @ ıFarad=1F. 
Volt 
Da 1 Farad eine sehr große Kapazität ist, werden Untereinheiten 


benutzt: 


(1.40) 


1 Pikofarad = 1pF = 10 "?F, 
1 Nanofarad = InF = 10” F, 
1 Mikrofarad = 1uF = 10°F. 
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Abbildung 1.35 Zum Prinzip des Kondensators: a ungeladener Plat- 
tenkondensator. b Die linke Platte wird mit einer Spannungsquelle 
verbunden, aufgeladen und erhält die Ladung +0, die rechte Platte ist 
isoliert und erfährt durch Influenz eine Trennung der Ladungen, hat aber 
die Gesamtladung null. ce Die rechte Platte wird geerdet, sodass die äu- 
ßere Ladung +0 abfließen kann. Auf der Innenseite bleibt dann die 
Ladung —O zurück, die aufgrund der Anziehung durch die positiven 
Ladungen auf der linken Platte „festhaftet‘. Durch die Erdung wird die 
vorher insgesamt neutrale rechte Platte nun entgegengesetzt zur linken 
geladen 


Wir wollen für die wichtigsten Kondensatortypen Kapazität und 
Feldverteilung im Kondensator berechnen, weil damit auch die 
Anwendung der Laplace-Gleichung auf praktische Probleme ıl- 
lustriert wird. 


1.5.2.1 Plattenkondensator 


Auf den Platten bei x = O und x = d (Abb. 1.36) sitzen die La- 
dungen +0 bzw. —O. Im Raum zwischen den Platten ist keine 
Ladung, und die Laplace-Gleichung (1.16b) lautet daher für den 
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Abbildung 1.36 Potential- und Feldstärkeverlauf im ebenen Platten- 
kondensator 
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hier vorliegenden eindimensionalen Fall 


9? 
ER, > od=ax+b. 


> (1.41) 


Die linke Platte bei x = 0 möge das Potential d,, die rechte bei 
x = d das Potential & haben, sodass die Spannung zwischen 
den Platten U = dı — db: ist. Aus (1.41) folgt dann 
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Das Potential zwischen den Platten 


U 
dx) m (1.41a) 
nımmt daher linear mit der Spannung ab. 
Die Feldstärke ist 
U 
E = -gradd = Fu (1.42) 
Schreibt man (1.42) ın Beträgen, so hat man: 
U 
E=-—. 1.42a 
7 ( ) 


Weil bei einer Plattenfläche A die Feldstärke E = O/(A - &) 
beträgt (siehe (1.8b)), folgt für die Kapazität C = O/U 


(1.43) 


Se ee 


Die Kapazität eines Plattenkondensators ist proportional 
zur Plattenfläche A und umgekehrt proportional zum Plat- 
tenabstand d. 


Beispiel 


A 00cm a Immer Fo ap + 


1.5.2.2 Kugelkondensator 


Ein Kugelkondensator besteht aus zwei konzentrischen Kugel- 
flächen mit den Radien rı = aund r> = b, welche die Ladungen 
+0 bzw. —O tragen (Abb. 1.37). 


Nach den Überlegungen im Abschn. 1.3.4 können wir Feldstär- 
ke E(r) und Potential d(r) sofort angeben: 
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1 Elektrostatik 


Im Innenraum (r < a) herrscht kein Feld, das Potential ist kon- 
stant. Weil das elektrische Feld endlich ist, d.h. die Funktion 
E(r) beschränkt ist, ist & auch bei r = a stetig und hat fürr <a 
den Wert: 

0 


Artega 





di (1.44a) 


Im Zwischenraum (a < r < b) herrscht das Feld einer im Ku- 
gelmittelpunkt sitzenden Punktladung 








O A 
Fo 1.44b 
Areor? u ( 
mit dem Potential 
Dzw — I . (1 .44c) 
Asteor 


Außen (r > b) haben wir wegen Oges = O kein Feld, und es gilt: 


0 


u Areob 





Da (1.44d) 


Die Spannung zwischen den beiden Kugelflächen beträgt 











(1.45) 


Abbildung 1.37 zeigt den Verlauf von d(r) und E(r) in den 
verschiedenen Gebieten. An den geladenen Leiterflächen macht 
E(r) einen Sprung AE = o/e&o. 


Die Kapazität des Kugelkondensators ist nach (1.39) und (1.45) 
Bi O 


U a-r 


_ Aneg-a-b 
b-a 





(1.46) 





Abbildung 1.37 Kugelkondensator. Potential- (schwarze Kurve) und 
Feldstärkeverlauf (rote Kurve) 


Ist der Abstand d = b-a klein gegen a, so ergibt sich aus (1.46) 
mit dem geometrischen Mittel R = (a: b)\/ 2 


ns ArsoR = eg A 
od d' 





C (1.46a) 


eine zum ebenen Plattenkondensator analoge Formel, wobei 
A hier die Fläche einer fiktiven Kugel zwischen den beiden 
Kondensator-Leiterflächen ist. Lässt man den Radius D der äu- 
ßeren Kugel gegen unendlich gehen, so erhält man aus (1.46) 
für die Kapazität einer Kugel mit Radius a 


C=4Aneg:.a. (1.46b) 


Die Kapazität einer Kugel ist proportional zum Radius der Ku- 
sel. 


Lädt man die Kugel auf die Spannung U auf, so enthält sie die 
Ladung 

O=4Anega-U. (1.46c) 
Bei vorgegebener Spannung U ist die Ladung auf der leitenden 
Kugel proportional zum Radius, nicht zur Oberfläche. 


1.5.2.3 Parallel- und Hintereinanderschaltung 
von Kondensatoren 


Schaltet man mehrere Kondensatoren parallel (Abb. 1.38a), so 
herrscht an allen Kondensatoren dieselbe Spannung (sonst wür- 
de Ladung fließen, bis die Spannungen ausgeglichen sind). Die 
Ladungen addieren sich, sodass nach (1.39) auch für die Kapa- 
zitäten gilt: 


(1.47) 


Can c 


U) 





b) 


Abbildung 1.38 a Parallel- und b Serienschaltung von Kondensatoren 


Werden Kondensatoren hintereinander geschaltet, dann bewirkt 
die Spannungsquelle, dass auf der oberen Kondensatorplat- 
te eine positive Ladung sitzt. Durch Influenz wird dann auf 
der unteren Platte die Ladung —O erzeugt. Deshalb sitzen auf 
zwei benachbarten, durch einen Leiter verbundenen Platten 
entgegengesetzt gleiche Ladungen (Abb. 1.38b). Die Spannung 
zwischen den durch einen Leiter verbundenen Platten ist natür- 
lich null. Dies wird dadurch erreicht, dass das elektrische Feld 
der entgegengesetzten Ladungen das äußere Feld, das durch die 
äußere Spannung Un bestimmt ist, genau kompensiert (Kräfte- 
gleichgewicht). Die Spannungen verhalten sich additiv (siehe 
Abschn. 2.4). Für die Gesamtkapazität folgt daher wegen U = 


O/C 
r =: (1.48) 


Die Gesamtkapaziıtät wird also beim Hintereinanderschalten 
kleiner, die gesamte Spannungsfestigkeit aber größer! 


Man kann dies auch aus der Relation U = [Eds erkennen. 
Bei gleicher Feldstärke E ın den Kondensatoren wird beim 
Hintereinanderschalten die Spannung größer. Bei gleicher Ge- 
samtladung O muss dann gemäß U=) U =) e =.0€ 


gelten: 1/C=) er 


Man kann (1.47) und (1.48) für Plattenkondensatoren auch mit- 
hilfe von (1.43) herleiten: Bei der Parallelschaltung addiert man 
die Flächen, bei der Reihenschaltung die Abstände. 


Beispiel 
Die Gesamtkapazität zweier Kondensatoren ist 


C = Cı + © bei der Parallelschaltung und 


Cı-C 
Ce re beim Hintereinanderschalten. = 
Cı +0) 


Zur Realisierung größerer Kapazitäten muss die Leiterfläche A 
möglichst groß und der Abstand zwischen den Platten möglichst 
klein sein. Technisch wird dies durch Wickelkondensatoren 
erreicht, bei denen zwei Metallfolien, die durch eine dünne iso- 
lierende Folie getrennt sind, zu einem Zylinder aufgewickelt 
werden. Oft braucht man Kondensatoren variabler Kapazität, 
die man als Drehkondensatoren verwirklichen kann (Abb. 1.39). 
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Abbildung 1.39 Drehkondensator 
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1.6 Die Energie des elektrischen 
Feldes 


Lädt man eine isoliert aufgestellte leitende Kugel mit Radius a 
durch schrittweise Übertragung von kleinen Ladungsportionen 


= 
© 
ha 
= 
© 
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q 2 dO (z.B. mit Ladungslöffeln), so muss man beim Transport 
der Ladungen dO die Arbeit 





dW = dO - (da — do) 
= dO-$. für do =0 


aufbringen, wobei nach (1.44) 


0 


Atteo.a 





Da 


das Potential der Kugel mit der Ladung © ist (Abb. 1.40). Für 
den ganzen Ladungsvorgang bis zur Ladung © ist daher die Ar- 


beit ’ ’ 
DE EN LE TEE AB 


Arteo.a Sten.a 2C 








erforderlich, da die Kapazıtät der Kugel nach (1.46b) C = 
Arten : a ıst. Der Energiegehalt der auf die Spannung U gegen 
ihre Umgebung aufgeladenen Kugel ist daher 


I ı 
2 er, we Dee, 


Dr 
2:C 2 


Dieses Ergebnis, das für die geladene Kugel hergeleitet wur- 
de, gilt ganz allgemein für beliebige Kondensatoren (siehe 
Aufg. 1.12). 


Ein Kondensator mit der Kapazität C, der auf die Span- 
nung U aufgeladen wurde, enthält die Energie 


1 
W= a OR (1.49) 


die als Energie des elektrostatischen Feldes gespeichert 
ist. 
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Abbildung 1.40 Zur Herleitung der Energie eines Kugelkondensators 


22 





1 Elektrostatik 


Beim ebenen Plattenkondensator mit der Plattenfläche A und Tabelle 1.1 Relative statische Dielektrizitätszahl &, einiger Stoffe 


dem Plattenabstand d ist C = e0:A/dund U = E-d, sodass die 
Energie 


| 2 ] 2 
W.| = —£0E -A-d= —£0E -V 
2 2 


wird. Die Energiedichte des elektrischen Feldes im Kondensa- 
tor ist dann 


Waı 1 
We = 7 = -&0:E 


> 0250) 


Dieses Ergebnis gilt für beliebige elektrische Felder, unabhän- 
gig von der Art ihrer Erzeugung! 


Beispiele 


l. Ein Kondensator mit C = 1yuF, der auf die Span- 
nung 1 kV aufgeladen ist, hat den Energiegehalt W = 
CU = 051 

2. In den großen Fusionsplasma-Anlagen werden Kon- 
densatorbatterien mit C = O,IF auf 5S0kV aufge- 
laden. Deren Energiegehalt beträgt dann 125MJ = 
1,25- 10° J. Entlädt man sie in 10° s, so erhält man ei- 
ne mittlere Leistung des Entladungsstromes von P = 
NOT 123 

3. Wenn wir das Elektron durch das Modell einer gleich- 
mäßig geladenen Kugel mit Radius r,. beschreiben, 
wird seine elektrostatische Energie W.ı = e?/8reore. 
Nimmt man an, dass diese Energie gleich der Ruhe- 
energie E = moc” des Elektrons ist (siehe Bd. 1, 
Kap. 4), so erhält man mit den bekannten Werten 
e = 1,6- 10°!?C für die Elektronenladung und mg = 
9,108 - 10°”! kg für die Elektronenmasse den so ge- 
nannten klassischen Elektronenradius r. = 1,4 - 
10-'°m. Experimente zeigen jedoch (siehe Bd. 3), 
dass der „wirkliche Radius‘ des Elektrons wesentlich 
kleiner sein muss. Das einfache Modell einer gleich- 
mäßig geladenen Kugel mit Radius r. kann daher für 
das Elektron nicht richtig sein. < 


1.7 _ Dielektrika im elektrischen Feld 


Bringt man zwischen die Platten eines Kondensators mit der 
Ladung O0 = C - U eine isolierende Platte (Dielektrikum), die 
das Volumen zwischen den Platten völlig ausfüllt, so sinkt die 
Spannung um einen Faktor &. Da O konstant war, muss also die 
Kapazität C e-mal größer geworden sein. Für die Kapazität des 
Plattenkondensators erhält man daher statt (1.43): 


A 
Ca er: &:&07 mit e>l. (1:51) 


bei 20 °C 
Stoff & 
Quarzglas 3.75 
Pyrexglas 4,3 
Porzellan 6-7 
Kupferoxyd CuO> 18 
Keramiken 
TiO> z 80 
CaTiO; = 160 
(SrBi)TiO; 1000 
Flüssigkeiten 
Wasser 81 
Ethylalkohol 25,8 
Benzol 25 
Nitrobenzol 31 
Gase 
Luft 1,000576 
H> 1,000264 
SO, 1,0099 


Die dimensionslose Zahl & heißt relative Dielektrizitätskon- 
stante oder Dielektrizitätszahl des Isolators. Man nennt solche 
isolierende Stoffe auch Dielektrika. In Tab. 1.1 sind für einige 
Materialien die Werte von e angegeben. 


Da die elektrische Feldstärke |E| proportional zur Spannung U 
ist, sinkt auch sie um den Faktor e. So ist z.B. das Feld für eine 
Punktladung O innerhalb eines homogenen Isolators: 


ı 0% 
= r 


Anecor 





(1.32) 


Wodurch wird diese Feldverminderung bewirkt? 


1.7.1 Dielektrische Polarisation 


Genau wie bei der Influenz werden im äußeren elektrischen Feld 
die Ladungen im Dielektrikum verschoben. Da aber in Isola- 
toren die Ladungsträger nicht frei beweglich sind, können die 
Ladungen nicht bis an den Rand des Isolators wandern wie bei 
Leitern im elektrischen Feld, sondern können nur innerhalb je- 
des Atoms bzw. Moleküls verschoben werden (Abb. 1.41). 


Bei Atomen im äußeren elektrischen Feld fallen deshalb die 
Ladungsschwerpunkte 5” der Elektronenhüllen nicht mehr mit 
den positiven Ladungsschwerpunkten S* im Atomkern zusam- 
men, d.h. die Atome sind zu elektrischen Dipolen geworden 
(Abb. 1.42). Man nennt diese durch das äußere elektrische 
Feld erzeugten Dipole auch induzierte Dipole und den Vor- 
gang dieser Dipolbildung Polarisierung. Ist die Verschiebung 
der Ladungsschwerpunkte gegeneinander d, so ist das induzier- 
te Dipolmoment jedes Atoms 


p=q.d. 
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Abbildung 1.41 Modell der dielektrischen Polarisation 
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Abbildung 1.42 Atomare induzierte Dipole durch entgegengesetzte 
Ladungsverschiebung von Elektronenhülle und Atomkern im äußeren 
elektrischen Feld 


Die Vektorsumme der Dipolmomente aller N Atome pro Volu- 
meneinheit nennt man die Polarisation 


l 


Da beı Vernachlässigung anderer Wechselwirkungen (z. B. ther- 
mischer) alle Dipole parallel zur Feldrichtung stehen, wird für 
ein homogenes Feld E der Betrag der Polarisation 


(1.53a) 


P=N»0-0=N-2, (1.53b) 
wobei N die Zahl der Dipole pro Volumeneinheit ist. Die Ver- 
schiebung d der Ladungsschwerpunkte geht so weit, bis die 
rücktreibenden elektronischen Anzıehungskräfte zwischen den 
verschobenen Ladungen gerade die äußere KraftF = qg-E 
kompensieren. Die Verschiebungen d sınd im Allgemeinen klein 
gegen den Atomdurchmesser. 


Da bei kleinen Auslenkungen die rücktreibende Kraft —F pro- 
portional zur Auslenkung d ist (Hooke’sches Gesetz), gilt d « 
E. Für das Dipolmoment p folgt daher für nicht zu große Feld- 
stärken (E < 10° V/cm) 


p=uE. (1.54) 


1.7 Dielektrika im elektrischen Feld 


Die Proportionalitätskonstante & heißt Polarisierbarkeit. Sie 
hängt von den Atomdaten ab und ist ein Maß für die Rückstell- 
kräfte im Atom, die bei der Verschiebung der Ladung auftreten. 
Im Allgemeinen ist « ein Tensor, d.h. p hängt von der Raum- 
richtung ab und muss nicht unbedingt parallel zu E sein. 


Beispiel 


Für das Na-Atom (Polarisierbarkeit « = 
3.10”? Asm?V |) ist bei einer Feldstärke E = 10° V/m 
d = 1,88-10°° Ä = 1,88-10="° m. Die Ladungsverschie- 
bung ist also bei technisch realisierbaren Feldstärken sehr 
klein gegen den Atomdurchmesser. < 


1.7.2 Polarisationsladungen 


Durch die Ladungsverschiebung im elektrischen Feld treten 
an den Stirnflächen des Dielektrikums Ladungen O,oı auf 
(Abb. 1.43), die man als Polarisationsladungen bezeichnet. Ihre 
Flächenladungsdichte 

Onol IN q° a= A _ 





P (1:35) 


ist gleich dem Betrag der Polarisation ?. 


Im Innern des Dielektrikums heben sich die negativen und po- 
sıtiven Ladungen auf, sodass dort die Gesamtladungsdichte null 
ist. Diese Oberflächenladungen stehen den Ladungen auf den 
Kondensatorplatten gegenüber, die man auch freie Ladungen 
nennt, da sie auf den Leiterflächen frei beweglich sind. 


Im homogenen Feld E des Plattenkondensators ohne Dielek- 
trıkum folgt aus dem elektrischen Fluss durch eine Fläche A 
parallel zu den Platten (siehe Abschn. 1.5) 


24 = [Eau =2 
En 

ss et ae (1.56) 
Eon Eon 


Ofrei — Orrei IA 





Kondensator- 
platten 


Epiel Grenzschicht d 
Opo! = Opol ' A 


Abbildung 1.43 Polarisationsladungen an den Stirnflächen eines di- 
elektrischen Quaders 
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1 Elektrostatik 


Im Dielektrikum überlagern sich das äußere Feld E = Opei/&o 
und das durch die Polarisation entstandene, entgegengerichte- 
te Feld Eyoı = Opoi/&o, sodass die resultierende Feldstärke im 
Dielektrikum 


Ofrei — Opol A 


P 
Epie = = Evak — z (1.57) 
0 


Ev 


wird. DaP FE ist, folgt: 


Die Feldstärke wird im Dielektrikum kleiner. 


Man beachte: Für die induzierten Dipole gilt: p = @ - E. Des- 
halb hat die Polarisation ?P ım Dielektrikum dieselbe Richtung 
wie das externe elektrische Feld, welches die induzierten Dipole 
erzeugt Die Richtung des elektrischen Dipolmomentes p ist de- 
finiert als die Richtung von der negativen zur positiven Ladung 
des Dipols, während die elektrischen Feldlinien von der posi- 
tiven zur negativen Ladung gerichtet sind. Deshalb ıst das von 
den Dipolen erzeugte elektrische Feld im Dielektrikum entge- 
gengesetzt zum äußeren elektrischen Feld und schwächt dieses. 


Da der Betrag des von den Dipolen erzeugten elektrischen Fel- 
des aber kleiner ist als der Betrag des externen Feldes, bleibt als 
Restfeld im Dielektrikum ein Feld übrig, das dieselbe Richtung 
hat wie das externe Feld, aber dem Betrage nach kleiner ist. 


Mit (1.53) und (1.54) lässt sich die Polarisation ? schreiben als 
PN: & EDiel . (1.58) 


Führt man die dielektrische Suszeptibilität xy = N - «/&o ein, so 
folgt aus (1.57) und (1.58) 





Evak 


d Epic = 
un Diel 1+ 


P = &0xEnieı die) 


Der Vergleich mit 


1 
EDiel = —Evak 
€ 
ergibt für die relative Dielektrizitätskonstante 
e=1+x=1+(N-a/&) 
und für die Polarisation 


P = eo(Evar — EDieı) - 


Man beachte: Influenz und Polarisation sind im Prinzip die 
gleichen Erscheinungen, nämlich die Verschiebungen von La- 
dungen in Materie im äußeren elektrischen Feld. 


Bei Leitern sind die Ladungen bis an die Leiteroberfläche 
frei verschiebbar. Das Feld im Inneren des Leiters wird 
vollständig kompensiert (Influenz). 


Bei Isolatoren können die Ladungen nur innerhalb der 
Atome verschoben werden (Polarisation). Es entstehen 
Oberflächenladungen. Das Feld im Inneren wird nur teil- 
weise kompensiert (1.57). Feldstärke und Spannung sin- 
ken um den Faktor ge. Die Kapazität eines Kondensators 
mit Dielektrikum steigt entsprechend um den Faktor e. 


Bringt man eine Leiterplatte der Dicke b in den geladenen Plat- 
tenkondensator mit Plattenfläche A und Plattenabstand d, so 
sinkt die Spannung von Ug = © - d/(&0A) auf U = O/(&0A): 
(d — b), und die Kapazität C steigt entsprechend auf 

O0 _ A&o 


en gsb' 





weil der effektive Plattenabstand nur noch d — b ist. 


Bei einem Dielektrikum der Dicke b < d steigt C auf 


Aoeo 


ez d-b(e-1)/e 


1.7.3 Die Gleichungen 
des elektrostatischen Feldes in Materie 


Im homogenen elektrischen Feld kompensieren sich die po- 
sıtiven und negativen Polarisationsladungen im Inneren, und 
nur an der Oberfläche des Dielektrikums treten nicht kompen- 
sıerte Polarisationsladungen eines Vorzeichens auf. An einer 
Grenzfläche des Dielektrikums senkrecht zum äußeren Feld E 
muss deshalb die Feldstärke einen Sprung machen von Ey.x auf 
EDiel = . - Evak- 


Im inhomogenen Feld ist die Polarisation P nicht an jedem 
Ort gleich. Jetzt gibt es auch im Innern des Dielektrikums Po- 
larısationsladungen, da sich wegen der örtlich veränderlichen 
Ladungsverschiebung nicht in jedem Volumenelement gleich 
viele entgegengesetzte Ladungen befinden, die sich kompensie- 
ren können. 


Betrachten wir ein Volumen V, in dem durch die unterschied- 
liche Polarisation die Überschussladung AOpoı gebildet wurde 
(Abb. 1.44). Wir können diese Ladungen durch eine räumliche 
Polarisationsladungsdichte o,oı beschreiben 


AOpol — - [ am dV. (1.60) 
V 

AOpoı ist die Gesamtladung, die aufgrund der Ladungsverschie- 

bung durch die Oberfläche A des Volumens V dem Volumen V 


entzogen wird. Dies heißt nach (1.55) 


AOpoı = [om dA = [r- dA. (1.60a) 


A A 





= Opol 


AQoı — do,odA 
S 


Abbildung 1.44 Zur Herleitung von (1.61) 


Umwandlung des Oberflächenintegrals in ein Volumenintegral 
(Gauß’scher Satz) 


[ra = [avrav=- | omdv 
A V 


ergibt durch Vergleich mit (1.60) (siehe Abb. 1.44) 


(1.60b) 


divP = Opal ; (1.61) 


d.h. die durch das äußere elektrische Feld erzeugten Polarisa- 
tionsladungen der Dichte 0,01 sind die Quellen der elektrischen 
Polarisation. 


Diese Gleichung zwischen Polarisation der Materie und räumli- 
cher Dichte der Polarisationsladungen entspricht der Gleichung 


divE = o/& 


bei freien Ladungen. In Materie kommen zu den freien Ladun- 
gen noch die entgegengerichteten Polarisationsladungen oyoı 
hinzu, sodass für das elektrische Feld Epjeı gilt 


1 
div Epiel =  (Okrei + _pol) - (1.62) 
0 


Weil Epieı = Evar — P/&o ist, kann man (1.62) auch schreiben 
als 
1 
div(Evar — P/&0) = „ (Oirei + Opol) ; 
0 


was dann mit (1.10) wieder (1.61) ergibt. Mit der dielektrischen 
Verschiebungsdichte 


DE egEpjei + P=E-&0- Epic = &0°Evık (1.63) 


1.7 Dielektrika im elektrischen Feld 


lässt sich die Poissongleichung für das elektrische Feld in ver- 
allgemeinerter Form schreiben als 


der (1.64) 


wobei 0 = (frei die ursprüngliche (d.h. freie) Ladungsdichte 
ım betrachteten Volumen ist. Gleichung (1.64a) gilt sowohl in 
Materie als auch im Vakuum, wo e = 1 ist und deshalb D = 
£o - E. Für einen ladungsfreien Raum (oe = 0) gilt dann 


dvD=0. (1.64b) 


Die Maßeinheit von D ist 


C 


As 
DI = laoel=1—Z=1Z 

m m 
D gibt die durch das äußere Feld „verschobene“ Flächenla- 
dungsdichte an. 


An einer Grenzfläche zwischen Dielektrikum und Vakuum 
bleibt wegen 
Eo&EDieı = EoEvak 


die Normalkomponente von D stetig. Dies gilt jedoch nicht für 
die Tangentialkomponente von D, wie wir im Folgenden aus 
fundamentalen Eigenschaften des elektrischen Feldes herleiten 
möchten. 


In den Abbildungen 1.8-1.10 sieht man, dass es keine durch 
Ladungen erzeugte geschlossenen elektrischen Feldlinien gibt. 
Gäbe es geschlossene Feldlinien, so würde eine Ladung auf ei- 
ner solchen Feldlinie, also stets parallel zum elektrischen Feld, 
umherlaufen und bei jedem Umlauf die Energie W = q-d Eds 
gewinnen. Das Feld, in dem nach (1.50) die elektrostatische 
Energiedichte w = 5&0E? pro Volumeneinheit gespeichert ist, 
würde durch diesen Vorgang aber nicht geschwächt, sodass die 
Energie des Gesamtsystems zunähme. Dies ist ein Widerspruch 
zum Energieerhaltungssatz. Deshalb muss W = 0 sein. Die 


Gleichung 
bE -ds=0 


lässt sich mithilfe des Stokes’schen Satzes (siehe Bd. 1, Ab- 
schn. 8.6.1) umwandeln in 


(1.65a) 


[rote «4 =); (1.65b) 


wobei A eine beliebige Fläche ist, die von s berandet wird. Glei- 
chung (1.65a) gilt für jeden geschlossenen Weg, und deshalb gilt 
(1.65b) für jede Fläche A. Daraus folgt 


rotE=0, (1.65c) 
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1 Elektrostatik 


d.h. E ist wirbelfrei. Dies drückt gerade die Tatsache aus, dass 
das statische elektrische Feld E energieerhaltend d.h. ein kon- 
servatives Kraftfeld ist. 


Anmerkung. Man kann (1.65c) auch aus E = —gradd und 
rot gradod = 0 (Bd. 1, (13.26)) herleiten. Dass E sıch als Gra- 
dient eines Potentials darstellen lässt, ist gleichbedeutend mit: E 
ist konservativ. < 


Diese Erkenntnisse werden uns im Folgenden helfen, das Ver- 
halten des elektrischen Feldes an einer Grenzfläche zwischen 
Vakuum und Dielektrikum zu verstehen. Dies kann natürlich 
auch auf eine Grenzfläche zwischen zwei Dielektrika mit den 
Dielektrizitätszahlen &| und &, übertragen werden. 


Tritt das Feld senkrecht in das Dielektrikum ein, so wird es auf- 
srund der Polarisation nach (1.57) geschwächt. Für ein Feld, 
dessen Vektor einen Winkel & mit der Grenzflächennormalen 
bildet (Abb. 1.45a), zerlegt man den Vektor in eine Komponente 
E | senkrecht und eine Komponente Ei parallel zur Grenzfläche. 
Uns interessiert jetzt das Verhalten von E|, an der Grenzfläche. 
Wir denken uns eine Integration ®E - ds entlang dem rechtecki- 
gen Weg ABCD in Abb. 1.45b durchgeführt. Die Dicke d dieses 
Rechtecks sei vernachlässigbar klein, sodass praktisch nur noch 
der „Hinweg“ AB im Vakuum und der „Rückweg“ CD im Di- 
elektrikum übrig bleiben. 


Wegen 


B D 
je“ a + [ED is = DE ds =0 
A C 


und dsı = -ds; folgt: 


EN“ — EV“ (1.66a) 


Man findet folgendes Brechungsgesetz für das elektrische Feld 
(Abb. 1.45a): Trifft der E-Vektor unter dem Winkel & aus dem 
Vakuum auf die Grenzfläche auf, so bildet er im Dielektrikum 
einen Winkel 8 mit der Grenzflächennormalen, für den wegen 
Br =E: ae gilt: 








Ei Ei 
tan ß = Fi —e Vak — e-tanda. (1.66b) 
I L 
Daraus ergibt sich mitD = esoE: 
ae | ne 


Das heißt aber, dass die Ladungsdichte o, welche für das Feld 
im Dielektrikum verantwortlich ist, größer ist als die freie La- 
dungsdichte, dıe das Feld im Vakuum verursacht. 


5 Dielektrikum 





Vakuum 





Vak 
Ei 
a) 
2] Dielektrikum 
EDiel 
——— nn — 
ds 
D 2 ® 
ErRI EEE en 
T Tr, ae 2 
ds; 
— 
$E .ds=0 ————m 
EVak Vakuum 
b) 


Abbildung 1.45 a Brechung der elektrischen Feldstärke an einer 
Grenzfläche; b zur Herleitung von (1.66a) 


Man kann sich dies mithilfe eines Kondensators veranschau- 
lichen, der zur Hälfte mit einem Dielektrikum gefüllt ist 
(Abb. 1.46). Bei einer solchen Anordnung sind die Ladungen 
auf den Platten nicht mehr gleichmäßig verteilt, sondern die La- 
dungsdichte nimmt im Bereich des Dielektrikums sprunghaft 
zu! 


Der Kondensator aus Abb. 1.46 ist nämlich so etwas wie ei- 
ne Parallelschaltung aus zwei Kondensatoren, deren einer mit 
Dielektrikum gefüllt ist. Dieser Kondensator trägt bei glei- 








+ +++ + 


++ ++++++++ 


Abbildung 1.46 In einem teilweise mit Dielektrikum gefüllten Kon- 
densator ist die Feldstärke E räumlich konstant. Die freien Ladungen 
auf den Platten verschieben sich entsprechend, oder es werden bei fes- 
ter Spannung freie Ladungen nachgeliefert 


cher Spannung (Parallelschaltung!) seiner Dielektrizitätszahl 
entsprechend mehr freie Ladung auf seinen Platten. 


Bei gleicher Spannung ist natürlich auch das Feld E\) parallel 
zur Grenzfläche zwischen Vakuum und Dielektrikum in beiden 
Teilen gleich (1.66a), aber D)) ist im Dielektrikum um den Fak- 
tor e höher. Schiebt man ein Dielektrikum in einen geladenen 
Kondensator, so verschieben sich die freien Ladungen so lange, 
bis (1.66a) bzw. (1.66c) erfüllt ist. 


1.7.4 Die elektrische Feldenergie 
im Dielektrikum 


Füllt man das Volumen zwischen den Platten eines Kondensa- 
tors mit einem Dielektrikum, so steigt die Kapazität C um den 
Faktor & an (bei gleicher Spannung wird eine höhere Ladungs- 
dichte erzielt). Deshalb ist die Energie des elektrischen Feldes 


l 2 
W.| — se — 


l 2 l 2 
—=&E:-&E-A-d=E--<eg: E7-V 
2 2 


l A 
2° : &07(d-E) 


und die Energiedichte we = W./V mitD = esoE 


En 1 
wı=&:ZE = ED. (1.67) 


Gleichung (1.67) ist die verallgemeinerte Form von (1.50), die 
sowohl im Vakuum (D = &oE) als auch ın Materie gilt. 


Man kann sich die Erhöhung der Energiedichte bei Einfüh- 
ren des Dielektrikums folgendermaßen klar machen: Zu der 
Energiedichte 3&0E? des Feldes im Vakuum kommt noch die 
Energie, die für die Ladungsverschiebung x in den Atomen ge- 
gen die rücktreibenden Kräfte F = —kx = 0 - E notwendig ist. 
Sie ist pro induziertem Dipol 


d 
1 | O-E 
Wan = | Far=zid mit iz 
0 
1 1 
=> Woo = , 0 E-d= „P E (1.68) 


Für N induzierte Dipole pro Volumeneinheit erhalten wir mit 
(1.60) dıe zur Polarisation notwendige Energiedichte 


l 1 1 
We = — Wpol = ara zer 


V 


1 
— >eo(e - ))E, (1.69) 


1.7. Dielektrika im elektrischen Feld 
die zur Energiedichte 3&0E? des Feldes im Vakuum addiert wer- 
den muss, sodass insgesamt die Energiedichte (1.67) 


1 1 
wie = -_egE? = s ED (1.70) 


el 3 
herauskommt. 


Wird der geladene Kondensator aus Abb. 1.46 von der Span- 
nungsquelle entkoppelt, so bleibt die Spannung zwischen den 
Platten beim Einbringen des Dielektrikums nicht konstant, d.h. 
die im Feld gespeicherte Energie verringert sich. Ohne Dielek- 
trıkum beträgt die Energie W = >EoDo V, wenn V das Volumen 
des Kondensators ist. Bei vollständig eingedrungenem Dielek- 
trikum ist Di = Do (wegen Oges = const) und Eı = Eo/e, die 
Energie beträgt also W = „EoDo V, ıst also kleiner als ohne Di- 
elektrıkum. Ein Dielektrikum wird in einen isolierten geladenen 
Kondensator hineingezogen! Man gewinnt also mechanische 
auf Kosten der elektrischen Energie. Man muss Arbeit auf- 
wenden, um das Dielektrikum wieder aus dem Kondensator zu 
bringen. 


Beim isolierten Kondensator ist es leicht einzusehen, dass das 
Dielektrikum hineingezogen wird. Das System Kondensator/- 
Dielektrikum ist abgeschlossen, und die Energie, die das Feld 
freisetzt, wird als kinetische Energie auf das Dielektrikum über- 
tragen. 


Etwas schwieriger zu verstehen ist jedoch der Fall, dass am 
Kondensator eine feste Spannung anliegt (z.B. durch Verbin- 
den des Kondensators mit einer Batterie, Abschn. 2.8). Führt 
man das Dielektrikum in den Kondensator ein, so fließen La- 
dungen aus der Batterie auf die Platten nach. Das D-Feld wird 
um den Faktor & größer, und die Energie steigt (bei konstantem 
E-Feld) ebenfalls um den Faktor e. Das Dielektrikum wird aber 
trotzdem in den Kondensator hineingezogen! Dies hängt damit 
zusammen, dass aufgrund der aus der Batterie nachfließenden 
Ladung auch Energie in das nicht mehr abgeschlossene System 
Kondensator/Dielektrikum übertragen wird. Ist das Dielektri- 
kum vollständig eingedrungen, so ist die Überschussladung auf 
jeder Platte um den Faktor e größer geworden. Dazu musste 
gegen die konstante Spannnung eine Arbeit Wgaut = AO - U 
aufgebracht werden. Nur die Hälfte dieser Energie wird aber 
zur Vergrößerung der Feldenergie verwendet. Der Rest geht in 
kinetische Energie des Dielektrikums über. 


Man kann diesen Sachverhalt experimentell ausnutzen, um die 
Dielektrizitätszahl e eines Materials zu bestimmen. Eine dielek- 
trısche Platte wird an einer Federwaage in einen ungeladenen 
Plattenkondensator so abgesenkt, dass sie nur einen Teil des 
Kondensators ausfüllt (Abb. 1.47). 


Wird nun eine Spannung U an den Kondensator gelegt, so wird 
die Platte um die Strecke Az weiter in den Kondensator hin- 
eingezogen, und die Federwaage zeigt eine zusätzliche Kraft 
AF = k- Az an, welche durch die Anziehung zwischen den 
freien Ladungen auf den Kondensatorplatten und den induzier- 
ten Oberflächenladungen des Dielektrikums bewirkt wird. Die 
Arbeit AW = AF- Az, die gegen die Federkraft geleistet wird 
und die identisch ist mit dem Feldenergiezuwachs AWpech = 
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ii 
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Abbildung 1.47 Kraft auf eine dielektrische Platte, die in ein elektri- 
sches Feld hineingezogen wird 


AWreia = 3 (Chieı — Cvax) U?, beträgt: 


1 
AW = ze0(e - 1)b- AzU’/d. (1.71a) 
Man erhält daher wegen AW = AF- Az 
1 
AF= AIG —1)b: U?/d (1.71b) 


und kann daraus den Wert von & bestimmen. 


In einem zweiten Experiment wird ein Plattenkondensator mit 
Plattenabstand d und Plattenbreite b zu einem kleinen Teil in 
eine dielektrische Flüssigkeit (z.B. Nitrobenzol) eingetaucht. 
Legt man eine Spannung U an die Kondensatorplatten, so steigt 
die Flüssigkeit im Kondensator um die Höhe h über den Flüssig- 
keitsspiegel außerhalb des Kondensators (Abb. 1.48). Die Höhe 
h stellt sich so ein, dass die mechanische Hubarbeit beim Anhe- 
ben des Flüssigkeitsvolumens in die vertikale z-Richtung 


h 
l 
Wan = | an-g:b-d-2de= zan-g-h-V (1.72a) 

z=0 


mit V = d-b.h, die man braucht, um den Flüssigkeitsspiegel 
um die Höhe h anzuheben, gleich der von der Batterie geleiste- 
ten Arbeit zur Erhöhung der Feldenergie 

Wa = 3&0(E-1)EV mit E=U/d (1.72b) 
ist. Gleichsetzen von (1.72a) und (1.72b) ergibt die Steighöhe 


eu(E — l) | 
or '& 


h= (1.7) 





Abbildung 1.48 Zur Steighöhe einer dielektrischen Flüssigkeit im 
elektrischen Feld eines Plattenkondensators 


1.83 Die atomaren Grundlagen 
von Ladungen 
und elektrischen Momenten 


Wie schon im Abschn. 1.1 erwähnt wurde, sind die materiel- 
len Träger von Ladungen Elektronen mit der negativen Ladung 
—e und Protonen mit der positiven Ladung e. Die quantitative 
Messung dieser Elementarladungen wurde erstmals 1909 von 
Robert Andrews Millikan (1868-1953) in seinem berühmten 
Öltröpfchenversuch durchgeführt [7, 8], den wir wegen seiner 
srundsätzlichen Bedeutung hier kurz darstellen wollen. 


1.8.1 Der Millikan-Versuch 


Durch Zerstäuben von Öl werden kleine Öltröpfchen erzeugt, 
die zwischen die horizontalen Platten eines Kondensators dif- 
fundieren (Abb. 1.49). Durch die Reibung bei der Zerstäubung 
werden die Tröpfchen elektrisch aufgeladen, sodass sıe die La- 
dungeng=n-e(n=1,2,3,...) tragen. 


Im feldfreien Kondensator sinkt ein Tröpfchen mit der Masse 
m und dem Radius R mit der konstanten Geschwindigkeit v 
nach unten, wenn die Schwerkraft m-g gerade kompensiert wird 
durch die Summe der entgegengerichteten Kräfte aus Auftriebs- 
kraft FA = Oluf' nr’ - ge und Reibungskraft Fr = 6n7nR- v 
(siehe Bd. 1, Abschn. 8.5.4). Aus der Messung dieser konstanten 


Öltröpfchen u 
— =? = 
Se F,=q-E_‚, Röntgenquant 
nn." zur Umladung Aq 
= > i 
Düse F> = mg - Auftrieb 





- 


Abbildung 1.49 Millikans Öltröpfchenversuch zur Messung der Ele- 
mentarladung 
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Sinkgeschwindigkeit v erhält man den Radius 


2g(0ö1 — OLuft) 


des Tröpfchens und damit die Masse m = =nR’ooı. 


Legt man jetzt eine geeignete Spannung U an die Kondensa- 
torplatten, so kann man das Öltröpfchen im elektrischen Feld 
E = U/d zwischen den Platten mit Abstand d in der Schwebe 
halten, wenn die elektrische Kraft F.ı = n-e-E die um den 
Auftrieb verminderte Schwerkraft gerade kompensiert: Hieraus 
erhält man die Ladung 


A 
n-e = (0ö1 = Qu) 8: zuR'/E. (1.74) 


Zur Bestimmung der ganzen Zahl n wird das Tröpfchen ım Kon- 
densator umgeladen durch ionisierende Strahlung (Röntgen- 
bzw. a-Strahlung), sodass Ladungsänderungen Ag = An-e 
auftreten und die Spannung U = Ed geändert werden muss, 
um das Tröpfchen in der Schwebe zu halten. Aus (1.74) folgt für 
die „Schwebespannungen“ U}, U3 vor, bzw. nach der Umladung 
m een. 
n] U, U, 
Die kleinste Ladungsänderung ist die mit An = 1, sodass aus 
der Differenz AU = Ur — U] die diskreten Werte An und da- 
mit n, und aus (1.74) die Elementarladung e bestimmt werden 
können. 


Der heute als Bestwert akzeptierte Zahlenwert für die Elemen- 
tarladung e ist 


e = 1,602176487(40) - 10°C 


mit einer relativen Unsicherheit von 2,5 : 10°. 


1.3.2 Ablenkung von Elektronen und lonen 
in elektrischen Feldern 


Beschleunigt man ein Teilchen mit der Masse m und der La- 
dung q durch eine Spannung U auf die kinetische Energie 
"vo = g- U, d.h. auf die Geschwindigkeit 


vo = (2g - U/m)"’? (1.76) 


und lässt es dann durch ein homogenes elektrisches Feld E flie- 
gen (Abb. 1.50), so wirkt die konstante Ablenkkraftf = g-E, 
und die Bahn des Teilchens wird eine Parabel (vergl. den analo- 
gen Fall des horizontalen Wurfes im Schwerefeld). 


Mit vg = {v,,0,0} und E = {0,0, E,} erhält man für die Ab- 
lenkung 


(1.77) 


= 
© 
= 
Q. 
© 
= 





Abbildung 1.50 Ablenkung eines Teilchens mit negativer Ladung q im 
homogenen elektrischen Feld 


Am Ende des Kondensators (x = L) ergibt sich mit (1.76) 


E-I? 


Az(L) = A 





und für die Steigung der Teilchenbahn 
dz GEL E-L 
tana = | — = m ——, 
KK), mu 20 
Auf dem Leuchtschirm im Abstand D vom Ende des Ablenk- 
kondensators wird die Ablenkung 
I? 


E 
AzL+D) = au + D-.tan« 


a D 1.78 
30 (2*?) —_ 


gEMESSEN. 


1.8.3 Molekulare Dipolmomente 


Ein Molekül besteht aus X Kernen (X = 2,3,...) mit den posi- 
tiven Kernladungen +Z; - e und aus 


Z= ) Zi 


Elektronen. Der Ladungsschwerpunkt S* der positiven Ladun- 
gen wird als Nullpunkt des Koordinatensystems gewählt. Dann 
liegt der Ladungsschwerpunkt S” der Elektronen, deren Orts- 
vektoren r; sind, bei 


i< 
d= 7. Ir ’ 
Das Dipolmoment des Moleküls ist dann 
p=0:d mit 


0=2>%; (1.79) 
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a) P=-VZerk-Ver 


Elektronen 
Verteilung 


N 


— 
d x 
b) P=(Z)+Z,)e-d-x 


Abbildung 1.51 Zur Definition des molekularen Dipolmomentes: a bei 
beliebiger Wahl des Koordinatenursprungs, b bei Einführung der La- 
dungsschwerpunkte S* und 5” 


Die Größe d ist der Abstand zwischen positivem und negativem 
Ladungsschwerpunkt (Abb. 1.51). 


Fallen nun beide Ladungsschwerpunkte zusammen (d = 0), wie 
z.B. bei Atomen oder bei zweiatomigen Molekülen aus gleichen 
Atomen, so wird das elektrische Dipolmoment null! 


Solche „nicht polaren“ Moleküle erhalten jedoch im elektri- 
schen Feld ein induziertes Dipolmoment, weil die Ladungs- 
schwerpunkte gegeneinander verschoben werden (Abb. 1.42). 
Im inhomogenen Feld erfahren alle Dipole eine Kraft F = 
p:- gradE. 


Ein Beispiel ist die Anlagerung neutraler Moleküle an ein Ion in 
einem Elektrolyten (Abb. 1.52). 


Bei den meisten Molekülen, die nicht aus gleichen Atomen be- 
stehen, ist d # 0. Solche polaren Moleküle haben daher ein von 


polarisierte Moleküle 


i m 
at 8 79 
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Abbildung 1.52 Anlagerung neutraler Moleküle an ein Ion in einem 
Elektrolyten. Im Feld des Ions werden in den Molekülen Dipolmomente 
induziert. Die Orientierung der induzierten Dipolmomente richtet sich 
nach der Ionenladung 


NaCl 
Na’ ch 





Abbildung 1.53 Dipolmomente einiger Moleküle. Das symmetrische 
lineare CO,-Molekül hat kein permanentes Dipolmoment 


null verschiedenes elektrisches Dipolmoment 


p=0-.d. 


Beispiel 


Das H>O-Molekül hat ein Dipolmoment p = 6: 
10°’ Cm, da der Ladungsschwerpunkt der negativen La- 
dung © = -10e = -1,6 - 10°!°C einen Abstand 
von etwa 4pm vom positiven Ladungsschwerpunkt hat 
(Abb. 1.53). < 


Man benutzt in der Molekülphysik häufig die Einheit 
1 Debye = 3,3356 - 10 °”’C-m 


für molekulare Dipolmomente. Abbildung 1.53 gibt einige Bei- 
spiele für polare und nichtpolare Moleküle, und Tab. 1.2 führt 
einige Zahlenwerte auf. 


Für die potentielle Energie der Wechselwirkung zwischen zwei 
Dipolen pı und p> ergibt sich aus (1.28) 


Wo = Pı E2 = -p2 Ei, 


wobei E; das elektrische Feld von p; am Ort des Dipols p; ist. 


Tabelle 1.2 Elektrische Dipolmomente |p| (in Debye) einiger Mole- 


küle 
Molekül Dipolmoment/D 
NaCl 9,00 
CsCl 10,42 
CsF 7,88 
HCl 1,08 
co 0,11 
H;0 1985 
NH; 1,47 
C;H50H 12609 


1.83 Die atomaren Grundlagen von Ladungen und elektrischen Momenten 


Abbildung 1.54 Minimale und maximale potentielle Energie zweier 
Dipole 


Einsetzen von (1.25a) für das elektrische Feld E; des Dipols p; 
liefert bei einem Abstand R > d = p/O zwischen den Mittel- 
punkten beider Dipole (R=R /\R|) für beliebige Orientierung 
beider Dipole 





Woot 

ng eg R)| 1.80 
re [Pi °P = 301 Ron -R) (1.80) 
ee [cos(p1,p2)-3 cos(pı.R) cos(p.R)| . 
ArtsoR°? 


woraus man die Kraft zwischen den Dipolen aus F 
— grad W,o: berechnen kann, die sich auch ergibt aus F 
pı : VEs (1.29), wobei E> aus (1.25) genommen werden kann. 


+Q; 





a) 


4. 
Pı 'P2 =Pı Pa (COSÜ4-c0SÖ, 
+ COSQ4-COS @ 
+COSX4'COSX>) 
3 2 3.2 
pı R=pıR-cosÖ,; Pa-R=Pz>cosd; 


— — 
12_ RP} P2)=8 (Pı- R)- (Pr R) 
2 Aney: R? 
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Man sieht aus (1.80), dass die Wechselwirkungsenergie propor- 








tional zu R° ist und von der gegenseitigen Orientierung der N 
Dipole abhängt! Sie hat ein Minimum UV 
= 
mw. ze 2pıp2 Q. 
Ast &oR° (ö 
XL 
für collineare Anordnung und ein Maximum 
2 
Wax = ı 
Ast &oR° 





für anticollineare Anordnung (Abb. 1.54). Zwei geeignet orien- 
tierte Dipole ziehen sıch also an! In Abb. 1.55 sind neben dem 
allgemeinen Fall noch die fünf Spezialfälle paralleler und senk- 
rechter Dipole gezeigt. 


In gasförmiger oder flüssiger Phase sind die Richtungen dieser 
molekularen Dipole jedoch infolge der thermischen Bewegung 
der Moleküle statistisch über alle Raumrichtungen verteilt, 
sodass makroskopisch das gesamte Dipolmoment aller N Mo- 
leküle pro Volumeneinheit null ist (Abb. 1.56). 


Bei Anlegen eines äußeren Feldes E wirkt ein Drehmoment auf 
die einzelnen Moleküle, das proportional zu |E| ist und die Mo- 
leküle mit wachsendem E immer mehr ausrichtet. 


Die makroskopische Polarisation P v ),p; wird also bei 
polaren, nicht orientierten Molekülen proportional zu E anwach- 
sen, bis alle Moleküle völlig orientiert sind. 


Bei gegebenem Feld E wird die Orientierung umso größer sein, 
je tiefer die Temperatur ıst. Ein Maß für die Orientierung ist das 


Für die Spezialfälle cos (p,, P-) = #1; cos (P, R)=0, +1 gilt 





W: = Ipı| Ip; 
_ 23 

ne  w 
DD) — ——— +W 
c) ı +W 
dd — ı 12) 
e) | ı -W 
DD — — -2W 


Abbildung 1.55 Wechselwirkung zwischen zwei Dipolen a bei beliebiger Orientierung (d, o, x sind die Winkel zwischen Dipolmoment p und 
x, y,z-Achse). b, ce Spezialfälle zweier collinearer und antiparalleler, d zueinander senkrechter, e paralleler und f anticollinearer Dipole, angeordnet 


nach steigender Wechselwirkungsenergie 
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Abbildung 1.56 a Statistisch verteilte Orientierung molekularer Di- 
pole aufgrund ihrer thermischen Energie; b teilweise Orientierung im 
elektrischen Feld 


Verhältnis 
pE 
v=. 
3kT 
von orientierender elektrostatischer Energie zu statistisch des- 
orientierender thermischer Energie 3XT. Im statistischen Mittel 
ist nur der Bruchteil v < 1 aller Moleküle in Feldrichtung ori- 
entiert. Eine genauere Überlegung liefert in der Tat (siehe Bd. 3) 
für die makroskopische Polarisation 


_ Np‘ 
 3KT 


Polare Moleküle erhalten im äußeren Feld natürlich auch ein zu- 
sätzliches induziertes Dipolmoment, das proportional zu E ist, 
sodass die Gesamtpolarisation 


pP (1.81) 


P= (a+b-|E|)E (1.81a) 


wird. Bei technisch realisierbaren Feldstärken E ist jedoch im 
Allgemeinen b- |El <a. 


Beispiel 


Das elektrische Dipolmoment des Wassermoleküls H,O 
istp = 6,1: 10°’ Cm. Maximale anziehende Wechsel- 
wirkung zwischen zwei Wassermolekülen erhalten wir, 
wenn beide Dipolmomente parallel zu ihrer Verbindungs- 
linie stehen. Aus (1.80) ergibt sich dann bei einem Ab- 
stand R = 3 - 10 1m 


Wo = —2,3 - 10 J = 140meV . 


Durch die thermische Bewegung der Moleküle werden 
die Dipolrichtungen statistisch verteilt und dadurch wird 
der Betrag der mittleren potentiellen Energie etwa zehn- 
mal kleiner. « 


Bei vielen Molekülen (z.B. H>, CO>) gibt es kein permanentes 
Dipolmoment, d.h. es ist der Faktor a in (1.81a) null. Hier wird 
also die Gesamtpolarisation in Gasen und Flüssigkeiten propor- 
tional zu E? ansteigen. 


Die Wechselwirkung zwischen polaren Molekülen (Dipol- 
Dipol-Wechselwirkung) und zwischen nicht-polaren Molekülen 
(induzierte Dipol-Dipol-Wechselwirkung) spielt in der Mole- 
külphysik eine große Rolle, weil sie für viele Moleküle einen 
wichtigen Beitrag zur chemischen Bindung liefert (siehe Bd. 3). 


Wir können also feststellen: 


Die Ursachen der makroskopischen Polarisation der Ma- 
terie im elektrischen Feld sind: 


a) Die Verschiebung von Ladungen in Molekülen, die 
durch das elektrische Feld ein induziertes Dipolmoment 
erhalten. 


b) Die räumliche Orientierung von polaren Molekülen, de- 
ren permanente Dipolmomente, die ohne Feld statistisch 
orientiert sind, durch das äußere Feld eine Vorzugsrich- 
tung erhalten. 


1.9  Elektrostatik in Natur 
und Technik 


Elektrostatische Phänomene spielen in vielen Bereichen der uns 
umgebenden Natur sowie zur Lösung technischer Probleme eine 
wichtige Rolle. Dies soll hier an einigen Beispielen illustriert 
werden. 


1.9.1 Reibungselektrizität und 


Kontaktpotential 


Bringt man zwei ungeladene Körper aus verschiedenem Materi- 
al in engen Kontakt miteinander, indem man sie z. B. aneinander 
reibt, so gehen Elektronen von einem Körper auf den anderen 
über, sodass nach der Trennung die beiden Körper eine ent- 
gegengesetzte Ladung tragen (Reibungselektrizität, Abb. 1.57). 
Die Richtung des Ladungstransports ist durch den Unterschied 
der effektiven Bindungsenergie der Elektronen in dem jeweili- 
gen Material (Austrittsarbeit) festgelegt. Die Elektronen treten 
vom Körper mit der geringeren Austrittsarbeit in den mit der 
größeren Austrittsarbeit über, weil sie dabei Energie gewinnen. 


Zwischen den beiden Körpern entsteht durch diese Ladungs- 
trennung eine Potentialdifferenz U = Abd, die auch Kon- 
taktspannung heißt. Man kann die verschiedenen Stoffe nach 
ihrem Kontaktpotential gegen ein Referenzmaterial in eine 
Spannungsreihe nach wachsenden Austrittsarbeiten anordnen, 
sodass der Stoff mit der kleineren Austrittsarbeit bei Kontakt mit 





a) b) 


Pt Au Cu Ag Al Mg 


Abbildung 1.57 a Zur Entstehung der Reibungselektrizität; b Diffe- 
renz der Kontaktpotentiale einiger Metalle gegen &p, von Platin 


Tabelle 1.3 Austrittsarbeit & [eV] einiger Metalle angeordnet nach 
steigenden Werten (Spannungsreihe) (Nach Stöcker: Taschenbuch der 
Physik, 2. Aufl., Harri Deutsch, Frankfurt 1994) 


Metall ® Metall (0 
Cs 2,14 Pb 4,25 
Rb 26 Al 4,28 
K 2,30 Sn 4,31 
Sr => Zn 4,33 
Ba 27V Ag 4,52 
Na 25 W 4,55 
Ca 2,87 Mo 4,6 
Li 2.90 Fe 4,63 
Nd 30 Cu 4,65 
Th 3,47 Au 5,1 
Ms 3,66 Ni 35 
Ti 38 Pd 5,40 
Cd 4,22 Pt 5,66 


einem Stoff mit größerer Austrittsarbeit nach der Trennung ei- 
ne positive Ladung, der mit der größeren eine negative Ladung 
behält (Tab. 1.3). 


Anmerkung. Die Reibungselektrizität spielt in der Technik 
oft eine negative, weil gefährliche Rolle, z. B. beim Beladen von 
Schiffen mit Material, das einfließt (Öl) oder eingeblasen wird 
(Getreide). Zur Vermeidung von Explosionen müssen deshalb 
elektrische Aufladungen bei Vorgängen mit Reibung vermieden 
werden. < 


1.9.2 Das elektrische Feld der Erde 
und ihrer Atmosphäre 


Unsere Erde erzeugt, auch bei schönem Wetter, ein elektrisches 
Feld in der Atmosphäre, das zum Erdboden hin gerichtet ist und 
dessen Stärke mit wachsender Höhe über dem Erdboden schnell 
abnimmt, wesentlich schneller als mit 1/r? (Abb. 1.58). 


Quantitative Messungen zeigen, dass die Feldstärke in einigen 
Metern Höhe über dem Erdboden um einen Mittelwert E = 
130 V/m zeitlich und räumlich schwankt [9, 10]. Aus diesen 
Messungen kann man schließen: 
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E / Vm"! 
100 
50 
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Abbildung 1.58 a Schematische Ladungsverteilung an der Erdoberflä- 
che und in der unteren Atmosphäre; b das elektrische Feld der Erde und 
seine Abhängigkeit von der Höhe über dem Erdboden 


m Die Erde trägt eine zeitlich gemittelte negative Ladung von 
etwa O = -6- 10°C. 

= In der Atmosphäre befinden sich sowohl positive als auch 
negative Ladungsträger, wobei es in den unteren Schichten 
einen Überschuss an positiven Ladungen gibt, die das elektri- 
sche Feld der Erde teilweise abschirmen und bewirken, dass 
E schnell mit der Höhe abnimmt. 

m Die positiven Ladungsträger werden im elektrischen Feld 
der Erde auf die Erde hin beschleunigt. Dies bewirkt eine 
Stromdichte von etwa 2 - 10°!? A/m? und einen Gesamt- 
strom von etwa 10° A auf die Erde, wodurch die negative 
Überschussladung der Erde verringert wird. Wenn dies der 
einzige Ladungstransportmechanismus wäre, würde die ge- 
samte Überschussladung der Erde in etwa 10 min abgebaut 
sein. 

m Da der Langzeitmittelwert des elektrischen Erdfeldes kon- 

stant ist, muss auch die Erdladung zeitlich konstant sein. Der 
Zufluss an positiver Ladung muss daher durch einen ent- 
sprechenden Zufluss negativer Ladung bzw. einen Abfluss 
positiver Ladung kompensiert werden. 
Dies kann durch vertikale Windströmungen geschehen, wel- 
che positiv geladene Staubpartikel über dem Land oder 
Wassertropfen über den Meeren in die höhere Atmosphäre 
befördern, oder auch durch Blitze, die einen Ladungsaus- 
gleich zwischen Wolken und Erde bewirken. 

= Die Ionendichte (positive und negative Ionen) der Atmo- 
sphäre ist stark witterungsabhängig. Bei gutem Wetter ist ein 
typischer Mittelwert 10°-10° Ionenpaare/m? bei einer Dich- 
te der neutralen Moleküle von 10°° m’. Die Atmosphäre ist 
also nur sehr schwach ionisiert. Dies ändert sich in der lo- 
nosphäre (h > 70km), wo durch Photoionisation aufgrund 
der UV-Strahlung der Sonne und durch Partikelstrahlung ein 
erheblicher Teil der Gasmoleküle ionisiert ist. 


1.9.3 Die Entstehung von Gewittern 


Gewitter entstehen, wenn durch das Zusammentreffen warmer 
und kalter Luftmassen starke vertikale Luftströmungen entste- 
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Abbildung 1.59 Zur Entstehung von Gewittern. Ladungstrennung 
durch die absinkenden und aufsteigenden verschieden geladenen Was- 
sertröpfchen 


hen, welche elektrisch geladene Staub- und Eispartikel und vor 
allem Wassertropfen transportieren und so örtliche Ladungs- 
unterschiede aufbauen, welche zu sehr großen elektrischen 
Feldstärken führen. Diese vertikalen Strömungen von feuchter 
Luft zwischen Regionen mit großen Temperaturunterschieden 
führen zur Kondensation der Wassermoleküle beim Transport 
von wärmeren zu kälteren Gebieten bzw. zur Verdampfung von 
Wassertröpfchen beim Transport in wärmere Regionen. Dies 
wird eindrucksvoll sichtbar durch die dabei entstehenden großen 
Cumuluswolken. Die oberen Schichten der Wolke tragen eine 
positive, die unteren eine negative Überschussladung. Dies liegt 
daran, dass die Wassertropfen im elektrischen Feld der Erde 
ein induziertes Dipolmoment erhalten, dessen positive Ladung 
nach unten zeigt. An größere Tropfen, die aufgrund ihres Ge- 
wichtes nach unten fallen, lagern sich überwiegend negative 
Ionen an, weil die Wahrscheinlichkeit für Stöße der umgeben- 
den Ionen mit der (in Fallrichtung vorderen) positiven Fläche 
größer ist als für die Rückfläche (Abb. 1.59). Kleinere Tröpfchen 
werden von der vertikalen Luftströmung nach oben befördert 
und laden sich (aus dem gleichen Grund) überwiegend positiv 
auf. 


Wenn nun diese Ladungstrennung zu genügend großen elek- 
trischen Feldstärken zwischen oberem und unterem Teil einer 
Wolke oder zwischen Wolke und Erdoberfläche führt, entsteht 
ein elektrischer Durchschlag (Blitz), der im Mittel etwa 10OC 
an Ladung transportiert und damit zum Ladungsausgleich führt. 
Bei einer Blitzdauer von 10°*s würde dies einem Strom von 
10° A entsprechen [11-14]. Zwischen dem oberen Rand einer 
Gewitterwolke und der Ionosphäre (Ionenschicht in 50-100 km 
Höhe) können sich Spannungen bis zu 40 MV aufbauen, wel- 
che dann Elektronen so stark beschleunigen, dass sie beim Stoß 
mit Atomkernen Röntgenstrahlung und sogar Gammastrahlung 
(h-v x 30 MeV) aussenden [24]. 


Die Energie eines Blitzes wird damit W = I:-U:.At = 
10°-4-107:10°* Ws = 4-10° Ws = 400MWs. Nach einem Blitz 
dauert es nur wenige Sekunden, bis der vom Blitz verursach- 
te Abbau der Spannungsdifferenz durch Luftströmungen wieder 
regeneriert. 


1.9.4 Kugelblitze 


Es gibt eine große Zahl von Personen, darunter auch sehr an- 
gesehene Wissenschaftler, die über Beobachtungen von hell 
leuchtenden Gaskugeln mit Durchmessern zwischen wenigen 
Zentimetern und etwa einem Meter berichtet haben, die für meh- 
rere Sekunden existierten, durch ein Zimmer schwebten und 
bei Berührung schwere Verbrennungen oder elektrische Schläge 
verursachten, wıe bei einem Blitzschlag. Man nannte sie des- 
halb Kugelblitze. Da man für diese Erscheinungen bisher keine 
plausible wissenschaftliche Erklärung gefunden hat, wurden sie 
häufig nicht ernst genommen und ın das Reich der Fabel ver- 
wiesen. In den letzten Jahren hat man sich jedoch des Problems 
wieder angenommen und versucht, unter kontrollierten physi- 
kalischen Bedingungen Kugelblitze zu erzeugen. Dies ist auch 
mit gewissen Einschränkungen in mehreren Labors gelungen 
mit Hilfe der Entladung eines Hochspannungs-Kondensators 
in salzhaltigem Wasser [15]. Die Anordnung ist in Abb. 1.60 
gezeigt. Eine ringförmige und eine U-förmige Elektrode sınd 
in ein Glasgefäß mit Salzwasser eingetaucht. Ein Kondensator 
(lmF) wird auf 5SkV aufgeladen und dann durch Schließen des 
Schalters über die durch die Salzlösung ionisierte Wasserstrecke 
zwischen den Elektroden entladen. Die U-förmige Elektrode 
ist elektrisch isoliert bis auf ihr Ende, das sich gerade an der 
Wasseroberfläche befindet und von einem Wassertropfen be- 
netzt ist. Dort entsteht eine helle Leuchterscheinung, die sich bis 
über der Wasseroberfläche in Form einer hell leuchtenden Ku- 
gel mit etwa 20 cm Durchmesser und einer Temperatur von etwa 
10000K ausbildet. Die Kugel bleibt für einen Zeitraum bis zu 
0,3 s bestehen. Sie wird von den Experimentatoren als Plasmoid 


Plasmoid 


Glasgefäß 





Abbildung 1.60 Anordnung zur Erzeugung von Kugelblitz-ähnlichen 
Plasmoiden [15] 


bezeichnet, weil sie in der wasserhaltigen Luft über dem Gefäß 
außer Wassermolekülen aus einem Plasma, d.h. aus positiven 
Ionen und Elektronen besteht. Unverstanden ist bisher, warum 
dieses Gebilde so lange stabil bleibt, weil man erwarten würde, 
dass die Elektronen viel schneller mit den Ionen rekombinieren 
und auch die angeregten Atome ihre Energie innerhalb weniger 
Nanosekunden abgeben sollten. Vielleicht speichern die Wasser- 
moleküle Energie, die dann durch Stöße an die Atome und Ionen 
abgegeben werden kann. Zur genaueren Klärung sind aber wei- 
tere Untersuchungen nötig [25, 26]. 


1.9.5  Elektrostatische Staubfilter 


Man kann die Staubemission von Kraftwerken und Industriean- 
lagen erheblich verringern durch elektrostatische Staubabschei- 
der. Eine mögliche Version ist in Abb. 1.61 gezeigt. 


In den Abgaskamin wird durch eine Hochspannung (50- 
100kV) zwischen einem Draht in der Mitte (Sprühelektrode) 
und einem zylindrischen Metallrohr an den Wänden ein elek- 
trisches Feld erzeugt, das im Abgasstrom eine Gasentladung 
zündet. Durch Anlagerung von Ladungen an die Staubteilchen 
werden diese (1. Allg. negativ) aufgeladen und auf die positiv ge- 
ladenen Platten abgelenkt. Hier scheidet sich der Staub ab, wird 
von Zeit zu Zeit durch Abklopfen wieder gelöst und fällt dann 
in speziell konstruierte Staubauffangbehälter am Boden des Ka- 
mins [19, 20]. 


1.9.6 Elektrostatische Farbbeschichtung 


Aus einer Düse wırd eine Farblösung gesprüht. Die Flüssig- 
keitsfarbtröpfchen werden je nach Material entweder von selbst 
durch Reibungselektrizität oder durch eine Koronaentladung 
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Abbildung 1.61 Elektrostatisches Staubfilter 


1.9 Elektrostatik in Natur und Technik 


Teilchen- 
geschwindigkeit 
R (m/s) 


Ladung 


10° 





Teilchenradius (um) 


Abbildung 1.62 Maximal erreichbare Ladung eines Tröpfchens in 
einer Koronaentladung als Funktion des Tröpfchenradius und entspre- 
chende Tröpfchengeschwindigkeit in einem elektrischen Feld |E]| = 
5 - 10° V/m. (I) Wasser, (2) leitende Kugeln, (3) dielektrische Ku- 
geln [16-18] 


(Durchschlagsentladung bei hoher Spannung) aufgeladen. In 
Abb. 1.62 ıst die maximal erreichbare Ladung pro Tröpfchen als 
Funktion des Tröpfchenradius aufgetragen für Wasser, für lei- 
tende Kügelchen und für Isolatoren. Die geladenen Tröpfchen 
werden im elektrischen Feld beschleunigt, bis die beschleu- 
nigende Kraft kompensiert wird durch die Reibungskraft der 
Tröpfchen bei ihrer Bewegung durch Luft bei Atmosphären- 
druck. Aus dem Stokes’schen Reibungsgesetz (Bd. 1, Kap. 8) 
für die Reibungskraft 


F=6nnrv=gqg-E 
findet man für die stationäre Geschwindigkeit 


u 
O7nr 





Das zu beschichtende Teil wird auf Erdpotential gelegt, sodass 
die geladenen Farbpartikel, die entlang der Feldlinien laufen, 
dort deponiert werden (Abb. 1.63). Durch geeignete Formge- 
bung der Elektroden (eventuell mit Hilfselektroden) kann die 
räumliche Feldverteilung variiert und damit die Verteilung der 
Farbpartikel auf der zu beschichtenden Oberfläche optimiert 
werden [16-18]. In jedem Arbeitsgang wird jeweils eine Far- 
be aufgebracht. In aufeinander folgenden Schritten können dann 
auch mehrfarbige Beschichtungen erreicht werden. 


1.9.7 Elektrostatische Kopierer und Drucker 


Das Prinzip des elektrostatischen Kopierers als xerographischer 
Prozess (Trockenkopie) wurde 1935 von Chester Carlson erfun- 
den. Es basiert auf einer Kombination von photoelektrischen 
Eigenschaften bestimmter Stoffe (Selen, Zinkoxid u.a.) mit 
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Abbildung 1.63 Elektrostatische Farbbeschichtung 


der elektrostatischen Abscheidung von Farbstaub auf geladenen 
Flächen. 


Der Kopierprozess funktioniert folgendermaßen (Abb. 1.64): 
Ein mit Selen beschichteter Zylinder wird im Dunkeln elek- 
trısch aufgeladen. Dann wird das zu kopierende Bild über ein 
optisches System auf die Zylinderoberfläche abgebildet. Durch 
die Belichtung wird ein Teil der Ladung entfernt, wobei die 
Zahl der emittierten Elektronen proportional zur auftreffenden 
Lichtintensität ıst (Photoeffekt). An den dunklen Stellen ist al- 
so die Oberflächenladung größer als an den hellen Stellen. Jetzt 
wird entgegengesetzt aufgeladener Farbstaub auf die Trommel 
beschleunigt und setzt sich an den aufgeladenen Stellen ab. 
Ein aufgeladenes Blatt Papier wırd dann auf die sich drehen- 
de Trommel gepresst und nimmt den geladenen Farbstaub von 
der Trommel ab. Das Papier läuft durch eine Heizkammer, wo 
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Abbildung 1.64 Prinzip des Xerox-Kopierers 


der Farbstaub schmilzt und in das Papier einbrennt, sodass eine 
dauerhafte Kopie entsteht. 


Die Trommel läuft dann an einer Schneide und Bürste vorbei, 
die den restlichen Farbstaub wieder entfernt, sodass eine saube- 
re Oberfläche für dıe nächste Kopie zur Verfügung steht [21, 22]. 
Inzwischen werden statt Selen häufig organische Halbleiter, wie 
z.B. Polyvinylkarbazol, zur Beschichtung der Trommel ver- 
wendet, die durch geeignete Dotierungen leitfähig werden. Es 
werden zwei dünne Schichten aufgebracht: eine ladungserzeu- 
sende Schicht und eine ladungstransportierende Schicht. Der 
Vorteil dieser organischen Schichten ist ihre billigere Herstel- 
lung und die Tatsache, dass sie im Gegensatz zum giftigen Selen 
ungiftig sind. Außerdem lässt sich eine gleichmäßigere und re- 
produzierbare Druckqualität erreichen [23]. 


1.9.8 Elektrostatische Aufladung 
und Neutralisierung 


Zeitschriften und Zeitschriftenstapel werden vor dem Trans- 
port aufgeladen, um eine Verrutschen der Hefte während des 
Transportes zu verhindern. Adressen-Etiketten werden durch 
Aufladen an die Hefte oder Broschüren gebunden, bevor diese 
in Folie verpackt werden. Wenn eine Fläche sehr gleichmä- 
Big mit einer Flüssigkeit bedeckt werden soll (z.B. bei der 
Herstellung von DVD’s, die aus zwei aneinander geklebten 
Kunststoffscheiben bestehen), hilft eine vorherige elektrostati- 
sche Aufladung. 


Andererseits ist es für viele Anwendungen wichtig, dass die 
verwendeten Materialen nicht aufgeladen sind. Ein Beispiel ist 
die Entladung von Folien, die bei der Herstellung ungewollt 
elektrisch positiv aufgeladen werden. Für Verpackungszwecke 
sollten sie aber elektrisch neutral sein. Deshalb werden sie vor 
dem Aufwickeln auf Rollen elektrisch entladen. Das Prinzip ist 
in Abb. 1.65 gezeigt. Die aufgeladene Folie wird durch eine 
Elektronensprühkanone mit Ladungen des umgekehrten Vorzei- 
chens besprüht und läuft dann über eine geerdete Metallwalze, 
welche die eventuell verbliebene Restladung von der Folie ab- 
zieht. 


Folie 





geerdete Walzen 


Elektronen- 
sprühkanone 


Abbildung 1.65 Neutralisierung von elektrisch aufgeladenen Folien 


Zusammenfassung 


m Die Kraft zwischen zwei Ladungen O1, O> ım Abstand r ist 


1 91:0, 


Ang r 








(Coulomb-Gesetz). 


m Das statische elektrische Feld wird von Ladungen erzeugt. 
Sind an den Orten r; N Ladungen O©,, so ıst die elektrische 
Feldstärke am Ort P(R) 


N 


l O; 
— )  —_(R-r). 
Arreo > IR-r;|? Ron) 


i 


E(P) = 


Das Feld einer räumlichen Ladungsverteilung o(r) ist an ei- 
nem Punkt P(R) außerhalb des Ladungsvolumens V 


L | o(r)(R-r) 


d’r 
Ast sy I|R-r|’ 


E(P) = 





m Das elektrostatische Feld ist konservativ und lässt sich als 
Gradient 








E = - grad 
des skalaren Potentials 
1 o(r) d’r 
d(R) = 
Arteo IR-rl 


schreiben. 

= Die positiven Ladungen sind die Quellen des elektrischen 
Feldes, die negativen seine Senken. 
Im Vakuum gilt die Poissongleichung 


dvE=o/o > Ad=-o/&, 


wobei A der Laplace-Operator ist. 
In dielektrischer Materie sinkt die elektrische Feldstärke. Es 
gilt für Feldstärke E und Verschiebungsdichte D 


1 
EDie = „Evak 


Dopieı = EoEvar = E&oEDiel ; 


dvD=o. 


= An einer Grenzfläche zwischen zwei Medien mit relativer 
Dielektrizitätskonstanten g; gilt: 


ED ED 


)_n® 
| | D\ =D, 


I 1.8) (5 
„Di = Pi. EN = EN. 


Zusammenfassung 


Der elektrische Kraftfluss durch die Fläche $S 
Da = DE dS = O/&0 


ist ein Maß für die Quellstärke der von der Fläche 5 um- 
schlossenen Ladung ©. 


AusE=-Vöfolstrot E =. 

Das statische elektrische Feld ist wirbelfrei. Es gibt keine 
geschlossenen Feldlinien. Die Feldlinien starten an den posi- 
tiven Ladungen und enden an den negativen. 


Zwei Leiterflächen bilden Kondensatoren. Ihre Kapazität ist 
C = O/U, wobei +0 die Ladung auf den Flächen und U die 
Spannung zwischen den Flächen ist. 

Für den Plattenkondensator ist 


A 
De 


Für eine Kugel mit Radius R gilt 
C=4rnegR. 
Die Kraft F auf eine Ladung g ım elektrischen Feld & ist 
F=gqg-E. 


Die Arbeit W, die man leisten muss, um die Ladung q im 
elektrischen Feld vom Punkte Pı nach P> zu bringen ist 


3 
W=g[E-% 
Pı 


= q(6(Pı)-6(P))=qg U, 


wobei die Spannung U gleich der Potentialdifferenz Ad = 
d1 — Br ist. 

Ein elektrischer Dipol besteht aus zwei entgegengesetzten 
Ladungen +0 und —O ım Abstand d. Sein Dipolmoment 
ist 


p=0O-d, 


wobei d von der negativen zur positiven Ladung zeigt. Im 
homogenen elektrischen Feld wirkt ein Drehmoment 


D=(pxE). 
Im inhomogenen Feld wirkt zusätzlich die Kraft 


F=p-.gradE. 


= 
© 
= 
= 
© 
= 
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1 Elektrostatik 


m Potential d(P) und Feld E(P) einer beliebigen Ladungsver- 
teilung können für genügend große Abstände vom Ladungs- 
volumen durch Reihenentwicklung (Multipol-Entwicklung) 
dargestellt werden. 

= Auch zwischen insgesamt neutralen Ladungsverteilungen 
wirken elektrische Kräfte, wenn keine kugelsymmetrischen 
Ladungsverteilungen vorliegen. 

= Im elektrischen Feld werden in Materie Ladungen verscho- 
ben. Diese Verschiebung heißt bei Leitern Influenz, bei 
Isolatoren Polarisation. Das Innere von Leitern ist feldfrei. 
In Isolatoren sinkt das Feld auf Epjeı = 2 Evak; weil hier in- 
duzierte Dipole entstehen, deren Polarisationsladungen ein 
schwächeres Gegenfeld erzeugen. 


Aufgaben 


1.1. Zwei kleine Metallkugeln aus Kupfer der Masse m; = 
m» = 1 ghaben einen Abstand von einem Meter. Angenommen, 
jedem zehnten Kupfer-Atom fehle das Valenzelektron. Welche 
Oberflächenladungsdichte o besitzt jede Kugel, und mit welcher 
Kraft F stoßen sie sich ab? (Dichte von Kupfer o = 8,92 g/cm’, 
Masse eines Cu-Atoms m = 63 - 1,67 - 10°’ kg, Elementarla- 
dung e = 1,602 - 10”? CC.) 

1.2. Zwei gleiche Kugeln der Masse m haben gleiche Ladun- 
gen O und hängen an zwei Fäden der Länge / mit gleichem 
Aufhängepunkt A (Abb. 1.66). 

a) Wie groß ist der Winkel 9? Zahlenbeispiel: m = O,01kg,! = 

1m, O=10°C 


m,Q m,Q 


Abbildung 1.66 Zu Aufg. 1.2 


b) Wie groß ist der Winkel 9, wenn in der vertikalen Symme- 
trieebene eine leitende Platte mit der Ladungsdichte o = 
1,5 : 10°?” C/m? steht? 

1.3. Eine kreisförmige Lochscheibe mit dem inneren Radius 

R; und dem äußeren Radius R, ist mit der Flächenladungsdichte 

o belegt. 

a) Berechnen Sie die Kraft, die auf eine Punktladung g wirkt, 
die sich im Abstand x von der Scheibe auf der Mittelachse 
senkrecht zur Kreisscheibe befindet. 

b) Wie lautet das Ergebnis für die Grenzfälle &) R, > 0, ß) 
R,>%, y) R>0 und Rx? 

1.4. Zwei leitende Kugeln mit Radien Rı und R> sind durch 

einen dünnen leitenden Draht der Länge ZL > Rı, R> verbunden. 

Auf das System wird die Ladung O gebracht. Wie verteilen sich 


m Die dielektrische Polarisation 
P=N:.q-d=N:.«-Epie 


ist gleich der Summe aller induzierten Dipolmomente pro 
Volumeneinheit und ist proportional zur Feldstärke Ep;eı. Der 
materialabhängige Faktor «& heißt Polarisierbarkeit. 
m Das statische elektrische Feld in Materie oder im Vakuum 
wird vollständig durch die Feldgleichungen 
rotE=0, 


dvD=o, D=5E+P 


beschrieben. 


die Ladungen O, und O> auf den beiden Kugeln und wie groß 
sind die Feldstärken an ihren Oberflächen? 

1.5. Im Punkt P}(0,0,z = a) befindet sich eine Ladung O,, 
im Punkte P>(0,0,z = —a) eine weitere Ladung O,». 
Berechnen Sie die Kraft F auf eine Ladung q im Punkte 
P(r,d,g@) und die potentielle Energie Eyo: für die Fälle Oı = 
OÖ) = 10” C und OÖ) = -0O\. 

Wie sehen die ersten drei Glieder der Multipolentwicklung aus’ 
1.6. _ Berechnen Sie die potentielle Energie der in Abb. 1.67 
dargestellten Ladungsverteilungen, d.h. die Energie, die man 
aufbringen muss, um die Ladungen aus unendlicher Entfernung 
in die gezeigte Konfiguration zu bringen. 


+Q +Q -Q a +Q 

a a a a a a 

a 9° Q 0 4% +0 +Q aA -Q 
a) b) c) 


Abbildung 1.67 Zu Aufg. 1.6 


1.7. Man berechne das Quadrupolmoment der Ladungsver- 
teilungen in Abb. 1.68. 





a) =@& b) 


Abbildung 1.68 Zu Aufge. 1.7 


1.8. Man berechne Potential- und Feldstärkeverlauf d(r) und 

E(r) für eine homogen geladene Vollkugel (Radius R, Ladung 

O). Wie groß ist die Arbeit, die man aufwenden muss, um eine 

Ladung q 

a))vonr=0bisr=R, 

b) vonr = Rbisr = zu bringen, wenn d(r = ©) = O sein 
soll? 

1.9. Führen Sie die Differentiation in (1.34), die zur Multi- 

polentwicklung (1.35) führt, explizit durch. 

1.10. 

a) Man zeige, dass für eine homogen geladene Vollkugel mit 
der Gesamtladung O alle Terme in (1.35) außer dem Mono- 
polterm null werden. 

b) Zeigen Sie, dass das Feld eines zylindrischen Hohlleiters mit 
der Ladungsdichte A = O/L und Radius R fürr < R Null 
1st. 

1.11. Bei Hochspannungsleitungen werden 4 Drähte in z- 

Richtung (jeder mit Radius R) so parallel angeordnet, dass ihre 

Durchstoßpunkte 

Pegel) 

Bu Feen e0. je 22 

ein Quadrat mit der Kantenlänge a - /2 bilden. Alle Drähte ha- 

ben die gleiche Spannung U gegen Erde. Man berechne 

a) die Feldstärke E auf der Diagonalen, 

b) das elektrische Feld E(r, g) auf der Oberfläche eines Drahtes. 

c) Um welchen Faktor wird E vermindert gegenüber einer Lei- 
tung mit nur einem Draht auf der Spannung U? 
Zahlenwerte: R=0,5cm,a=4cm, U=3:10’V. 

1.12. Die beiden Platten eines Plattenkondensators (Plattenab- 

stand d = Icm, Spannung U = 5kV zwischen den Platten) 

haben die Fläche A = 0,1 m?. 

a) Wie groß sind Kapazität, Ladung auf den Platten und elektri- 
sche Feldstärke? 

b) Man leite her, dass die Feldenergie W = sc U? ist. 

c) Im Feld des Plattenkondensators sei ein atomarer Dipol (q = 
1,6 101° C, Ladungsabstand d = 5 - 10°!! m). Wie groß ist 
das Drehmoment, das auf den Dipol wirkt, wenn die Dipol- 
achse parallel zu den Platten steht? Welche Energie gewinnt 
man bzw. muss man aufwenden, wenn die Dipolachse in bzw. 
antiparallel zur Feldrichtung gestellt wird’ 

1.13. Wie groß ist die Gesamtkapazität der in Abb. 1.69 ge- 

zeigten Schaltung? 


Abbildung 1.69 Zu Aufg. 1.13 


Aufgaben 


1.14. Auf die linke Platte der Kondensator-Anordnung in 
Abb. 1.70 wird die Ladung +0 gebracht. Wie sehen Feld- und 
Potentialverteilung E(x) und d(x) aus? 


.-— 


er 


ii 
x 


+Q 


Abbildung 1.70 Zu Aufg. 1.14 


1.15. Auf beiden Seiten eines Zylinderkondensators (Rı, R>) 

mit dem Kreisbogenwinkel o befinden sich Blenden mit einem 

Schlitz bei R = (Rı + R»)/2 (siehe Abb. 1.71). 

a) Welche Spannung U muss angelegt werden, damit ein Elek- 
tron mit der Geschwindigkeit vo beide Blenden passieren 
kann? 





Abbildung 1.71 Zu Aufg. 1.15 


b) Wie groß muss der Winkel o sein, damit der Kondensator fo- 
kussierend wirkt, d.h. dass Teilchen mit dem kleinen Winkel 
a gegen die Sollbahn R = const beim Eintritt ebenfalls die 
Austrittsblende passieren? 

1.16. Ein Stück dünnen Drahtes mit Länge L habe die Form 

eines Kreisbogens mit R = 0,5m und trage die Ladung ©. 

Man bestimme Betrag und Richtung des elektrischen Feldes 

im Krümmungsmittelpunkt als Funktion des Kreisbogenwin- 

kels L/R. 
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2 Der elektrische Strom 


In diesem Kapitel werden die Grundlagen stationärer elektri- 
scher Ströme und ihrer verschiedenen Wirkungen behandelt 
sowie die daraus resultierenden Verfahren zu ihrer Messung. 
Insbesondere werden die Mechanismen elektrischer Stromlei- 
tung in fester, gasförmiger und flüssiger Materie diskutiert 
und einige Möglichkeiten vorgestellt, elektrische Stromquellen 
zu realisieren. 


2.1 Strom als Ladungstransport 


Ein elektrischer Strom bedeutet einen Transport elektrischer 
Ladungen durch ein elektrisch leitendes Medium oder auch 
im Vakuum. Die Stromstärke I ist definiert als die Ladungs- 
menge O, die pro Zeiteinheit durch einen zur Stromrichtung 
senkrechten Querschnitt des Strom führenden Leiters fließt: 


_ dQ 
Is. 2.1) 


Die Einheit der Stromstärke heißt Ampere (nach Andre Ma- 


rie Ampere (1775-1836), der zuerst entdeckte, dass zwischen 
stromdurchflossenen Drähten Kräfte auftreten [1]): 


/| =1Ampere = 1A. 


Ihre Definition (siehe Bd. 1, Abschn. 1.6.8) ist: 


1 A = Stärke eines zeitlich konstanten Stromes, der durch 
zwei im Vakuum parallel im Abstand von Im von einan- 
der angeordnete unendlich lange, dünne Leiter fließt und 
zwischen diesen Leitern eine Kraft von 2 - 10” N je m 
Leitungslänge bewirkt. 


Als Stromdichte j definieren wir den Strom, der durch eine 
Querschnittsflächeneinheit senkrecht zu j fließt. Der Gesamt- 
strom / durch die Fläche A ist dann: 


1= [ja 


A 


(2.2) 


Bei räumlich konstanter Stromdichte ist / = j-A (Abb. 2.1). 


Als Ladungsträger für den Transport elektrischer Ladungen 
kommen hauptsächlich Elektronen sowie positive oder negative 
Ionen in Frage. Welche Ladungsart überwiegend die Stromlei- 


2 
dA 
> 
J 
> 2 
I=-/jdA 
A 


Abbildung 2.1 Zur Definition der Stromdichte j 





AX=V-At 


Abbildung 2.2 Zusammenhang zwischen Stromstärke / und Ladungs- 
dichte oeı 


tung übernimmt, hängt vom Material des elektrischen Leiters 
ab. Wir unterscheiden: 


u Elektronische Leiter, bei denen der Strom hauptsächlich von 
Elektronen getragen wird. 
Beispiele: Feste und flüssige Metalle, Halbleiter. 

= Jonen-Leiter, bei denen der Strom überwiegend von Ionen 
übernommen wird. 
Beispiele: Elektrolyte (Säuren, Laugen, Salzlösungen), Iso- 
latoren mit Fehlstellen (z.B. Alkalihalogenide, Gläser bei 
hohen Temperaturen). 

m Gemischte Leiter, bei denen sowohl Elektronen als auch 
Ionen zum Strom beitragen. 
Beispiele: Gasentladungen und Plasmen. 


Betrachten wir einen Leiter, in dem sich n Ladungen g pro Vo- 
lumeneinheit befinden, die sich mit der Geschwindigkeit v ın 
eine Richtung bewegen, so können alle Ladungen im Volumen 
V = A -vAt im Zeitintervall Ar durch den Querschnitt A des 
Leiters fließen (Abb. 2.2). Die Stromstärke ist deshalb 


I=ngA-v 


und die Stromdichte 
J=nob. 


Mit der Ladungsdichte oe = n - q lässt sich die Stromdichte 
schreiben als 


J = 0a. (2.3) 


Sind Ladungen verschiedenen Vorzeichens vorhanden (z.B. ın 
einer Gasentladung), so ist die Nettoladungsdichte 


la =on tea mng’tng, 

und die gesamte Stromdichte wird (Abb. 2.3) 
j=zn’gv’+ngv, (2.3a) 
wobei im Allgemeinen die Geschwindigkeiten v* und v” ent- 


gegengesetzt gerichtet und ihrem Betrage nach ungleich sind. 
So ist z.B. in einer Gasentladung oftg” = e = -qg” und 


Abbildung 2.3 Stromdichte bei Leitern mit Ladungsträgern beider 
Vorzeichen 


n* = n" = n, sodass die gesamte Stromdichte dann 


j=enw' +v”) |j| = en(v* -v) (2.3b) 


wird. 


Anmerkung. In der Elektrotechnik wird aus historischen 
Gründen die Richtung des elektrischen Stromes / definiert als 
die Flussrichtung positiver Ladungsträger (auch wenn, wie sich 
später herausstellte, in Metallen der Strom von den Elektronen, 
also negativen Ladungsträgern, verursacht wird). Der technische 
Strom fließt also immer von Plus nach Minus. « 


Der Strom durch eine geschlossene Oberfläche A 


I=di dA 


dd 
d d 


0.1 dV (2.4a) 


muss gleich der zeitlichen Abnahme der von der Oberfläche ein- 
geschlossenen Ladung sein. Mithilfe des Gauß’schen Satzes 


di aa = | divjav 


erhalten wir die Kontinuitätsgleichung (Abb. 2.4) 


ur 0 
div j(r,r) = = Dad), (2.4b) 


2.2 Elektrischer Widerstand und Ohm'sches Gesetz 


u 
F 
h=jidA=da/dt „A 





a) 
N, n 
dA / 
Q= [Paı dv 
b) R N 


> ZZ 
dQ/dt=-[| j-dA=0 -dQ/dt=+[ j-dA 
Abbildung 2.4 Zur Illustration der Kontinuitätsgleichung. a Entladung 
eines Kondensators, wobei der Strom / durch eine beliebige Fläche, die 
eine Kondensatorplatte umgibt, gleich der Änderung der Ladung dO/ dr 
auf dieser Platte ist; b der gesamte Strom durch eine Fläche, welche den 
ganzen Kondensator umschließt, ist bei der Entladung oder Aufladung 
null, weil die Gesamtladung auf den beiden Kondensatorplatten sich 
nicht ändert. ce Allgemeiner Fall, bei dem die Fläche A eine beliebige 
Ladung im Volumen V umschließt 


die besagt, dass Ladungen weder erzeugt noch vernichtet wer- 
den können. 


Die negative zeitliche Änderung der Ladung in einem Vo- 
lumen ist gleich dem Gesamtstrom durch die Oberfläche 
dieses Volumens. 


2.2 Elektrischer Widerstand 
und Ohm'sches Gesetz 


In diesem Abschnitt wollen wir einige grundlegende Ein- 
sichten in den Mechanismus des Ladungstransportes in 
Leitern gewinnen und zeigen, wie der Zusammenhang 
zwischen elektrischem Feld E und Stromdichte j aus- 
sieht. 
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2 Der elektrische Strom 


2.2.1 Driftgeschwindigkeit und Stromdichte 


Auch ohne äußeres elektrisches Feld E bewegen sich die frei 
beweglichen Ladungsträger in einem Leiter. So ist z.B. die 
Geschwindigkeitsverteilung der Ionen in einer leitenden Flüs- 
sıgkeit durch deren thermische Bewegung bei der Temperatur 7 
bestimmt, und die Ionen mit Masse m haben die mittlere Ge- 
schwindigkeit (siehe Bd. 1, Kap. 7) 


v = (|v|) = (8KT/am)V?. 


So haben z.B. Na-Ionen in einer Flüssigkeit bei Zimmertem- 
peratur ohne äußeres Feld eine mittlere Geschwindigkeit von 
etwa 500 m/s. Leitungselektronen in Metallen haben aufgrund 
quantentheoretischer Effekte eine wesentlich höhere mittlere 
Geschwindigkeit, die in der Größenordnung 10°-10’ m/s liegt 
(siehe Bd. 3). 


Bei ihrem Weg durch den Leiter stoßen die Ladungsträger sehr 
oft mit den Atomen bzw. Molekülen des Leiters zusammen. Da- 
durch werden die Richtungen der Geschwindigkeiten statistisch 
in alle Richtungen verteilt, sodass der Mittelwert (v) ohne äuße- 
res Feld null ist (Abb. 2.5). Deshalb ist auch der Mittelwert der 
Stromdichte 


Sul 
Il 
Ss 

„Q 
| 
Il 
= 


Die mittlere Zeit zwischen zwei Stößen 


s=AD 


ist bestimmt durch den Quotienten aus mittlerer freier Weglänge 
A (siehe Bd. 1, Kap. 7) und der mittleren Geschwindigkeit v der 
Ladunssträger. 





Abbildung 2.5 a Der Mittelwert (p) aller Elektronenimpulse der freien 
Leitungselektronen in Metallen ist ohne äußeres Feld null. Die Spit- 
zen aller Impulsvektoren liegen für die an der Stromleitung beteiligten 
Elektronen statistisch verteilt auf einer Kugel (Fermikugel), deren Mit- 
telpunkt im Impulsraum ruht; b Statistischer Weg eines Elektrons in 
einem Atomgitter 


Beispiele 


1. Für Cu**-Ionen in einer CuSOy-Lösung bei Zim- 
mertemperatur ist v = 300m/s, die mittlere 
freie Weglänge ist A = 10m > 5 = 
223 0 5: 

2. Für die Leitungselektronen in Kupfer bei Zimmertem- 
peratur ist A z 4 - 10”? m. Die Geschwindigkeit an 
der Fermigrenze (siehe Bd. 3) istd = 1,5-10° m/s 
Bis < 


Unter dem Einfluss des elektrischen Feldes E erfahren Ladungs- 
träger mit der Ladung g und der Masse m eine zusätzliche Kraft 


F=gq-E, 


welche zu einer Beschleunigung a = F/m führt (Abb. 2.6). 


Während der Zeit t, nach dem letzten Stoß erhalten sie daher 
eine Zusatzgeschwindigkeit 


F 
Av=a u = 7, (2.5) 
m 
die aber im Allgemeinen sehr klein ist gegenüber ihrer Ge- 
schwindigkeit v und auch klein ist gegen die Änderung Av; = 
v; — v;_ı beim i-ten Stoß. Mit der mittleren Zeit (t,) nach 
dem letzten Stoß (= halbe mittlere Zeit zwischen zwei Stößen) 
erhält man dann die mittlere Zusatzgeschwindigkeit (Av) = 


(F/m) (t,). Ohne äußeres Feld ist (Av) = 0. 
Diese mittlere Zusatzgeschwindigkeit 
vp = (Av) 


heißt Driftgeschwindigkeit. Sie führt bei positiven Ladungen zu 
einem Ladungstransport ın Feldrichtung (bei negativen Ladun- 
gen entgegengesetzt zur Feldrichtung) mit einer Stromdichte 


J=n-q- VD =Oe‘Vp. (2.64) 








v4 
— 
V2 
— 
v3 — 
- v3 
V4 EUR 
© q:E=Ap/t 
— 
7__ AP» 
Vp 2 m 


Abbildung 2.6 Schematische Darstellung der Bahn eines Elektrons, 
die hauptsächlich durch Stöße mit den Atomen des Festkörpers be- 
stimmt wird und welche durch ein äußeres elektrisches Feld nur 
geringfügig verändert wird, wodurch jedoch (Av) = vp Z 0 wird. 
Die Krümmung der Bahn ist hier übertrieben gezeichnet 


Aus (2.5) und (2.6a) erhält man mit F = g- E und vp = (Av) 


n-q° 7, 


I — (2.6b) 


Die vom Material abhängige Größe 


2 
n . . T ’ _ _ 
A it [0] = 1A-V Im 

heißt elektrische Leitfähigkeit. Sie hängt ab von der Ladungs- 
trägerkonzentration n, der mittleren Zeit tz, zwischen zwei 


Stößen und von der Masse m der Ladungsträger. 


Oft schreibt man die Driftgeschwindigkeit in der Form 





vp=u-E mitt u= 


Lk, (2.6c) 


Die Größe u (manchmal findet man in der Literatur u) mit 
der Dimension 1m?/(Vs) heißt Beweglichkeit. Sie gibt die 
Driftgeschwindigkeit der Ladungsträger bei einer elektrischen 
Feldstärke E= 1V/minm/s an. 


Man beachte: Trotz der beschleunigenden Kraft F = g-Eer- 
gibt sich eine konstante Driftgeschwindigkeit. Dies liegt daran, 
dass durch die Stöße die Richtung der Geschwindigkeit immer 
wieder geändert wird und für vp « v alle Richtungen direkt 
nach einem Stoß gleich wahrscheinlich sind. Die Bevorzugung 
der Feldrichtung kommt erst während der Bewegung zwischen 
zwei Stößen, d.h. während der Zeit ,, zum Tragen. Beim Stoß 
„vergisst“ ein Ladungsträger diese Vorzugsrichtung wieder. 


Man kann die mittlere Wirkung der Stöße durch eine „Reibungs- 
kraft“ Fr beschreiben, die der Feldrichtung entgegen gerichtet 
ist und bei Erreichen der stationären Driftgeschwindigkeit die 
Feldkraft q - E gerade kompensiert, d.h. 





Fr+g E=0 für w)=vp. 
Aus (2.6b,c) ergibt sich: 
2 
R=-- vUp = ir. 
Oel T; 


Je kleiner die Reibungskraft Fr ist, desto größer wird die elek- 
trische Leitfähigkeit ogı. 


Die Stromdichte j = 0eı  vp der Ladungsträger in Materie 
im elektrischen Feld wird also begrenzt durch Stöße der 
Ladungsträger mit der Materie. Die elektrische Leitfähig- 
keit wird bestimmt durch drei Faktoren: 


= Die Ladungsträgerkonzentration n 
= Die mittlere Zeit zwischen Stößen T, 
m Die Masse der Ladungsträger m 


2.2 Elektrischer Widerstand und Ohm'sches Gesetz 


Beispiele 


l. Bei der 2 UOnlellune in Kupfer ist Z = 6- 
lo ee sl, nm une 
—1,6 - 10°!°C. Damit wird die Beweglichkeit Di = 
0,0043 vn Bei einer Feldstärke von 0,1 V/m fließt 


durch 1cm? eines Kupferleiters ein Strom von 600 A. 
Die Elektronen wandern dabei aber nur mit einer 
Driftgeschwindigkeit von 0,4mm/s! Man beachte, 
dass der mittlere Geschwindigkeitsbetrag der Elektro- 
nen in Kupfer jedoch etwa D = 1,6 - 10° m/s ist, 
also etwa 0,5% der Lichtgeschwindigkeit. Man sieht 
hieraus, dass vp « v ist. 

2. In einem elektrolytischen Leiter ist die mittlere ther- 
mische Geschwindigkeit der Ionen etwa 10° m/s. Bei 
einer Ionendichte von 10° Ionen pro m? und einer 
Stromdichte j = 10* A/m? ist die Driftgeschwindig- 
keit 


vp = J/(n-e) =6- 10 "m/s = 0,6mm/s 


immer noch sehr klein gegen (|v|). Die elektrische 
Leitfähigkeit ıst bei einer Beweglichkeit u = 6- 
10° m?/(Vs): og =u-.n-q”* 1A/(V m), also etwa 
acht Größenordnungen kleiner als in Kupfer. < 


Es zeigt sich, dass die elektrische Leitfähigkeit von Metallen 
proportional zur Wärmeleitfähigkeit A, ist: 


(Wiedemann-Franz’sches Gesetz), wobei die Proportionalitäts- 
konstante a %= 3(k/e)* durch Boltzmannkonstante k und 
Elektronenladung e bestimmt ist. Dies zeigt, dass die frei- 
en Leitungselektronen sowohl zur elektrischen als auch zur 
Wärmeleitung in Metallen beitragen (siehe Bd. 3). Die große 
Stromstärke wird durch die große Elektronendichte n, nicht 
durch die Driftgeschwindigkeit verursacht. 


2.2.2 Das Ohm'sche Gesetz 


Die Gleichung (2.6b), welche den Zusammenhang zwischen 
Stromdichte j und elektrischer Feldstärke E herstellt, heißt 


Ohm ’sches Gesetz 


= 03ı=P: 
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2 Der elektrische Strom 


Bei einem homogenen Leiter mit dem Querschnitt A und der 
Länge L können wir aus dem Ohm’schen Gesetz durch Integra- 
tion wegen U= [EdL=E-Lund/= [j- dA=j-Adas 
Ohm’sche Gesetz in integraler Form gewinnen: 


O, A 
‚®e 


IB 





(2.6d) 


Die von der Leitfähigkeit o.; und der Geometrie des Leiters ab- 
hängige Größe 


R= 





= = it 2) 
= ..— mi mn 2 

Oel] A se A © Oel 

heißt der elektrische Widerstand des Leiters. Die materialspe- 

zifische, von der Geometrie des Leiters unabhängige Größe 

0s = 1/08 ist der spezifische Widerstand des Leitermaterials. 

Die Maßeinheit des elektrischen Widerstandes R ist 


U 1 Volt 
RI =|- =... It, 
I l Ampere 


Der spezifische Widerstand 0, = R-A/L ([o,] = 1%: m) gibt 
den Widerstand eines Würfels mit Ilm Kantenlänge an. Häufig 
wird jedoch o, als Widerstand eines Drahtes von Il m Länge mit 
dem Querschnitt 1 mm? in der Einheit Q - mm?/m = 10° Qm 
angegeben. Die Tab. 2.1 gibt einige Beispiele. 


Bei Leitern, für die o, unabhängig von / und U ist 
(Ohm’sche Leiter), sind Strom / und Spannungsabfall 
U = RI entlang des Leiters einander proportional. 


Man beachte: 


= Entlang einem Leiter, der vom Strom / durchflossen wird, 
trıtt ein Potentialgefälle 


U) =dı-d@)=R-I-7 (2.8) 


Tabelle 2.1 Spezifische Widerstände o, einiger Leiter und Isolatoren 


bei 20°C 

Material 2.1022 m Material 0,/Rm 

Silber 0,016 Graphit All 

Kupfer 0,017 Wasser mit 25410, 
10% H,SO4 

Gold 0,027 H>0O 2 ll 
+10 % NaCl 

Zink 0,059 Teflon mel 

Eisen 0,1 Silikatglas Sl. 

Blei 0,21 Porzellan See 0)D 

Quecksilber 0,96 Hartgummi x 107° 

Messing x 0,08 





U, =6,-62 


U,=61-6, 


Abbildung 2.7 Entlang einem stromdurchflossenen Leiter ist das Po- 
tential nicht mehr konstant. Dies wird ausgenutzt zur Realisierung von 
Spannunsgsteilern 


auf (Abb.2.7). Der Leiter ist nicht mehr auf konstantem 
Potential wie in der Elektrostatik, und seine Oberfläche ist 
daher auch nicht mehr Äquipotentialfläche. 

= Nicht jeder Leiter gehorcht dem Ohm’schen Gesetz. Es gıbt 
eine Reihe von Leitern, bei denen die Leitfähigkeit o vom 
Strom abhängt und daher die Stromstärke nicht proportional 
zur angelegten Spannung ist (siehe Abschn. 2.6). 

= Der elektrische Widerstand R ist auch für Leiter mit kompli- 
zierter Geometrie definiert als das Verhältnis R = U/I von 
Spannung U zwischen den stromzuführenden Elektroden 
und dem Gesamtstrom /. Man kann jedoch R nicht immer 
aus dem spezifischen Widerstand o, und der Leitergeometrie 
berechnen, sondern ist auf Messungen angewiesen. 


Für die ın der Elektrotechnik verwendeten Bauteile haben sich 
allgemeine Schaltzeichen eingebürgert. Hier sollen nur einige 
davon aufgeführt werden. Gleichspannungs- oder Gleichstrom- 
quellen werden durch das Symbol in Abb. 2.8a gekennzeichnet, 


Sr = —— —- 
a) b) c) d) 
> A 


& 
a ne 


= 
— 


& 

) 9) N 
& 

) 


SS 


Abbildung 2.8 Gebräuchliche Symbole für elektrische Elemente. 
a Gleichspannungsquelle, b Erdung, ce Widerstand, d Widerstand mit 
Schleifkontakt, e Diode, f Glühlampe, g Glimmlampe, h Induktivität, 
i Kondensator, j Wechselspannungsquelle 


eine Erdung durch b, ein elektrischer Widerstand durch c, eine 
Sicherung durch d. 


2.2.3 Beispiele für die Anwendung 
des Ohm’schen Gesetzes 


2.2.3.1 Aufladung eines Kondensators 


Ein Kondensator mit der Kapazität C werde durch eine Span- 
nungsquelle mit der Spannung U, über einen Widerstand R 
aufgeladen (Abb. 2.9). Zur Zeit tr = 0, wenn der Schalter $j 
geschlossen wird, sei die Spannung am Kondensator U(0) =. 
Für den Ladestrom /(t) gilt wegen O(r) = C- Ult): 


"-UW _ U _ 00 


It) = 
2 R R R-C 


(2.9) 


Durch Differentiation von (2.9) ergibt sich wegen /(t) = dO/dr 


dl 1 
— =-— MM), 
Fri Zr on 


woraus durch Integration mit der Anfangsbedingung /(0) = Io 
folgt: 

Ihe" #89, (2.10) 
Für die Spannung am Kondensator erhält man daraus mit (2.9) 


UN) = U: (1-e’R9). (2.11) 








Abbildung 2.9 Spannungs- und Stromverlauf bei der Aufladung eines 
Kondensators, wenn der Schalter S| zur Zeit t = 0 geschlossen wird 


2.2.3.2 Kondensator-Entladung 


Liegt am Kondensator zur Zeit r = 0 die Spannung Ug und 
wird nun der Schalter 55 bei offenem Schalter 5} geschlossen 


2.2 Elektrischer Widerstand und Ohm'sches Gesetz 


S, i,& 





Abbildung 2.10 Entladung eines Kondensators. Der Schalter $, wird 
zur Zeit tr = 0 geöffnet, S5 wird geschlossen. Spannungs- und Strom- 
verlauf sind wegen U = I - R, zueinander proportional 


(Abb. 2.10), so fließt durch den Entladewiderstand R, der Strom 


__B__.W_VO 
Ige-  e-t = ne: (2.12) 


Das Minuszeichen gibt an, dass beim Entladen die Ladung auf 
den Kondensatorplatten abnimmt. 


Integration von (2.12) liefert: 


U) = Lg. e/ RO) (2.13a) 


und damit 


Id) =h-e RN. (2.13b) 


2.2.3.3 Kontinuierlicher Spannungsteiler 


Man kann den gleichmäßigen Spannungsabfall an einem strom- 
durchflossenen Leiter ausnutzen, um bei fester Quellenspan- 
nung Upg eine variable Spannung U < Up zu erzeugen. Wie aus 
Abb. 2.7 ersichtlich, kann man an dem über einen Leiterdraht 
gleitenden Abgriff die Spannung 


U) = 7 Kun (2.14) 


gegen den Punkt A bzw. 


x—L 
U,(&) = — % 


gegen B erhalten. 


In der Praxis wird bei solchen ‚„Potentiometern“ der Widerstand 
als dünne leitende Schicht auf einem Zylinder aufgebracht und 
die variable Spannung dann von einem drehbaren Schleifkon- 
takt abgenommen. 
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2 Der elektrische Strom 


2.2.3.4 Widerstand eines ebenen Kreisringes 
der Dicke h 


Legt man zwischen dem Innenring (Radius r,) und dem Au- 
ßenring (Radius r2) eine Spannung U an (Abb. 2.11), so fließt 
in radialer Richtung durch die gestrichelte Mantelfläche A = 
2rrr - h ein Strom 


1= [j- a=ou: | E: dA 


= 0.1'E-2n-r-h. 


d 
Wesen E = -grad d = 4 e, folgt: 
r 


dd I 
dr 2r#-0«a:r-h' 
sone I * dr 
=. = Dass r 
rı 
I 3 


————— In 
2.0. h Tr 


In(r>/rı) 
2rhoa 


—: ReUl>= (2.15) 





Abbildung 2.11 Stromfluss zwischen zwei kreisförmigen Konzentri- 
schen Elektroden, zwischen denen sich ein homogener Leiter mit 
spezifischem Widerstand 0, = 1/0. befindet 


2.2.4 Temperaturabhängigkeit 
des elektrischen Widerstandes 
fester Körper; Supraleitung 


Wenn die Elektronen mit den Gitteratomen eines regulären Kris- 
talls zusammenstoßen, nimmt nicht ein einzelnes Atom den 
entsprechenden Impuls und die Stoßenergie auf, sondern das 
ganze Kristallgitter, weil jedes Atom durch elastische Kräfte an 
seine Nachbaratome gebunden ist. Die Elektronen regen daher 
durch Stöße Kristallschwingungen an, die stehenden Wellen im 
Kristall entsprechen und die Phononen genannt werden. Durch 
Randbedingungen (z. B. kann die Wellenlänge dieser stehenden 
Wellen nicht kleiner werden als der doppelte Gitterebenenab- 
stand und nicht größer als die doppelte Kristallänge) wird eine 


endliche Zahl von möglichen Schwingungszuständen selektiert. 
Diese Zustände haben diskrete Schwingungsenergien und Im- 
pulse. Die Elektronen können bei Stößen mit Gitteratomen 
Phononen erzeugen und entsprechend Energie und Impuls ab- 
geben. 


Jeder reale Festkörper hat außer den Gitteratomen, die auf 
regulären Gitterplätzen sitzen, auch Fehlstellen, zum einen Git- 
terplätze, an denen Atome fehlen, zum anderen Fremdatome auf 
Zwischengitterplätzen, welche durch Verunreinigungen verur- 
sacht werden (siehe Bd. 3). Diese Fremdatome sind nicht in der 
gleichen Weise wie die regulären Gitteratome miteinander ge- 
koppelt und können deshalb beim Stoß mit Elektronen Energie 
und Impuls aufnehmen, ohne Gitterschwingungen anzuregen. 
Die freie Weglänge A und damit die Leitfähigkeit o.] in Metal- 
len werden deshalb umso größer, je reiner das Metall ist. Man 
kann den spezifischen Widerstand 0, = 1/0. aus zwei Anteilen 
zusammensetzen: 


0s = Omn + Os; 


wobei opn durch Wechselwirkung der Elektronen mit den Pho- 
nonen und os: durch Stöße mit Störstellen und Fremdatomen 
verursacht wird. 


Beispiel 


Für Elektronen in Kupfer bei Zimmertemperatur ist die 
mittlere Stoßzeit zz, = m: o.ı/(n: e?) = 2,5 : 10"!*s. Bei 
einer mittleren Geschwindigkeit von 1,5 - 10° m/s beträgt 
die mittlere freie Weglänge A = 4: 10°®m = 40nm. 
Dies entspricht etwa 200 Atomdurchmessern. Die Leitfä- 
higkeit wird dann gemäß (2.6b) o.ı = 6: 10’ A/V m und 
der spezifische Widerstand o, = 1,7: 10°® Vm/A. Das 
übliche technische Kupfer ist polykristallin. Deshalb ist 
hier der Beitrag os: zum spezifischen Widerstand domi- 
nant, weil in den statistisch orientierten Mikrokristallen 
keine einheitlichen Phononen für den Gesamtkörper auf- 
treten. << 


2.2.4.1 Temperaturverlauf 
des spezifischen Widerstands 
von Metallen 


Mit zunehmender Temperatur wird die mittlere thermische Ge- 
schwindigkeit der Elektronen größer. Außerdem wird ihre freie 
Weglänge A kleiner, weil mehr Gitterschwingungen thermisch 
angeregt werden und damit die Möglichkeit für die Elektronen 
steigt, Energie an Phononen abzugeben. Beide Effekte führen zu 
einer Abnahme der elektrischen Leitfähigkeit o.(T ) bzw. zu ei- 
ner Zunahme des spezifischen Widerstandes o,(T) = 1/0.(T ) 
von Metallen. Diese Abhängiskeit lässt sich in einem weiten 
Temperaturbereich durch die Funktion 
o,(T)=@:(1+a-T+ß-T”) (2.16) 
beschreiben, wobei ß-T «x « ist. Im Allgemeinen wird für 
beschränkte Temperaturbereiche 7 bis 75 die Näherung 


o(T)zoo(l+a(Tn)T) 


Tabelle 2.2 Temperaturabhängigkeit des spezifischen Widerstandes 
o(Tc) = oo(l1 + «aTc) für einige Metalle mit oo = o(Tc = 0°C) 


Metall oo/10”°Qm a/K=! 
Silber 0,015 2772102 
Kupfer 0,016 An 
Aluminium 0,026 47 10, 
Quecksilber 0,941 I el 
Konstantan 0,5 = (0 
(Nig „Cup 5Zng 1) 
Wolfram 0,05 4,83 - 10° 
Ps(T)/ps(300K) Fe 
2 Al 
Hg 
4 Konstantan 
Kohle 
(6) 





0 100 200 300 400 500 600 T/K 


Abbildung 2.12 Temperaturabhängigkeit von o,(7T ) für einige Stoffe 


mit temperaturabhängigem Wert von @ und Tm = (Tı + T})J/2 
verwendet. In Tab. 2.2 sind 00 und «& für einige Metalle aufge- 
listet, Abb. 2.12 gibt einige Beispiele. 


Bei sehr tiefen Temperaturen wird die Zahl der thermisch an- 
geregten Gitterschwingungen sehr klein, und der spezifische 
Widerstand sollte gegen einen konstanten Wert gehen, der durch 
den Einfluss der Fremdatome bestimmt ist und deshalb von 
der Reinheit der Probe abhängt. Wie in Abb. 2.13 am Beispiel 
zweier Natrıiumproben mit verschiedenem Verunreinigungsgrad 
illustriert wird, findet man ein solches Verhalten auch für vie- 
le Metalle. Bei einer Reihe von Festkörpern jedoch springt bei 
einer Temperatur 7. der Widerstand plötzlich auf null (Supralei- 
tung) (Abb. 2.14). 
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Abbildung 2.13 Temperaturabhängigkeit des relativen spezifischen 
Widerstandes o,(T )/o,(290K) von Natrium bei tiefen Temperaturen 
für zwei verschiedene Reinheitsgrade des Metalls 
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Abbildung 2.14 Verlauf von o,(7 ) für Supraleiter mit verschiedenen 
Sprungtemperaturen 7. mit dem Jahr ihrer Entdeckung 


2.2.4.2 Supraleitung 


Die Supraleitung wurde erstmals im Jahre 1911 von A. Ka- 
merlingh Onnes in Leiden entdeckt, als er die Temperaturab- 
hängigkeit des spezifischen Widerstandes und den Einfluss von 
Fremdatomen untersuchen wollte. Er kühlte Quecksilber, das 
durch wiederholte Destillation besonders gut gereinigt werden 
kann, auf Temperaturen um 4K ab, die er durch Verflüssigung 
von Helium erreichen konnte. Zu seiner Überraschung fand er, 
dass der Widerstand seiner Probe bei Temperaturen unterhalb 
4,2K null wurde. Er nannte dieses Phänomen, das dann auch 
bei anderen Stoffen mit unterschiedlichen Sprungtemperaturen 
T. gefunden wurde, Supraleitung [2, 3]. Obwohl wegen der 
technischen Bedeutung dieser Entdeckung sehr intensiv nach 
Supraleitern mit höheren Sprungtemperaturen gesucht wurde, 
hatten alle bis vor kurzem gefundenen supraleitenden Materiali- 
en Sprungtemperaturen unterhalb 30 K und konnten deshalb nur 
mit Hüssigem Helium realisiert werden (Tab. 2.3). 


Erst 1986 gelang es Müller und Bednorz am IBM- 
Forschungslabor in Rüschlikon/Schweiz, spezielle Oxidkera- 
miken zu entwickeln, die bereits bei Temperaturen oberhalb 
von 80K, also schon bei Kühlung mit flüssigem Stickstoff, 
supraleitend wurden [4, 5]. Für diese Entdeckung erhielten bei- 
de 1987, wie auch Kamerlingh Onnes 1913, den Nobelpreis. 
Inzwischen wurden weitere supraleitende oxidische Materia- 
lien (Hochtemperatur-Supraleiter) mit Sprungtemperaturen 
oberhalb 120K gefunden, sodass die technischen Anwen- 
dungsmöglichkeiten wesentlich optimistischer gesehen werden 
können [6, 7]. 


Die theoretische Erklärung der Supraleitung ließ lange auf sich 
warten. Erst etwa 40 Jahre nach ihrer Entdeckung konnten Bar- 
deen, Cooper und Schriefer ein Modell aufstellen (die nach 


Tabelle 2.3 Sprungtemperaturen T, einiger Supraleiter 


Element: T./K Verbindung DR 
Al 17 AbLCMo; 10,0 
Hg 4,15 InNbSn 18,1 
La 6,0 AlGeNb; 207 
Nb 95 LaBaCuO 85 


Dr-@32B2-C10' 725 
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Abbildung 2.15 Kugel-Membran-Modell zur Veranschaulichung der 
Bindung eines Cooper-Paares 
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Abbildung 2.16 Bindung eines Cooper-Paares (e”,p;e”,—p) auf 
Grund der Polarisation des Gitters. Schematisches Modell des pola- 
rısierenden Cooper-Paares; Potential eines Elektrons ım periodischen 
Gitter mit und ohne Polarisation durch das andere Elektron 


den Initialen der drei benannte BCS-Theorie), welche die meis- 
ten experimentellen Beobachtungen erklären konnte. In diesem 
Modell werden die Leitungselektronen durch eine Polarisa- 
tionswechselwirkung mit dem Gitter zu Paaren von je zwei 
Elektronen, den so genannten Cooper-Paaren, korreliert. Die- 
se Cooper-Paare haben eine Bindungsenergie AE und können 
nur dann wieder ın normale Leitungselektronen „aufgebrochen“ 
werden, wenn diese Energie AE durch Wechselwirkung mit 
Gitterschwingungen, d.h. durch Stöße mit den schwingenden 
Atomen, aufgebracht werden kann [2, 3, 8]. 


Man kann sich diesen Sachverhalt an einem einfachen me- 
chanischen Modell verdeutlichen (Abb. 2.15): Auf einer Gum- 
mimembran liegen zwei Kugeln, die auf Grund ihres Ge- 
wichtes die Membran etwas einbuchten. Bringt man nun 
beide Kugeln zusammen, so wird wegen des doppelten Ge- 
wichtes an einer Stelle die Einbuchtung der Membran tiefer 
werden. Die potentielle Energie der beiden Kugeln ist da- 
her kleiner als im getrennten Fall, d.h. die dehnbare Mem- 
bran vermittelt eine Bindungsenergie zwischen den Kugeln. 
Man muss Energie aufwenden, um die beiden Kugeln zu 
trennen. Auf die Cooper-Paare übertragen, besagt das Mo- 
dell Folgendes: Jedes Elektron polarisiert aufgrund seiner 
Coulomb-Wechselwirkung mit den Gitterionen bei seiner Be- 
wegung durch das Gitter die Elektronenhüllen der Ionen 
(Abb. 2.16). 


Fliegt ein zweites Elektron mit entgegengesetzt gleichem Im- 
puls auf der gleichen Spur durch das Gitter, so werden die 
Atome oder Ionen des Gitters polarisiert, d.h. ihre Ladungen 
werden durch den Einfluss beider Elektronen verschoben. Das 


Elektron erfährt dadurch eine anziehende Wechselwirkung zu- 
sätzlich zur Coulomb-Wechselwirkung mit den Ionenrümpfen. 
Genauso erfährt natürlich das erste Elektron diese durch das 
zweite induzierte zusätzliche anziehende Wechselwirkung. Da- 
durch wird die potentielle Energie beider Elektronen abgesenkt 
und die des Gitters erhöht. Man sagt: Durch die Polarisation 
des Gitters wird eine Korrelation zwischen den beiden Elek- 
tronen hergestellt, die zu einem „gebundenen“ Elektronenpaar 
(e’,p;e”,—p) mit dem Gesamtimpuls pc = +p+ (-p) = 0 
führt. Da der Gesamtimpuls des Cooper-Paares ohne äußeres 
elektrisches Feld null ist, Kann es keine kinetische Energie an 
das Gitter abgeben, solange die thermische Energie der Phono- 
nen, mit denen das Paar wechselwirken könnte, kleiner als die 
Bindungsenergie des Cooper-Paares ist. Legt man jetzt ein elekt- 
rısches Feld an, so überlagert sich der Geschwindigkeit v der 
beiden Paar-Elektronen die Driftgeschwindigkeit vp, und der 
Impuls des Cooper-Paares wird 


p = 2mvp . 
Dies führt zu einer Stromdichte 
J = 2ncevp , 


wenn nc die Dichte der Cooper-Paare ist. Da jetzt die Reibungs- 
kraft fehlt, weil das Cooper-Paar keine Energie an das Gitter 
abgeben kann, bleibt der Strom erhalten, auch wenn das äuße- 
re Feld abgeschaltet wird. Langzeitversuche haben gezeigt, dass 
der Suprastrom auch nach einem Jahr noch nicht messbar abge- 
nommen hatte. Schaltet man das äußere elektrische Feld nicht 
ab, so wächst die Driftgeschwindigkeit vp und damit der elek- 
trısche Strom solange an, bis die zusätzliche kinetische Energie 
des Cooper-Paares 


1 1 
Afın = „em)® + vn) -2- 5 mv” 
— Dmv - vp + mv, 


srößer wird als die negative Bindungsenersie. 


Dieses kann dann zerfallen in zwei normale Elektronen, die jetzt 
wieder mit dem Gitter wechselwirken und deren Driftgeschwin- 
digkeit vp dadurch kleiner wird als die des Cooper-Paares. 
Die Supraleitung geht dann wieder in die Normalleitung über. 
Auch ohne äußeres Feld zerfallen die Cooper-Paare oberhalb 
der Sprungtemperatur T., weil dann ihre zusätzliche thermische 
Energie größer wird als ihre Bindungsenergie. 


Obwohl dieses hier sehr vereinfacht dargestellte Cooper-Paar- 
Modell der BCS-Theorie viele experimentelle Ergebnisse rich- 
tig beschreibt, gibt es doch eine Reihe von Beobachtungen, 
die bisher nicht zufrieden stellend erklärt werden können. Ins- 
besondere scheinen sich die neu gefundenen Hochtemperatur- 
Supraleiter nicht ohne weiteres durch das Cooper-Paar-Modell 
beschreiben zu lassen. Hier haben sich neue theoretische An- 
sätze bewährt, welche die Schichtstruktur der Hochtemperatur- 
Supraleiter (Perowskite) und die daraus resultierende richtungs- 
abhängige Leitfähigkeit berücksichtigen. (siehe [9] und Bd. 3). 
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2.2 Elektrischer Widerstand und Ohm'sches Gesetz 
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Abbildung 2.17 Temperaturabhängigkeit der spezifischen Leitfähigkeit (a) und des spezifischen Widerstandes o, (b) für das Halbleitermaterial 
Germanium mit verschiedenen Dotierungskonzentrationen. Links (bei hohen Temperaturen) ist der Anteil der Eigenleitung dominant 


2.2.4.3 Temperaturverlauf der Leitfähigkeit 
bei Halbleitern 


Bei Halbleitern sind die Verhältnisse anders: Hier wird die 
Leitfähigkeit hauptsächlich durch die Dichte n der freien Lei- 
tungselektronen bestimmt. Sie ist im reinen Halbleiter bei 
Zimmertemperatur sehr gering, aber man kann durch geeignete 
Dotierungen von Fremdatomen die Dichte der freien Leitungs- 
elektronen n, und damit o.ı, um viele Größenordnungen erhöhen 
(siehe Bd. 3). Dies wird beim Vergleich zwischen den Kur- 
ven 0,(T,np) für verschiedene Dotierungskonzentrationen np 
in Abb. 2.17 deutlich. Man beachte den logarithmischen Ordi- 
natenmaßstab. 


Die Dichte n der freien Leitungselektronen erhöht sich exponen- 
tiell gemäß 


n(T) = ng e de 


mit der Temperatur. Dabei ist AE die Energie, die man den Elek- 
tronen zuführen muss, damit sie aus dem gebundenen Zustand 
in den freien Leitungszustand übergehen können. 


Bei dotierten Halbleitern werden Fremdatome in den Kristall 
gebracht, für welche die Energie AE wesentlich kleiner ist. 
Deshalb werden die Leitungselektronen bei tiefen Temperatu- 
ren überwiegend von den Fremdatomen (Donatoren) geliefert. 
Oberhalb einer Sättigungstemperatur Ts sind alle Donatoren 
ıonisiert, und die Zahl der Ladungsträger steigt dann nicht 
mehr wesentlich, weil der mit T weiter ansteigende Beitrag 
von den Kristallatomen immer noch sehr klein ist. Da aber die 
Beweslichkeit u mit steigender Temperatur sinkt, nimmt die 
Leitfähigkeit o.ı oberhalb Ts wieder ab (Abb. 2.18). 


Im Temperaturbereich unterhalb 75 wird die Abnahme von 
A(T) und damit u(T) mit wachsendem 7 überkompensiert 
durch den starken Anstieg der Dichte n(T) der Leitungselek- 
tronen, sodass in diesem Bereich die Leitfähigkeit o.1(7T ) mit 
steigender Temperatur steigt, d.h. der spezifische Widerstand 
o,(T ) sinkt. 


u/(mX /V:s) °./@"' m) 
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Abbildung 2.18 Temperaturverlauf von u(T ), n(T ) und 0. (7) für n- 
dotiertes Germanium bei einer Dotierung von np = 10!° /cm’ 


Halbleiter haben daher in diesem Temperaturbereich einen ne- 
gativen Temperaturkoeffizienten & = [do/dT]/oo ihres spe- 
zifischen Widerstandes. Sie werden deshalb auch als NTC- 
Widerstände (negative temperature coefficient) bezeichnet. 


In Tab. 2.4 sind charakteristische Zahlenwerte für Kupfer und 
Germanium angegeben. 


Tabelle 2.4 Vergleich der Temperaturabhängigkeit des spezifischen 
Widerstands o,(T )/os(0 °C) für ein Metall (Cu) und einen Halbleiter 
(Ge) 


BZ )/o(7= DK) Cu Ge 
275 \ j 
300 12 0,8 
400 55 0 
500 1,99 ie be 
600 2,43 lm 
800 >26 8 -10 
1000 4,64 _ 
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2 Der elektrische Strom 
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Abbildung 2.19 Verwendung eines NTC-Widerstandes zur Tempera- 
turmessung 


Die starke Temperaturabhängiskeit des Widerstandes von Halb- 
leitern wird ausgenutzt für empfindliche Temperaturfühler. Wird 
ein solcher Halbleiterwiderstand in einem Spannungsteiler ver- 
wendet (Abb. 2.19), so ergibt jede Temperaturänderung eine 
Änderung der Ausgangsspannung U, und damit ein Spannungs- 
signal, das zur Temperaturanzeige und auch zur Temperatursta- 
bilisierung in entsprechenden Regelkreisen verwendet werden 
kann. 


2.3 Stromleistung 
und Joule’sche Wärme 


Um die Ladung qg vom Ort mit dem Potential d| zu einem Punkt 
mit dem Potential d zu bringen, wird die Arbeit 


W=4 (di -$) =g-U 


aufgewandt bzw. gewonnen (siehe (1.13)). Bei zeitlich kon- 
stanter Spannung U liefert eine Ladungsmenge dO/ dt, die pro 
Sekunde durch einen Leiter fließt, die elektrische Leistung 


P= ee 


=. U: = Us], 


nn 2.17 
dr dr nn 


deren Maßeinheit [P] = 1V-A = 1 Watt = IW ist. 


Die vom Strom während der Zeit Ar = n —tj verrichtete Arbeit 
bei der Spannung U ist 


19) 
w= [u-1a=u-r-ar, 


f 


(2.1/b) 


wobei das zweite Gleichheitszeichen nur gilt, falls U und / zeit- 
lich konstant sind. Ihre Einheit ist 1 Watt - Sekunde = 1Ws = 
lJoulle=1J = 1N:m. 


Diese elektrische Energie wird durch die der Kraft q - E entge- 
gengesetzt gleiche Reibungskraft FR = —kr - vp In Wärmeener- 
gie umgewandelt: Der Leiter wird heiß! (Joule’sche Wärme). 





Abbildung 2.20 a Zur Demonstration der Wärmeleistung P =/?”-Ran 
einer Leiterkette mit abwechselnden Stücken aus Kupfer und Eisen mit 
gleichem Querschnitt. Durch alle Leiter fließt der gleiche Strom. Die 
Eisendrähte glühen hell (R ist groß!), während die Kupferdrähte kalt 
bleiben. b Demonstration der Wärmeleistung P = U?/R bei gleicher 
Spannung für Fe und Cu 


In Ohm’schen Leitern kann man wegen U = I-R die elektrische 
Leistung auch schreiben als 


U? 
PZUIZeRZ nn: (2.18) 


d.h. bei konstantem Strom wird an den Stellen des Leiters 
mit größtem Widerstand R die meiste Leistung verbraucht 
(Abb. 2.20a). Bei konstanter Spannung (Abb. 2.20b) hingegen 
steigt nach (2.18) die Leistung mit sinkendem Widerstand R! 
Um z.B. eine elektrische Kochplatte heißer zu machen, muss 
man ihren Gesamtwiderstand (z.B. durch Parallelschaltung 
mehrerer Teilwiderstände) verringern. 


2.4 Netzwerke; 
Kirchhoff'sche Regeln 


In elektrischen Schaltungen hat man oft ein Netzwerk von vie- 
len Leitern, die sich verzweigen können oder in so genannten 
Knotenpunkten zusammenlaufen. Zur Berechnung der einzel- 
nen Leiterströme, der Spannungen und des Gesamtwiderstandes 
einer Schaltung sind folgende Regeln sehr nützlich: 


1. Kirchhoff’sche Regel 
m Verzweigen sich mehrere Leiter in einem Punkte P 
(Abb. 2.21), so muss die Summe der einlaufenden Ströme 


2.4 Netzwerke; Kirchhoff’sche Regeln 53 


U, =R;l 





A z 
U, — Rz I 2 R% 
3 
Yu =Uo 
k=1 
> — 0 Abbildung 2.23 Hintereinanderschaltung von Widerständen 
k 


Anbilaung 2221 Zn 1 IR ENEOIE SNEIEREEET wobei die Summation über alle im Stromkreis zusätzli- 


chen Spannungsquellen und alle Verbraucher geht, die ın 
Abb. 2.22 durch N = 3 Ohm’sche Widerstände R, symbo- 
lisiert sind, obwohl auch induktive oder kapazitive Verbrau- 
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gleich der Summe der auslaufenden Ströme sein: 





10 2.19 cher in diese Regel eingeschlossen werden können (siehe 
2 m Zi Abschn. 5.4). Schließt man die Generatorspannung Ug und 
i die Spannungsquellen U», U3 und Us in die Summation mit 

Dies folgt sofort aus der Kontinuitätsgleichung, da ım Punk- ein (sie erhalten dann das durch die Pfeile angegebene Vor- 
te P weder Ladung erzeugt noch vernichtet wird und daher zeichen), so folgt aus (2.20): 
der gesamte Strom durch eine geschlossene Fläche A um den n 
Punkt P null sein muss. Nach (2.4a) gilt nämlich: y De, (2.20b) 

dO d k=0 

oo - dV 
dr dr | ee 
V 


divjdv 2.4.1 Reihenschaltung von Widerständen 


Schaltet man in einem Stromkreis, durch den der Strom / fließt, 
J; dA= Ih 0. mehrere Widerstände R; hintereinander (Abb. 2.23), so ist der 
k Spannungsabfall am Widerstand R; 


| 
| 


Ux=I-R;, 
2. Kirchhoff’sche Regel und aus (2.20a) folgt: 
= In jedem geschlossenen Stromkreis ist die Summe al- 
ler Verbraucherspannungen gleich der Quellenspannung Uy Un = y_ U=-1: YRı =/I-R. 
(Abb. 2.22) k k 


N Der GesamtwiderstandR = )_.R; ist also gleich der Summe der 
V=) Uu=RI+ ln +U5+Rı-Us+Rsl, (2.208) Finzelwiderstände, 
k=1 


Bei der Hintereinanderschaltung von Widerständen (Rei- 
henschaltung) addieren sıch die Einzelwiderstände! 


—- 
U, — R} I U 
I R} +-— U 
— 3 ö u 
Wo" 2.4.2 Parallelschaltung von Widerständen 
zu A Ro» U, = Ro I } 
3 + 
Werden zwei Widerstände parallel geschaltet (Abb. 2.24), so gilt 
U,=R,I Us bei einer Spannung U zwischen den Punkten A und B: 
— > 
U U U 
6 —- = =/=I+hb=— +4+— = 
= U, = (6) R Rı R, 
. I 1 1 
Zee, (2.21) 
Abbildung 2.22 Zur 2. Kirchhoff’schen Regel R _Rı R, 
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I=1] +lo 


Abbildung 2.24 Parallelschaltung von Widerständen 


Bei der Parallelschaltung von Widerständen addieren sich 
die Reziprokwerte der Widerstände. 


Der Gesamtwiderstand 


Russ 
_Rı+R 





ıst deshalb kleiner als der kleinste Wert der beiden Widerstände! 
Benutzt man die Leitwerte G = 1/R, so wird aus (2.21) 


G=G+G@. 


Wir erhalten dann die Regel: 


Bei der Parallelschaltung von Widerständen addieren sich 
die Leitwerte; bei der Hintereinanderschaltung addieren 
sich die reziproken Leitwerte. 


2.4.3 Wheatstone'sche Brückenschaltung 


Zur genauen Messung von Widerständen wird die Wheatstone- 
Brücke in Abb. 2.25 verwendet. Rı, R» und Rz sind bekannte 
Widerstände, R, ist unbekannt. Zwischen den Punkten A und B 
wird eine Spannung Un angelegt. Die Spannungen 


Rz 


U, = Un: HEHE: ER 
. (R2+ R3) 


R, 
——— und Ur = Up: 
(Rı E R,) ° . 
an den Punkten C und D gegen B sind genau dann gleich, wenn 
gilt: 


Dann ist die Spannung AU = U} — U» zwischen den Punkten 
C und D Null, d.h. der Strom durch das Messinstrument wird 
Null. Daraus folgt für R.: 


Rı-R 


R, 
Rz 


Üblicherweise benutzt man zum Abgleich der Brückenschal- 
tung einen variablen Spannungsteiler (Potentiometer), mit 





Abbildung 2.25 Wheatstone’sche Brückenschaltung 


dessen Hilfe sich R& und Rz gleichzeitig verändern lassen 
(Abb. 2.25). Es gilt bei einer Länge Z des Spannungsteilers und 
dem Absriff an der Stelle x: 








R> = L—-x 
Rz u x 
Man erhält dann: 
L—-x 
R=R . (2.22) 


Da der Nullabgleich sehr empfindlich ist (das Messinstrument 
kann noch sehr kleine Ströme / und damit kleine Spannun- 
gen (U] — U,) messen), stellt die Wheatstone-Brücke eine sehr 
präzise Möglichkeit zur Messung von Widerständen und ihrer 
Temperaturabhängiskeit dar. 


2.5 Messverfahren 
für elektrische Ströme 


Zur Messung elektrischer Ströme können im Prinzip alle Effekte 
ausgenutzt werden, die durch elektrische Ströme erzeugt wer- 
den. Dies sind insbesondere die Joule’sche Wärme, die magneti- 
sche Wirkung, die elektrolytische Zersetzung leitender Flüssig- 
keiten und die an einem stromdurchflossenen Leiter abfallende 
Spannung. Geräte zur Messung des elektrischen Stromes heißen 
Amperemeter. Einige gebräuchliche Typen sollen kurz vorge- 
stellt werden. Für eine detailliertere Darstellung siehe [10, 11]. 


2.5.1 Strommessgeräte 


2.5.1.1 Hitzdraht-Amperemeter 


Wenn durch einen Draht mit dem Widerstand R ein Strom / 
fließt, wird im Draht die elektrische Leistung ?P = /-Uin 
Wärme umgewandelt. Dies führt zu einer Temperaturerhöhung 
und damit zu einer Längenausdehnung des Drahtes (siehe Bd. 1, 
Kap. 10), die im Hitzdraht-Amperemeter über einen geeigneten 
Hebelmechanismus in eine Zeigerdrehung umgesetzt wird: Ei- 
ne Zugfeder zieht den länger werdenden stromführenden Draht 






Hitzedraht 


Anschlussklemme Faden 





Anschlussklemme 


Rolle 


Feder 


Abbildung 2.26 Hitzdraht-Amperemeter 


nach unten und dreht dadurch den Zeiger (Abb. 2.26). Solche 
Instrumente sınd sehr robust, aber nicht sonderlich empfindlich. 
Ihr Messbereich liegt bei / > 0,1 A. 


2.5.1.2 Strommessung durch Ausnutzung 
magnetischer Wirkungen 


Elektrische Ströme erzeugen Magnetfelder (siehe Kap. 3), wel- 
che Kräfte oder Drehmomente auf magnetische Dipole be- 
wirken. Dies wird zur mechanischen Bewegung von Zeigern 
ausgenutzt. 


Im Drehspul-Amperemeter (Abb.2.27) wird das zum Strom 
proportionale Drehmoment auf eine vom Messstrom durchflos- 
sene Spule im Feld eines Permanentmagneten zur Drehung 
eines Zeigers gegen eine rücktreibende Spiralfeder verwen- 
det (siehe Abschn. 3.5.1). Geräte, die auf der Wechselwirkung 





Anschlussklemme 


Abbildung 2.27 Drehspulinstrument (Wikimedia Commons) 


2.5 Messverfahren für elektrische Ströme 
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Abbildung 2.28 a Dreheisen-Instrument (auch Weicheisen-Instrument 
genannt) [Honina Wikipedia]; b Schematische Seitenansicht; ce Ein 
Weicheisenzylinder wird in das Magnetfeld hineingezogen 


einer stromdurchflossenen Spule mit Magnetfeldern beruhen, 
heißen allgemein Galvanometer. Im Weicheiseninstrument 
(Abb. 2.28) erzeugt der Messstrom durch eine Spule ein Ma- 
gnetfeld, welches zwei Weicheisenkörper im Magnetfeld gleich- 
sinnig magnetisiert, sodass sie sich abstoßen. Die Funktions- 
weise des Dreheisen-Strommeßgeräts (Abb. 2.28a) läßt sich 
folgendermaßen beschreiben: Ein feststehender Weicheisenkern 
und ein drehbarer Weicheisenkern, an dem ein Zeiger befes- 
tigt ist, befinden sich innerhalb einer Spule. Fließt Storm durch 
die Spule so werden beide Kerne gleichsinnig magnetisiert und 
stoßen sich ab. Dies bewirkt eine Drehung des beweglichen Ei- 
senkerns gegen das rücktreibende Drehmoment der Spiralfeder 
und damit eine Zeigerdrehung, die jedoch nicht proportional 
zur Stromstärke ist. Das Dreheiseninstrument ist ein Spezial- 
fall der Weicheisen-Instrumente. In Abb. 2.28b ist das Schema 
nochmal vereinfacht gezeigt. Da beim Umpolen der Strom- 
richtung die induzierten magnetischen Momente beider Stäbe 
umgepolt werden, stoßen sich die Stäbe bei jeder Stromrich- 
tung ab. Weicheiseninstrumente sind deshalb für Gleichstrom 
und für Wechselstrom geeignet. Eine andere Version verwendet 
ein Stück Weicheisen, das in eine vom Messstrom durchflossene 
Spule hineingezogen wird (Abb. 2.28c). 
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2 Der elektrische Strom 


U=I-R 


Isolator 


statisches 
Voltmeter 


Abbildung 2.29 Strommessung mithilfe eines statischen Voltmeters 
(siehe Abb. 1.5) 


Man nimmt so genanntes „Weicheisen“, weil dieses Material 
gut magnetisierbar ist, sich aber auch leicht umpolen lässt, d.h. 
seine Hystereseschleife (siehe Abschn. 3.5.5) umschließt eine 
kleine Fläche. 


2.5.1.3 Strommessgeräte, 
die auf elektrolytischen Wirkungen basieren 


Viele molekulare Stoffe werden chemisch zersetzt, wenn 
sie vom elektrischen Strom durchflossen werden (siehe Ab- 
schn. 2.6). Die Moleküle dissoziieren in positive und negative 
Ionen, die als Ladungsträger den Strom transportieren und an 
den Elektroden abgelagert werden. Die pro Sekunde abgeschie- 
dene Stoffmenge ist proportional zum Strom und kann deshalb 
zur Strommessung benutzt werden. 


2.5.1.4 Statische Voltmeter als Strommesser 


Da der Strom /, der durch den Widerstand R fließt, dort einen 
Spannungsabfall U = /-R erzeugt, kann / im Prinzip mit einem 
parallel zu R geschalteten Voltmeter (dessen Innenwiderstand 
R; groß sein muss gegen R) gemessen werden (Abb. 2.29). 


2.5.2 Schaltung von Amperemetern 


Jedes Amperemeter hat einen Maximalstrom für den Vollaus- 
schlag des Zeigers über die Messskala, der von der Konstruktion 
des Messwerks abhängt. Möchte man größere Ströme messen, 
so kann man den Messbereich durch Parallelschaltung von Wi- 
derständen erweitern (Abb. 2.30). Ist der Innenwiderstand des 
Messwerks R;, so fließt bei Parallelschaltung eines Widerstan- 
des R nur der Bruchteil /ı = !-R/(R+R;) des gesamten Stromes 
I=I, + durch das Instrument. 


Da bei der Messung eines Stromes / an einem Messinstrument 
mit dem Gesamtwiderstand Ru = R- R;/(R+R;) die Span- 
nung AU = Ru : I =R;- I, abfällt, ändert die Strommessung 
die Spannung im Schaltkreis. Der Widerstand Ru eines Am- 
peremeters sollte deshalb so klein wie möglich sein. Dies kann 
mit Geräten großer Empfindlichkeit (d.h. kleine Ströme /, kön- 
nen noch gemessen werden) und kleinem Innenwiderstand R; 
erreicht werden. 





“_—  ___ __ 


Abbildung 2.30 Strommessung mit einem Amperemeter mit Innenwi- 
derstand R; und Maximalstrom /ma- aFür / < Mx;bfü/=Ihı+h> 
es aD He 





U, =V-U, =R,V-l 


Abbildung 2.31 Empfindliche Strommessung mit einem Spannungs- 
verstärker, der die Eingangsspannung U, = I. : R,. bzw. den Eingangs- 
strom /. verstärkt, sodass die Ausgangsleistung ? = /, - U, hoch genug 
ist, ein mechanisches Messwerk zu bewegen. Meistens wird jedoch eine 
elektronische digitale Anzeige gewählt 


Moderne Strommessgeräte verstärken die durch den Messstrom 
am Eingangswiderstand R, eines Verstärkers erzeugte Spannung 
U. = R.:/ umeinen Faktor V (Abb. 2.31) und können auf diese 
Weise Ströme bis hinunter zu 101° A noch messen. 


Beispiel 


Te ITS = 0 = = U = Vi = 
1 V mitV = 10%. =] 


2.5.3 Strommessgeräte als Voltmeter 


Da eine Spannung U einen Strom 7 = U/R durch einen 
Widerstand R bewirkt, können Strommessgeräte auch zur Span- 
nungsmessung verwendet werden. Dazu wird ein Widerstand 
R in Reihe mit dem Messwerk geschaltet (Abb. 2.32), so dass 
der Strom / = U/(R+R;) im Messbereich der Anzeigeskala 
liest. Als Voltmeter verwendete Strommessgeräte sollten einen 
möglichst großen Gesamtwiderstand (R + R;) haben, damit der 
Messstrom den Gesamtstrom ım Schaltkreis möglichst wenig 
beeinflusst. 


Verbraucher 
R, 





Abbildung 2.32 Einsatz eines Strommessgerätes zur Spannungsmes- 
sung 


Amperemeter sollen einen möglichst kleinen, Voltmeter 
einen möglichst großen Gesamtwiderstand haben. Es kön- 
nen jedoch zur Strom- und Spannungsmessung gleiche 
Geräte (mit entsprechendem zugeschalteten Widerstand 
(Parallel- bzw. Vorschaltung)) verwendet werden. 


2.6 lonenleitung in Flüssigkeiten 


Taucht man zwei Metallelektroden in eine Flüssigkeit, in der 
Säuren, Laugen oder Salze gelöst sind (Abb. 2.33), so fließt 
bei Anlegen einer Spannung U ein Strom /. Man nennt sol- 
che den elektrischen Strom leitende Flüssigkeiten Elektrolyte. 
Anders als bei der metallischen Leitung ist hier aber der Strom- 
durchgang mit einer chemischen Zersetzung des Elektrolyten 
verbunden. Sowohl an der positiven Elektrode, der Anode, als 
auch an der negativen Elektrode, der Kathode, werden Stoffe in 
fester oder gasförmiger Form abgeschieden. 


Verwendet man z.B. eine Kupfersulfatlösung in Wasser, so 
spalten bereits ohne angelegte Spannung die CuSO,-Moleküle 
infolge ihrer Wechselwirkung mit den Wassermolekülen auf 
in positiv geladene Cu**-Ionen und negativ geladene SO, - 
Ionen. Der Name „Ion“ kommt aus dem Griechischen und 
bedeutet „das Wandernde“. Bei Anlegen einer Spannung an die 
Elektroden, die ein elektrisches Feld zwischen den Elektroden 
erzeugt, wandern die positiven Ionen (Kationen) zur Kathode, 
nehmen dort zwei Elektronen aus der Kathode auf und scheiden 
sich als neutrales metallisches Kupfer ab. Die negativen Ionen 





Abbildung 2.33 Elektrolytische Leitung 


2.6 lonenleitung in Flüssigkeiten 


H,O 
"6 
>»o € 
„nv 


H,O 


Abbildung 2.34 Anlagerung von Wasser-Dipol-Molekülen an ein po- 
sitives bzw. negatives Ion 


(Anıonen) wandern zur Anode. Dort geben sie zwei Elektronen 
ab, und die neutralen SO;-Reste reagieren mit Wasser gemäß 


2504 + 2H>0 —> 2H>SO4 + OÖ, ; 


Der Sauerstoff entweicht an der Anode als Gas. 


Alle Elektrolyte bestehen aus Molekülen mit einer unsym- 
metrischen Elektronenverteilung (der Ladungsschwerpunkt der 
Elektronen fällt nicht zusammen mit dem der positiv gelade- 
nen Kerne). Solche Moleküle dissoziieren in entgegengesetzt 
geladene Ionen. Für die Dissoziation ist die Energie AW} not- 
wendig. Bei der Anlagerung der Ionen an die Wasserdipole wird 
Energie gewonnen. 


EEE EN Gym 
+AWı 


Cu** +nH,O —— (Cu: nH>0) 
= 2 


SO; + nH50 —— (804: nH30)"" . 
= 3 


Die Dissoziation der Elektrolytmoleküle in Wasser in Ionenpaa- 
re geschieht immer dann spontan (d.h. auch ohne äußeres Feld), 
wenn der Energiegewinn AW>; + AW3 durch Anlagerung der Di- 
polmoleküle an die geladenen Ionen (Abb. 2.34) größer ist als 
der Energieaufwand AW\j zur Dissoziation. 


Erhöht man, von kleinen Werten kommend, die Konzentration 
n (Moleküle/m?) des gelösten Salzes im Wasser, so steigt bei 
konstanter Spannung U der Strom /. Die Leitfähigkeit o.ı steigt 
anfangs linear mit n an, geht dann in Sättigung über und sinkt bei 
hohen Konzentrationen wieder ab (Abb. 2.35). Dieser Verlauf 
lässt sich folgendermaßen verstehen: 


Die Leitfähigkeit 


DIENT Uu 


kann nach (2.6c) als Produkt aus Ladungsträgerkonzentration n 
und Beweglichkeit u geschrieben werden. Bei kleinen Konzen- 
trationen ist u unabhängig von n und liegt ın der Größenordnung 
von 10”®-10°" m?/(V ss) (Tab. 2.5). Die Leitfähigkeit 0. steigt 
dann linear mit n an. 
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2 Der elektrische Strom 





Konzentration N 


Abbildung 2.35 Typischer Verlauf der elektrischen Leitfähigkeit o.ı ei- 
nes Elektrolyten als Funktion der Konzentration für zwei verschiedene 
Temperaturen 


Tabelle 2.5 Ionenbeweglichkeiten in wässriger Lösung bei sehr klei- 
nen Ionenkonzentrationen bei 20 °C 


Kationen ur Anionen 


z= 
m?/(V -s) m?/(V -s) 
Dr 315102 OH 17742005 
ls el cr 6,9 108 
Nat 4,3. 10° Br” Sl): 
Agt Ar 0m [a ol 
Znt+ el SO AR: 
Beispiel 
Für n* = n” = 10° /m? (schwache Ionenkonzentration 


von 1,5 mol/m?) und u* = 4,3-10”® m?/V sfür Na* und 
u” = 6,9: 10° m?/V s für CI” wird die elektrische Leit- 
fähigkeit einer NaCl-Lösung 0. = (n’u* +nu”)e = 
1,8- 10°? A/V m. Bei einer Feldstärke von E = 10° V/m 
wird die Driftgeschwindigkeit vs = 4,3 - 10° m/s, 
vn = 6,9. 10” m/s und die Stromdichte j = og: E = 
18 A/m?. <i 


Mit zunehmender Konzentration n nimmt der mittlere Abstand 
zwischen den Ionen ab, und damit wird die Anziehung zwi- 
schen den Ionen größer. Man muss zur räumlichen Trennung 
der Ionen Arbeit aufwenden. Dies lässt sich auch durch die ın 
Abschn. 2.2 diskutierte Reibungskraft ausdrücken. Diese wird 
mit zunehmender Ionenkonzentration wegen der langreichwei- 
tigen Coulomb-Kraft F & 1/r? bei Ion-Ion-Stößen größer. Die 
Beweglichkeit wird deshalb mit zunehmender Konzentration n 
erst langsam, dann immer schneller kleiner, sodass die Zunah- 
me von n schließlich überkompensiert wird durch die Abnahme 
vonu. 


Die Leitfähigkeit o.; von Elektrolyten nimmt mit zunehmender 
Temperatur zu (im Gegensatz zu Metallen, wo sie abnimmt!). 
Dies hat zwei Gründe: 


m Die Viskosität des Lösungsmittels nimmt mit steigender 
Temperatur ab, deshalb steigt die Beweglichkeit u. 

= Die thermische Energie der Ionen nimmt mit T zu, sodass 
man weniger zusätzliche Energie zur räumlichen Trennung 
der Ionen gegen die Coulombanziehung aufbringen muss. 


Ein Mol eines Ions mit der Ladung Ze transportiert die Ladung 
O=Nıi Z e=F-Z, 


wobei N, die Avogadrokonstante (Zahl der Moleküle pro mol) 
ist. Oft wird auch die Loschmidtzahl N| = 2,6867811m 
benutzt, welche die Zahl der Moleküle pro m? unter Normalbe- 
dingungen angibt. Die Ladung, die von | Mol einwertiger Ionen 
transportiert wird, heißt Faradaykonstante 


F=Nn:e= 96485,309C/mol . 


Beim Transport der Ladung F wird eine Masse m = M/Z trans- 
portiert, wobei M die Molmasse der Ionen ist. Die Masse der 
Ionen, die beim Ladungstransport von 1C an den Elektroden 
abgeschieden wird, heißt elektrochemisches Äquivalent Ec. 


Beispiel 


5.63,5g = 31,75g Cu**-Ionen transportieren die La- 
dung F = 9,6 : 10*C, d.h. bei einem Ladungstransport 
von 1C wird die Kathode um 31,75/96000 g = 0,33 mg 
schwerer. 4 


Man kann durch Messung von Strom / und Massenzunahme Am 
der Kupferkathode während der Zeit Ar die Elementarladung 
e = 1,6022 - 10°? C bestimmen. 


2.7 Stromleitung in Gasen; 
Gasentladungen 


Teilweise oder vollständig ionisierte Gase, die als Plasma be- 
zeichnet werden, gehören zu den gemischten Leitern. Der La- 
dungstransport wird sowohl durch Elektronen als auch durch 
positive und negative Ionen übernommen. Abgesehen von eini- 
sen Ausnahmen sind die Plasmen quasi-neutral, d.h. gemittelt 
über ein Mindestvolumen AV = r;, ist die Zahl der negati- 
ven Ladungen gleich der der positiven Ladungen. Die Größe rp 
heißt Debyeradius. 


2.7.1 Ladungsträgerkonzentration 


Die Ladungsträgerdichte n* x n” = n eines quasi-neutralen 
Plasmas wird bestimmt durch die Erzeugungsrate (dn/dr)ez = 
a& und die Vernichtungsrate der Ionenpaare. Der Hauptver- 
nichtungsprozess ist die Rekombination, bei der ein Elektron 
und ein positives Ion zusammenstoßen und dabei ein neutra- 
les Atom bzw. Molekül bilden. Die kinetische Energie ihrer 
Relativbewegung vor dem Stoß wird entweder durch Aussen- 
dung eines Photons abgeführt (Rekombinationsstrahlung) oder 
an einen dritten Stoßpartner (der auch die Wand des Gefäßes 
sein kann) abgegeben. Die Rekombinationsrate ist proportional 


zum Produkt n* -n” der Dichten von Elektronen und Ionen, d.h. 
(d n/ Af)ek = —Bn“. 


Insgesamt erhalten wir daher für die zeitliche Änderung der La- 
dungsträgerkonzentration: 


(223) 


Stationäres Gleichgewicht (dn/dt) = 0 herrscht, wenn die 
Erzeugungs- und Vernichtungsrate gleich groß sind. Daraus er- 
hält man für die stationäre Ladungsträgerdichte 


a/ß. (2.24) 


Nstat — 


Man beachte: 


Die Größe n ıst die Dichte der Ionenpaare. Man hat also insge- 
samt 2n Ladungsträger (n* + n” = 2n) pro Volumeneinheit. 


Hört dıe Erzeugung von Elektronen zur Zeit t = O0 bei einer 
Ladunsgsträgerdichte ng = n(t = 0) plötzlich auf, so vermindert 
sich n(t) durch Rekombination. Integration von (2.23) mit@ = 


OÖ liefert: ng 2 


N 
a 1-+ Pnot l+ 1/0,» 


(2.25) 
Die Abklingkurve n(t) ist eine Hyperbel. Die Halbwertszeit 
tı/ya = 1/(Pno) gibt an, nach welcher Zeit die Konzentration 
auf die Hälfte ihres Anfangswertes no abgesunken ist. 


2.7.2 Erzeugungsmechanismen 
für Ladungsträger 


Ionen-Elektronen-Paare können in Gasen auf verschiedene Wei- 
se erzeugt werden: 


2.7.2.1 Thermische lonisation 


Bringt man unterhalb der Platten eines geladenen Kondensa- 
tors eine Kerzenflamme oder einen Bunsenbrenner, so fließt ein 
Strom, der wieder auf null zurückgeht, wenn die Flamme ent- 
fernt wird (Abb. 2.36). Offensichtlich werden durch die Flamme 
elektrische Ladungsträger erzeugt, die im elektrischen Feld des 
Kondensators zu den geladenen Platten transportiert werden. Es 
zeigt sich, dass diese Ladungsträger durch eine Kombination 
von thermischer Anregung und dadurch initiierten chemischen 
Prozessen ın der Flamme entstehen. 


Um allein durch Zufuhr thermischer Energie (d.h. Erhöhung der 
kinetischen Energie der Atome oder Moleküle) infolge von Stö- 
Ben der Teilchen miteinander Ionisation zu erreichen, muss die 
Temperatur sehr hoch sein. 


Beispiel 
Bei einer Temperatur T = 6000 K (Oberflächentempera- 


tur der Sonne) ist nur ein Bruchteil von 10” des neutralen 
atomaren Wasserstoffs ionisiert. < 


2.7 Stromleitung in Gasen; Gasentladungen 


4 


> oe, 


7 


Abbildung 2.36 Thermische Ionisation von Molekülen durch einen 
Bunsenbrenner 


Mithilfe von speziellen Festkörperoberflächen als Katalysatoren 
kann der Ionisationsgrad schon bei tieferen Temperaturen stark 
erhöht werden. 


2.7.2.2 Elektronenstoßionisation 


Beschleunigt man Elektronen auf genügend hohe Energien 
(Ekin > Jonisationsenergie = 10eV), so können sie beim 
Stoß mit Atomen oder Molekülen ein Elektron aus der Elek- 
tronenhülle herausschlagen und dadurch ein Elektron-Ion-Paar 
erzeugen: 

er +tA— AT+eT+e7. (2.26) 
Dies ist der Hauptmechanismus zur Erzeugung von Ladungsträ- 
gern ın Gasentladungen. 


2.7.2.3 Photoionisation 


Bestrahlt man die Luft zwischen den Platten eines geladenen 
Kondensators (der mit einer Spannungsquelle verbunden ist) 
mit ultraviolettem Licht genügend kurzer Wellenlänge oder mit 
Röntgenstrahlung, so kann man einen Strom messen, der pro- 
portional zur Intensität der Strahlung ist. Die Ionen-Elektronen- 
Paare entstehen durch Photoionisation der Gasmoleküle 


M+hv—>M'’+e. 





Abbildung 2.37 Photoionisation in Gasen durch kurzwellige Strahlung 
von Photonen hv, zum einen durch den Prozess M+ hv — M’ + e7 
und zum anderen durch Freisetzung von Elektronen durch Photoeffekt 
an der negativen Platte des Kondensators, die dann infolge Elektronen- 
stoßionisation Ionen erzeugen 
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2 Der elektrische Strom 


Die positiven Ionen wandern zur negativen Elektrode, die Elek- 
tronen zur positiven Elektrode. Trifft die Strahlung auf die 
Platten des Kondensators, so werden Elektronen aus der ne- 
gativen Platte ausgelöst, die dann durch Beschleunigung im 
elektrischen Feld genügend Energie erhalten können, um durch 
Elektronenstoßionisation neue Elektronen-Ionen-Paare zu er- 
zeugen (Abb. 2.37). 


2.7.3 Strom-Spannungs-Kennlinie 


Erzeugt man in einem Gefäß mit zwei Elektroden K und A, 
das ein Gas bei einem Druck von einigen Millibar enthält, 
durch einen der oben diskutierten Prozesse Ladungsträger, so 
beobachtet man als Funktion der zwischen K und A anliegen- 
den Spannung U einen Strom /(U), der etwa den in Abb. 2.38 
gezeigten Verlauf hat. Anfangs steigt /(U) proportional zur 
Spannung U (linearer Bereich), geht dann in einen nahezu 
konstanten, d.h. von U unabhängigen Wert /s über (Sättigungs- 
bereich), um dann oberhalb einer von Gasart, Gasdruck und 
Gefäßgeometrie abhängigen kritischen Spannung Uc steil anzu- 
steigen (Stoßionisation) und dann bei der Zündspannung Uz in 
eine selbstständige Entladung überzugehen, die auch ohne von 
außen erzeugte Ladungsträger aufrechterhalten werden kann. 


Dieser Verlauf lässt sich folgendermaßen erklären: Die durch 
einen der Erzeugungsprozesse im Abschn. 2.7.2 gebildeten La- 
dungsträger erhalten, analog zu den Elektronen im Metall, im 
elektrischen Feld E zwischen den Elektroden K und A eine 
Driftgeschwindigkeit 


e* Te 





vp = E, 


m 














Bogenentladung anomale 


Glimm- 
entladung 


normale 


selbst- 
ständige 
Entladung 


unselbst- 
ständige 
Entladung 


Us UU, U 


Abbildung 2.38 Strom-Spannungs-Charakteristik eines ionisierten 
Gases 


die sich ihrer thermischen Geschwindigkeit v überlagert und die 
von der Feldstärke E, von der mittleren Stoßzeit ts, = A/v und 
damit über die freie Weglänge A = kT/(p - osı) vom Druck p 
des Gases und dem Stoßquerschnitt os, abhängt. Die positiven 
Ladunssträger driften zur Elektrode K, die negativen zu A. 


Auf dem Weg vom Entstehungsort zu den Elektroden können 
die Ladungsträger rekombinieren. Die Zahl der Rekombinatio- 
nen hängt dabei von der Zeitspanne zwischen Entstehung und 
Ankunft auf den Elektroden ab, sie sinkt daher mit wachsender 
Feldstärke E. 


Solange die Zahl Z = I/gq der pro Zeiteinheit die Elektroden 
erreichenden Ladungsträger klein ıst gegen die Rekombina- 
tionsrate, wird das Gleichgewicht zwischen Erzeugungs- und 
Rekombinationsrate nicht wesentlich gestört, und wir erhalten 
aus (2.24) für die Ladungsträgerkonzentration ng = Ya/Pß; 
sodass wir für die Stromdichte j auf die Elektroden gemäß 
(2.3) und (2.6b) mit den (Beträgen der) Beweglichkeiten u* = 
07 /(n-g) erhalten: 


J=q4: Astar (u? +u)-E 


— eya/ß(u"+u)-E, (2.27) 
wenn jeder der Ladungsträger die Elementarladung qg = +e 


trägt. 


In diesem Bereich gilt also das Ohm’sche Gesetz (2.6b), d.h. 
der Strom / = j- A auf die Elektroden mit der Fläche A und 
dem Abstand d zwischen Anode und Kathode steigt linear mit 
der Spannung U=E-d. 


Steigt die Spannung weiter an, so sinkt die Rekombinationsrate, 
weil die Driftgeschwindigkeit vp zunimmt und daher die Auf- 
enthaltsdauer der Ladungsträger im Plasma, wo Rekombination 
stattfinden kann, abnimmt. Sättigung des Stromes /(U) wird 
erreicht, wenn alle gebildeten Ladungsträger die Elektroden 
erreichen, bevor sie rekombinieren können. Bei einer Bildungs- 
rate @ pro Volumeneinheit und einem Elektrodenabstand d hat 
man die Bildungsrate n = & -d- A von Ladungsträgerpaaren im 
Volumen V = d-A, und die Sättigungsstromdichte js.t = I/A 
ist daher 


Isa = 2a ed, (2.28) 


wobei der Faktor 2 berücksichtigt, dass sowohl die positiven als 
auch die negativen Ladungsträger zum Gesamtstrom beitragen. 


Beispiele 


l. Durch kosmische Strahlung werden in bodennahen 
Schichten unserer Atmosphäre etwa 10° Ionenpaare 
pro m? und s erzeugt, d.h. « = 10°m?s=!. Der 
Rekombinationskoeffizient bei Atmosphärendruck ist 
etwa ß = 10°!” m?s-!. Aus (2.24) erhält man daraus 
eine stationäre Ionenpaarkonzentration von 10° m®. 
Die Beweglichkeit u der positiven Ionen in Luft bei 
Atmosphärendruck (Neutral X 3 : 10° m°) ist bei ei- 
nem Stoßquerschnitt os: = 101° m? 


e 
uU = 


— Zz30 m &s. 
M-V-N-Os 


die der negativen Ladungsträger (Elektronen und ne- 
gative Ionen) ist im Mittel etwa doppelt so groß. Legt 
man an einen Plattenkondensator in Luft mit Platten- 
abstand d eine Spannung U an, so fließt auf Grund der 
Ionenkonzentration in Luft ein elektrischer Strom /, 
dessen Stromdichte gemäß (2.27) 


Tees Zune = 


j=15:10 P°U/d, []=A/m 

ist. Im Sättigungsfall werden alle gebildeten Ladungs- 
träger auf die Elektroden abgezogen, d.h. die Strom- 
dichte ist dann nach (2.28) 


Isar = 2: 10° 1,6: 10° .d. 
Für d = 0,1 m wird die Sättigungsstromdichte jsa = 


3,2 - 10=1* A/m?. Für diesem Fall wird die Sättigung 
also bereits für Feldstärken von E = 0,21 V/m er- 


reicht. 
2. Steigert man die Erzeugungsrate (z.B. durch Rönt- 
genstrahlung) auf & = 10!? Ionenpaare pro m? s), 


so steigt bei gleichem Rekombinationskoeffizienten 
ß die Sättigungsfeldstärke um den Faktor 10° auf 
200, me < 


Wird die Spannung U zwischen den Elektroden über den kri- 
tischen Wert Uc vergrößert, so erhalten die Ladungsträger im 
elektrischen Feld eine so große Energie, dass sie beim Stoß 
mit den neutralen Atomen oder Molekülen des Gases diese 10- 
nisieren können (Stoßionisation). Dazu tragen vor allem die 
Elektronen bei, da sie wegen ihrer gleichen Masse wie die Elek- 
tronen der neutralen Atome effektiver als die Ionen Energie auf 
die Atomelektronen übertragen können (siehe Bd. 1, Kap. 4). 


2.7.4 Mechanismus von Gasentladungen 


Um durch Stoßionisation neue Ladungsträger zu erzeugen, müs- 
sen die Elektronen im beschleunigenden Feld E während der 
freien Weglänge A zwischen zwei Stößen mindestens eine Ener- 
gie aufnehmen, die ausreicht, um das gestoßene Neutralteilchen 
mit der lIonisierungsenergie W;on Zu ionisieren. Bei einem elek- 
trischen Feld E in x-Richtung ist ihre Energieaufnahme e-E-A,, 
wobei A, die Strecke in x-Richtung ist, die im Mittel zwischen 
zwei Stößen zurückgelegt wird. Die Bedingung für Stoßionisa- 
tion auf der Strecke A, ist daher 

e:E:A; > Wo: (2.29) 
Ein Strom von N Elektronen pro Zeiteinheit, die im Feld & in x- 
Richtung beschleunigt werden, erzeugt dann entlang der Strecke 
dx 


dN = yNdx (2.30) 


2.7 Stromleitung in Gasen; Gasentladungen 





Abbildung 2.39 Multiplikationseffekt bei der Erzeugung von La- 
dungsträgern in einer Gasentladung 


neue Ladungsträgerpaare und damit dN zusätzliche Elektronen, 
die nach entsprechender Beschleunigung wieder stoßionisieren 
können (Abb. 2.39). 


Der Faktor 
_ (dN/N) 


dx 


gibt die Anzahl der Sekundärelektronen an, die ein Primärelek- 
tron im Mittel pro Weglängeneinheit in x-Richtung erzeugt. Da 
die freie Weglänge A & 1/p vom Druck p im Entladungsraum 
abhängt, ist auch das /onisierungsvermögen y abhängig vom 
Verhältnis E/p von Feldstärke E und Druck p und von der loni- 
sierungsenergie W;on. In Abb. 2.40a ist y (E/p) für verschiedene 
Gase aufgetragen. Man sieht daraus z.B., dass bei gleichem 
Wert E/p das lonisierungsvermögen für Ne oder He wegen de- 
ren hohen lonisierungsenergien kleiner ist als für Luft. 


Durch Integration von (2.30) ergibt sich die nach der Strecke 
x = d angewachsene Zahl von Elektronen zu 

N, = Noe’ , 2,31) 
wobei Ng = N(x = 0) der beix = 0 vorhandene Elektronen- 


strom ist (z.B. durch Glühemission aus der Kathode bei x = O0 
erzeugt). 


Die bei der Stoßionisation gebildeten N* = Ny(e’? — 1) positi- 
ven Ionen pro Zeiteinheit (hier muss man die in (2.31) enthalte- 
nen N, primären Elektronen abziehen) werden in Feldrichtung 
auf die Kathode hin beschleunigt und können beim Aufprall 
auf die Kathode dort Sekundärelektronen herausschlagen. Wenn 
ö die mittlere Zahl der pro Ion erzeugten Sekundärelektronen 
ist (ö hängt ab vom Kathodenmaterial sowie von Ionenart und 
Ionenenergie), werden insgesamt ö-Ny (e’®—1) Sekundärelektro- 
nen erzeugt. Diese werden wieder zur Anode hin beschleunigt 
und erzeugen auf der Strecke d 


Na = 6-No:- (e!! - 1) - e’? 
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2 Der elektrische Strom 


2 


y/m 


10' 
10° 
10° 
10° 


10° 
io wow ee ©. 


a) (E/p)/(V mbar" m") 





U,/V 





16 
10° 10 10' 1 


b) p-d/(mbar-m) 
Abbildung 2.40 a lonisierungsvermögen y als Funktion des Verhält- 


nisses E/p für verschiedene Gase; b Zündspannung Uz als Funktion 
des Produktes von Druck p und Elektrodenabstand d 


Ionenpaare. Der Prozess setzt sıch fort, sodass insgesamt 


N = Noet ) Sie! - 1)‘ (2.32) 


Sekundärelektronen pro Zeiteinheit entstehen. 


Für ö(e’ — 1) < 1 hat die geometrische Reihe (2.32) den Wert 


erd 
N = N ———— nn. 2.33 
01-5 (erd_]) on 
Der Entladungsstrom 
erd 
I=eN = el — Rs, 
ö “0T-g(ed-]) 


wächst stärker als linear mit der Feldstärke E, weil y und da- 
mit auch N steil mit E ansteigen (Abb. 2.40a). Solange jedoch 
ö(e’? - 1) < 1 bleibt, ist die Entladung unselbstständig. Der 
Strom (2.33b) wird null, wenn Ng = 0 wird, d.h. wenn die Start- 
elektronen (2.31) nicht von außen (z. B. durch Röntgenstrahlung 
oder durch Glühemission) erzeugt werden. 


Dies ändert sich, wenn das lonisierungsvermögen y so groß 
wird, dass ö(e’® — 1) > 1 wird, d.h. 


„ı, ($+1 
— IN I 
Dez u 5 


weil dann in (2.32) N —> oo geht. Aus jedem zufällig 
(z.B. durch die kosmische Strahlung) erzeugten Primärelektron 


(2.34) 


instabiler 

Bereich 

AdI/dU<O 
selbstständige 


SEEN, VEREINE Entladung 
unselbstständige 





dI/dU>O0 





U 


Abbildung 2.41 Strom-Spannungs-Charakteristik einer Entladung mit 
stabilem (d//dU > O0) und instabilem Bereich (d//dU < 0) mit nega- 
tivem differentiellen Widerstand dU/d/ 


entwickelt sich eine unendlich anwachsende Lawine von La- 
dungsträgern. Da das Ionisierungsvermögen y wie gesagt steil 
mit der Feldstärke ansteigt, wird die Zündbedingung (2.34) für 
jede Entladung oberhalb einer Zündfeldstärke Fz erfüllt. Die 
Entladung brennt selbstständig. Die Zündspannung Uz hängt 
ab von Gasart und Gasdruck (Abb. 2.40b) und von der Geo- 
metrie des Entladungsgefäßes, wıe Elektrodenabstand d und 
Elektrodenform, und auch vom Elektrodenmaterial (weil ö vom 
Kathodenmaterial abhängt). 


Die Bedingung für eine selbstständige stationäre Entladung lau- 
tet: 


Jeder Ladungsträger muss für seinen eigenen Ersatz sor- 
gen. 


Man beachte: Da mit zunehmender Dichte n der Ladungs- 
träger die Leitfähigkeit o.ı ansteigt, sinkt der Widerstand 
der selbstständigen Gasentladung mit zunehmendem Strom 
(Abb. 2.41), die Strom-Spannungs-Charakteristik d//dU wird 
negativ! Da der dadurch bei fester Spannung U beliebig an- 
steigende Entladungsstrom zur Zerstörung der Spannungsver- 
sorgung führen würde (bzw. zum Durchbrennen der Sicherung), 
muss man Gasentladungen durch Vorschalten eines Ohm’schen 
Widerstandes R oder bei Wechselspannungs-Entladungen durch 
eine Spule mit dem Wechselspannungswiderstand Z = iwL 
(siehe Abschn. 5.4) stabilisieren (Abb. 2.42). Mit zunehmendem 
Strom wächst der Spannungsabfall AU = /- Ram Widerstand, 
sodass für die Entladung nur noch die mit / absinkende Span- 
nung 
U=U-R-I 


(Widerstandsgerade in Abb. 2.42) zur Verfügung steht. Ein sta- 
biler Betrieb stellt sich im Schnittpunkt der Widerstandsgeraden 
mit der Charakteristik /(U) der Gasentladung ein. 


2.7.5 Verschiedene Typen von Gasentladungen 


Die Elektronen können beim Stoß mit den Atomen diese nicht 
nur ionisieren, sondern auch Energien W < W;on übertragen, die 


a) 
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Abbildung 2.42 Stabilisierung einer Gasentladung durch Vorschalten eines Ohm’schen Widerstandes R. a Unselbstständige Entladung (dU/d/ > 
0). Durch Wahl von R kann der Arbeitspunkt P beliebig gewählt werden; b selbstständige Entladung (dU/d/ < 0). An den Schnittpunkten der 
Geraden mit der Kurve /(U) ist die Summe der Spannungsabfälle am Vorwiderstand und an der Gasentladung gleich Uy. Für R < Ryin Kann 
bei nicht zu hoher Stromstärke keine Stabilisierung erreicht werden. Für Rmin < R < R* gibt es zwei mögliche Entladungsbedingungen in den 


Punkten ?P, und P>, und für R > R* wird die Entladung unselbstständig 


zur Anregung von Energiezuständen des neutralen Atoms füh- 
ren. Diese angeregten Zustände geben ihre Anregungsenergie W 
im Allgemeinen nach kurzer Zeit (typisch sind 10° s) wieder 
ab, indem sie Licht der Photonenenergie W = h.- v abstrahlen: 
Deshalb leuchten Gasentladungen. Auch bei der Rekombinati- 
on von Elektronen mit Ionen wird Licht emittiert. Die Intensität, 
Farbe und räumliche Verteilung der Lichtemission hängt von der 
Art der Gasentladung, von der Gasart und vom Gasdruck ab. Wir 
unterscheiden: 


2.7.5.1 Glimmentladungen 


Glimmentladungen sind Niederdruckentladungen (p = 10*- 
10” bar) bei relativ geringen Stromstärken im mA-Bereich. 
Man sieht geschichtete Leuchterscheinungen (Abb. 2.43), deren 
Struktur sich mit dem Druck p und der Entladungsspannung U 
ändern. Die beobachtete Schichtstruktur entspricht der Feldver- 
teilung E(x), die nicht mehr räumlich konstant ist (Abb. 2.44). 


Die an der Kathode durch die aufprallenden Ionen erzeugten Se- 
kundärelektronen werden beschleunigt, bis sie nach der Strecke 
x; genug Energie zur Anregung der Gasatome haben. Deshalb 
entsteht dicht an der Kathode das intensive negative Glimmlicht. 
Nach der Strecke x» haben die Elektronen genügend Energie, 
um zu ionisieren. Dort bildet sich eine starke Konzentration 





Kathoden- 
glimmlicht 


positive Anoden- 
Säule glimmlicht 


Abbildung 2.43 Schematische Darstellung der Leuchterscheinungen 
in einer Glimmentladung 


von Elektron-Ionen-Paaren. Weil die schweren Ionen langsa- 
mer aus diesem Bereich zur Kathode driften als die Elektronen 
in Richtung Anode, entsteht hier ein Überschuss an positiver 
Ladung. Diese Raumladung führt zu einer Erhöhung der Feld- 
stärke zwischen Kathode und x> (Kathodenfall der Spannung 
in Abb. 2.44c) und zu einer entsprechenden Verringerung der 
Feldstärke im Gebiet zwischen x> und Anode. Dadurch wird die 
Beschleunigung der Elektronen in diesem Gebiet verringert und 
damit auch die lonisierungsrate. In diesem Gebiet herrscht daher 
eine negative Raumladung (Abb. 2.44a). 


Der größte Teil des Entladungsraumes wird von der positiven 
Säule ausgefüllt, in der ein relativ konstantes elektrisches Feld 
existiert, das gerade stark genug ıst, um die Ionisierungsrate 
gleich der Rekombinationsrate zu halten. Hier haben die Elek- 
tronen genügend Energie, um die Atome anzuregen, sodass die 
gesamte positive Säule ein diffuses Licht aussendet. 






K Raumladung Anode 
5% 
a) 
Anode 
Feldstärke 
b) 
c) 





Abbildung 2.44 a Raumladungsverlauf, b Feldstärke und c Potential 
& (x) in einer Glimmentladung 
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2 Der elektrische Strom 


Bei kleiner werdendem Druck wird die freie Weglänge größer, 
sodass die positive Säule ın viele leuchtende Scheiben struk- 
turiert ist, deren Abstand Ax der mittleren freien Weglänge 
entspricht. 


2.7.5.2 Bogenentladungen 


Dies sind stromstarke Entladungen bei höherem Druck. Durch 
den großen Strom werden die Elektroden so heiß, dass sie durch 
Glühemission Elektronen emittieren. Der Nachschub an Elek- 
tronen braucht also nicht mehr unbedingt durch Ionenaufprall 
zu erfolgen. Die elektrische Leitfähigkeit der Bogenentladung 
ist sehr hoch, sodass nach der Zündung die Spannung über dem 
Bogen drastisch absinkt und der Bogen bereits bei geringen 
Spannungen brennt. Ein Beispiel ist die Kohlenbogenentla- 
dung (Abb. 2.45a), die als intensive Lichtquelle zur Projektion 
benutzt wird. Auch zum Elektroschweißen wird ein solcher 
Hochstromlichtbogen zwischen dem Werkstück als einer Elek- 
trode und einem Wolframstift als zweiter Elektrode verwendet 
(Abb. 2.45b). Zum Zünden werden die Elektroden kurzzeitig 
kurzgeschlossen und dann auseinander gezogen. Um Oxidation 
des Werkstücks zu vermeiden, wird ein koaxialer Argonstrom 
über die Schweißstelle geblasen (Schutzgas-Schweißen). 


Auch Quecksilber- oder Xenonhochdrucklampen, die inten- 
sıve Lichtquellen mit großer Leuchtdichte darstellen, sind 
Hochstrom-Hochdruck-Entladungen. Sie werden durch einen 
kurzen Hochspannungsimpuls gezündet und brennen dann als 
selbstständige Entladungen. 


2.7.5.3 Funkenentladungen 


Funkenentladungen sind kurzzeitige Bogenentladungen, die 
wieder erlöschen, weil die Spannung über der Entladungsstre- 
cke zusammenbricht. Sie werden z.B. bei der Entladung eines 
Kondensators durch eine Gasentladungsröhre erzeugt und fin- 
den in der Photographie Verwendung zur Ausleuchtung oder 
Aufhellung von Objekten (Blitzlicht). 


In besonders spektakulärer Form lassen sich Funkenentladun- 
gen als Blitze bei Gewittern beobachten (siehe Abschn. 1.9). 


> / Be -- —-- 
u, 
nt Io 
Kohle- 
stifte 


Linse 
a) 
Argon Wolfram- 
\ stift 


T>3:10°K-5 Lichtbogen 
bi; nn: 





Abbildung 2.45 a Kohlenbogenentladung als intensive Lichtquelle; 
b Bogenentladung beim Elektroschweißen 


Durch die kurzzeitige starke Erwärmung der Luft im Fun- 
kenkanal kommt es zu plötzlichem Druckanstieg, der sich als 
Knallwelle in der Luft fortpflanzt (Donner). 


Ausführliche Darstellungen von Gasentladungen, die auch als 
Lichtquellen verwendet werden, findet man ın [12-14]. 


2.8 Stromquellen 


Wir haben uns bisher mit den Leitungsmechanismen bei der 
Stromleitung durch feste, llüssıge oder gasförmige Leiter be- 
fasst, aber noch nicht diskutiert, wie man elektrischen Strom 
erzeugen kann. 


Alle Stromquellen basieren auf einer Trennung von positi- 
ven und negativen Ladungen. Bei dieser räumlichen Trennung 
muss gegen die anzıehenden Coulomb-Kräfte Arbeit geleistet 
werden, die aus mechanischer Energie, chemischer Energie, 
Lichtenergie oder Kernenergie kommt. Die Ladungstrennung 
führt zu einer Potentialdifferenz zwischen räumlich getrennten 
Orten in der Stromquelle, die als Spannung U zwischen den Po- 
len der Quelle gemessen wird. Verbindet man diese Pole durch 
ein leitendes Material, so kann ein Strom / fließen, dessen ma- 
ximale Stärke /nax < U/R durch Spannung U und Widerstand 
R des Leiters, aber auch durch den von der Quelle maximal lie- 
ferbaren Strom / = dO/dr bei der Ladungstrennung begrenzt 
wird und deshalb im Allgemeinen kleiner als U/R ist. 


Die technisch bei weitem am häufigsten verwendeten Strom- 
quellen sind elektrodynamische Generatoren, die auf der La- 
dungstrennung durch magnetische Induktion beruhen. Sie wer- 
den in Kap. 5 besprochen. Eine große Bedeutung für eine vom 
öffentlichen Netz unabhängige Stromversorgung haben chemi- 
sche Stromquellen in Form von Batterien oder Akkumulato- 
ren. Insbesondere die zur Zeit weiterentwickelten chemischen 
Brennstoffzellen werden für Elektroautos in der Zukunft be- 
deutsam werden. Wir wollen beide Formen dieser chemischen 
Stromquellen kurz erläutern. 


Das Prinzip der Solarzellen, bei denen Sonnenenergie zur Er- 
zeugung von elektrischem Strom ausgenutzt wird, kann erst im 
Bd. 3 im Rahmen der Halbleiterphysik erklärt werden (siehe 
auch Abb. 2.46). 


Zum Schluss sollen noch Thermospannungen und -ströme vor- 
gestellt werden, die auf der Temperaturabhängigkeit des Kon- 
taktpotentials zwischen verschiedenen Metallen beruhen. 


2.8.1 Innenwiderstand einer Stromquelle 


Jede Stromquelle hat einen Innenwiderstand R;, der daher rührt, 
dass die Ladungsträger auf dem Wege vom Ort ıhrer Trennung 
zu den Ausgangsklemmen des Gerätes Stöße mit den Atomen 
oder Molekülen des entsprechenden Leitermateriales erleiden. 
Wenn die Klemmenspannung der unbelasteten Stromquelle Ug 
ist (man nennt U, auch die elektromotorische Kraft EMK), 





Abbildung 2.46 Photovoltaik-Anlage des RWE am Neurather See bei 
Köln als Beispiel einer Stromquelle, die durch die Sonnenstrahlung 
geladen wird. Mit freundlicher Genehmigung der Informationszentra- 
le der Elektrizitätswirtschaft e.V., Frankfurt am Main (Erklärung der 
Photovoltaik in Bd. 3 


+ Außenpole 








Abbildung 2.47 Zum Innenwiderstand einer Stromquelle 


dann sinkt bei Belastung mit einem äußeren Widerstand R, 
(Abb. 2.47) die Klemmenspannung beim Strom I = Uo/(R; + 
R,) auf den Wert 








R; 
U=- =: R=U%:l1= 
R,+R, 
—U, Ra (2.35) 
u "RER 


Die Klemmenspannung wird daher abhängig vom Verbraucher- 
widerstand R,! 


Man kann jedoch durch elektronische Spannungsstabilisierung 
den Innenwiderstand R; sehr klein machen (siehe Kap.5), so- 
dass man damit eine Klemmenspannung erhält, die in vorgege- 
benen Grenzen praktisch unabhängig von der Belastung wird. 


2.8 Stromquellen 


2.8.2 Galvanische Elemente 


Taucht man zwei verschiedene Metallelektroden in eine Elek- 
trolytflüssigkeit, so misst man zwischen beiden Elektroden eine 
elektrische Spannung. Die Ursache für diese Spannung kann 
man folgendermaßen verstehen: 


Zwischen Metallelektrode und der umgebenden Elektrolytflüs- 
sigkeit besteht ein Konzentrationsgefälle von Metallionen, das 
sich durch Diffusion (d.h. durch Übergang von Metallionen in 
die Lösung) auszugleichen sucht. Nun ist die Bindungsenergie 
le: &ı| der Ionen im Metall im Allgemeinen wesentlich größer 
als ihre Bindungsenergie |e - &| im Elektrolyten, wo sie durch 
Anlagerung von Wasser-Dipol-Molekülen an die positiven Io- 
nen bestimmt wird (Abb. 2.34). Durch den Übergang positiver 
Ionen von der Elektrode in die Lösung entsteht eine negative 
Raumladung in der Elektrode und eine entsprechende positive 
Raumladung in einer Schicht der Elektrolytflüssigkeit um die 
Elektrode (Abb. 2.48). 


Dadurch wird eine Potentialdifferenz Ab = U zwischen 
Elektrode und Elektrolyt aufgebaut. Diese Potentialdifferenz 
treibt die Ionen wieder zurück in die Elektrode. Gleichgewicht 
herrscht, wenn die Zahl der pro Sekunde in Lösung gehenden 
Ionen gleich der Zahl der wieder in die Elektrode zurückkehren- 
den Ionen ist. Dies ist der Fall, wenn sich eine Spannung U = 
0 —-d. aufgebaut hat. Für die Konzentrationen c> (im Elektroly- 
ten) und cı (im Metall) gilt dann das Boltzmann-Gleichgewicht: 


cı z 
ee eU/kT 
c2 


(2.36) 


(siehe analoge Diskussion für die barometrische Höhenformel 
in Bd. 1, Kap. 7). 


Metall 


ht I 


0,- 6, U, 





c) 


Abbildung 2.48 a Aufbau einer Raumladungsschicht mit entsprechen- 
der Potentialdifferenz Ad zwischen Metallelektrode und Elektrolyt; 
b Nettostromdichte als Funktion der Potentialdifferenz (c) als Funkti- 
on der von außen angelegten Spannung U, 
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2 Der elektrische Strom 





Abbildung 2.49 Prinzipschema eines galvanischen Elementes 


In diesem Gleichgewichtszustand bei der Spannung U, = 
(kT/e)In(c>3/cı) fließt durch die Elektrode kein Nettostrom. 
Wird eine positive äußere Spannung U, an die Elektrode (ge- 
gen den Elektrolyten) gelegt, so gehen positive Metallionen 
verstärkt in Lösung. Die Elektrode löst sich auf. Wird eine 
negative Spannung angelegt, d.h. das Potential der Elektrode 
wird erniedrigt gegenüber dem des Elektrolyten, so können sich 
Metallionen aus der Lösung an der Elektrode abscheiden, die 
dadurch dicker wird. 


Taucht man zwei verschiedene Elektroden mit den Potentialdif- 
ferenzen Adı = U} bzw. Ad» = U; zwischen Elektrode und 
Elektrolyt in den Elektrolyten ein, so misst man die Spannungs- 
differenz AU = U}, — Up zwischen den beiden Elektroden. 
Die positiven Ionen gehen von der negativen Elektrode ın die 
Lösung über (Abb. 2.49) und wandern zur positiven Elektrode, 
wo sie angelagert werden. Die negative Elektrode enthält daher 
einen Überschuss von Elektronen. Eine Anordnung aus zwei 
verschiedenen Metallelektroden in einem Elektrolyten heißt 
galvanisches Element, nach dem italienischen Anatomen Luigi 
Galvani (1737-1798), der als erster entdeckte, dass elektrischer 
Strom erzeugt werden kann, wenn in tierisches Gewebe zwei 
verschiedene Metallelektroden eingebracht werden (Frosch- 
schenkelversuche). Alessandro Volta (1745-1827) erkannte 
1794, dass dieses Prinzip der Stromerzeugung verallgemeinert 
werden kann auf beliebige Anordnungen von ungleichen Me- 
tallen in einem Elektrolyten und entwickelte die ersten in der 
Praxis verwendbaren Batterien. Nach Volta ıst die Spannungs- 
einheit 1 V benannt. 


Man beachte: 


Die Absolutwerte U der Potentialdifferenzen Ad sind 
nicht messbar, nur die Differenzen AU zwischen verschie- 
denen Metallen. 


Man kann nun ähnlich wie bei den Kontaktpotentialen die 
verschiedenen Metalle nach ihren Spannungsdifferenzen AU 
gegeneinander in eine elektrochemische (galvanische) Span- 
nungsreihe einordnen (Tab. 2.6). 


Anmerkung. Diese galvanische Spannungsreihe ist nicht 
identisch mit der Kontaktspannungsreihe in Tab. 1.3, ın der die 
Austrittsarbeiten für Elektronen aufgelistet sind. < 


Tabelle 2.6 Galvanische Spannungsreihe einiger Metalle, gemessen 
gegen die Normal-Wasserstoff-Elektrode bei einer Konzentration von 
1 Mol Ionen pro Liter Elektrolytflüssigkeit bei 7 = 293K 


Elektrode U/V Elektrode U/V 
Lit /Li —M Ni++/Ni 2005 
K+/K 22 Pb++/Pb 0,126 
Na*/Na | Eby2LIE 0 

a 1720 —0,76 Eu Eu +0,35 
Fe?* /Fe —0,44 Ag’/Ag +0,8 
Cal Cal —0,40 Au’* /Au +1,5 
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Abbildung 2.50 Zwischen zwei verschiedenen Metallelektroden in ei- 
nem Elektrolyten besteht die Spannungsdifferenz AU = U - U; = 
Adı —- Abr 


Wählt man willkürlich eine von Wasserstoffgas umspülte Pla- 
tinelektrode als Referenz, deren Potentialdifferenz Adr gegen 
eine I-molare Elektrolytlösung (1 mol Ionen pro Liter Lösung) 
als Nullpunkt dieser Spannungsreihe definiert wird, dann kön- 
nen durch Differenzmessungen die in Tab. 2.6 aufgeführten 
Spannungen für die verschiedenen Metalle angegeben werden. 
Damit ıst aus Tab. 2.6 sofort die Spannung eines galvanischen 
Elements ablesbar, wenn die Metalle der beiden Elektroden be- 
kannt sind. So ergibt z.B. ein Element mit einer Zink- und 
einer Kupferelektrode ın einer verdünnten H>SO,-Lösung im 
unbelasteten Zustand eine Spannung von 1,1 V, wobei die Zn- 
Elektrode den negativen, die Cu-Elektrode den positiven Pol 
bildet (Abb. 2.50). 


Verbindet man die beiden Pole des galvanıschen Elementes, 
das die Spannung U liefert, durch einen Lastwiderstand R, 
(Abb. 2.51), so fließt gemäß (2.35) ein Strom 


U 
I= 
R,+R 





wobei R; der Innenwiderstand des Elementes ist. Der Strom 
wird im Metall durch Elektronentransport getragen, wobei die 
Elektronen von der negativen Zinkelektrode zur positiven Kup- 
ferelektrode fließen. Dadurch entsteht ein Elektronenmangel 


Elektronenstrom 





Abbildung 2.51 Galvanisches Element mit CuSO,;-Elektrolyt 


in der Zn-Elektrode und ein Elektronenüberschuss in der Cu- 
Elektrode. Diese Ladungsänderung ruft eine entsprechende Än- 
derung der Spannung zwischen Zn- und Cu-Elektrode hervor, 
die wieder ausgeglichen wird durch die Ionenwanderung im 
Elektrolyten. Die Zn-Atome gehen als Zn**-Ionen in Lösung 
und lassen daher je zwei Elektronen in der Zn-Elektrode zurück, 
wandern zur Cu-Elektrode (weil durch den Elektronenüber- 
schuss in der Cu-Elektrode das Potential der Kupferelektrode 
negativ wird gegen das Potential der Zn**-Lösungsschicht um 
die Zn-Elektrode (Abb. 2.48)) und scheiden sich als neutrale Zn- 
Atome auf der Cu-Elektrode ab. Die Zn-Elektrode wird dabei 
immer dünner, die Cu-Elektrode überzieht sich mit einer Zink- 
schicht. Sobald die Cu-Elektrode vollständig mit Zink bedeckt 
ist, sinkt die Spannung des Elementes auf null, weil jetzt prak- 
tisch zwei gleiche Elektroden vorhanden sind. 


Um die Lebensdauer der Cu/Zn-Batterie zu verlängern, kann 
man als Elektrolyt eine CuSO,-Lösung verwenden. Durch die 
nun erfolgende Abscheidung von Cu**-Ionen auf der Cu- 
Elektrode werden immer wieder neue Kupferschichten gebildet. 
Die Batterie ist erst „leer“, wenn alles Kupfer aus der CuSO,;- 
Lösung verbraucht ist. 
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2.8 Stromquellen 


Der Innenwiderstand R; des galvanischen Elementes ist durch 
die Beweglichkeit u der Ionen und durch ihre Konzentration c 
bestimmt (siehe auch Abb. 2.35). Er hängt außerdem von der 
Geometrie der Anordnung ab. Bei homogener Stromdichte j 
zwischen zwei quadratischen Plattenelektroden mit Seitenlänge 
L, deren Abstand d klein gegen Z ist, gilt gemäß (2.7): 


d m-d 
Rı = — = ——, 237) 
Ol?  ng’ul? 
wobei ts, = A/v die mittlere Zeit zwischen zwei Stößen der 


Ionen und n die Zahl der Ionen pro Volumeneinheit ist. 


2.8.3 Akkumulatoren 


Taucht man zwei Bleiplatten in eine mit Wasser verdünnte 
Schwefelsäurelösung, so überziehen sıch beide Platten bald mit 
einer Schicht aus Bleisulfat PbSO,. Legt man jetzt an die bei- 
den Platten eine äußere Spannung an (Abb. 2.52a), so werden 
die im Elektrolyten dissoziierten Ionen H* und OH” (siehe 
Abschn. 2.6) zu den Elektroden wandern. Dort geben sie ihre 
Ladungen ab und reagieren dabei mit den PbSO,-Schichten ge- 
mäß folgendem Schema: 


Anode: PbSO4 + 20H —> 
PbO, + H>SO4 + 2e” ; 
Kathode: PbSO, + 2H* + 2e” — 


Pb + H>SO; . 


(2.38) 


Bei dieser Aufladung des Akkumulators wird die Anode zu Blei- 
oxid PbO, und die Kathode zu metallischem Blei. Man hat 
also durch den Aufladungsprozess ein chemisches Element mit 
ungleichen Elektroden geschaffen, das nun selbst wieder eine 
Spannung liefern kann, wobei zwischen dem Pluspol (PbO;) 
und dem Minuspol (Pb) eine Spannung von 2 V auftritt. 


Anode: PbO, + 3H* +HSO7 +2e” — PbSO, +2H,0 
Kathode: Pb+SO, — PbSO, +2e” 
Zelle: Pb +PbO, +2H* +2HSO, 5 2PbSO, +2H,O 


® 
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Abbildung 2.52 Bleiakkumulator: a Aufbau; b Spannungsverlauf und chemische Reaktion beim Aufladen (A) und Entladen (E) 
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2 Der elektrische Strom 


Am Ende der Aufladung beobachtet man an der Ano- 
de das Entweichen von Sauerstoffgas (aus der Reaktion 
40H” —> 2H>0 + OÖ, + 4e”) und an der Kathode von Was- 
serstoffgas (2H* + 2e” — H;). 


Beim Entladen des Akkumulators laufen die Prozesse (2.38) in 
umgekehrter Richtung ab: 


Anode: PbO, + HSO, + 3H* + 2e” — 
PbSO4 + 2H: 0 ; 
Kathode: Pb + SO, —> PbSO, +2e”. 


(2.39) 


Der Wirkungsgrad n des Akkus, definiert als das Verhältnis von 
Entladungsenergie zu Aufladeenergie, beträgt etwa 75-80 %. 
Der Rest geht in Wärmeenergie über. 


Die Speicherkapazität ist etwa 30 Wh pro kg Blei, wobei man 
statt Bleiplatten Bleigitter benutzt, um eine größere Elektro- 
denoberfläche zu erhalten. Technische Details über Bleiakku- 
mulatoren findet man in [15, 16]. In Abb. 2.52b ist der zeitliche 
Spannungsverlauf beim Auf- und Entladevorgang dargestellt. 


2.8.4 Verschiedene Typen von Batterien 


Außer dem im vorigen Abschnitt behandelten Bleiakkumula- 
tor gibt es eine Reihe anderer chemischer Elemente, die auf 
der Ladungstrennung durch chemische Reaktionen beruhen. 
Ein Beispiel ist die wiederaufladbare Nickel-Cadmium-Batterie 
(Abb. 2.53), deren Ni- und Cd-Elektroden in einer KOH-Lauge 
im ungeladenen Zustand mit einer Hydroxidschicht bedeckt 
sind. Beim Aufladen wird an der Kathode die Reaktion initiiert: 


Cd(OH), + 22” — Cd + 20H” , 
und an der Anode: 


2Ni(OH), + 20H” — 2Ni(OH); + 2e” . 


Gas- 
r ausgleichs- 
volumen 





Kalilauge 
in Feststoff 


Ni 
Kunststoff- 
mantel 


Cd 


geladen: Cd +Ni(OH)3 
entladen: Ni(OH)> + Cd(OH)> 


Abbildung 2.53 Gasdichte, wiederaufladbare Nickel-Cadmium- 
Batterie mit porösen Ni- und Cd-Elektroden, die eine Spannung von 
1,2 V liefert 
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Abbildung 2.54 Natrium-Schwefel-Batterie 


Die Aufladung ist beendet, wenn die gesamte Elektrodenober- 
fläche der Kathode in Cd umgewandelt ist. 


Bei der Entladung laufen die Reaktionen wieder in umgekehrter 
Richtung, und im äußeren Stromkreis fließen die Elektronen von 
der Cd- zur Ni-Elektrode. 


Anmerkung. Seit 2006 sind Ni-Cd-Batterien wegen des gifti- 
gen Cadmiums in der EU verboten. < 


Für viele Anwendungszwecke ist das Verhältnis von Ladungs- 
menge zu Gewicht beim Bleiakkumulator zu schlecht. Au- 
ßerdem sind oft flüssige Elektrolyte nicht akzeptabel (Aus- 
laufgefahr). Man hat deshalb nach festen Ersatzelektrolyten 
gesucht. Eine interessante Alternative zum Bleiakkumulator ist 
die Natrium-Schwefel-Batterie |19, 20], deren Elektrolyt aus 
fester Al» O3;-Keramik besteht (Abb. 2.54). Auf der einen Seite 
des Elektrolyten befindet sich flüssiges Natrium, auf der anderen 
Seite Hüssiger Schwefel, der in einem Graphitschwamm aufge- 
saugt ist, um die elektrische Leitfähigkeit zu erhöhen. An der 
Anode läuft bei der Entladung die Reaktion 


2Na* +S + 2e7 — Na»S 
ab, an der Kathode: 
Na — Na’ +e. 


Die Klemmenspannung beträgt etwa 2 V, die maximale massen- 
bezogene Energiedichte liegt mit 1kWh/kg um den Faktor 30 
höher als beim Bleiakkumulator. 


Als „kleine“ Trockenbatterien zum Gebrauch in tragbaren netz- 
unabhängigen elektronischen Geräten werden heute moderne 
Ausführungsformen des bereits 1866 von Leclanche entwickel- 
ten Leclanche-Elementes verwendet (Abb. 2.55). 


Ein Kohlestab, der mit Braunstein (MnO;) vermischt ist, bildet 
die Mittelelektrode, der äußere Zinkzylinder die Gegenelektro- 
de. Zwischen beiden befindet sich der feste Elektrolyt, der eine 
mit Füllstoffen (Stärkebrei, Cellulose) verfestigte Ammonium- 
chloridlösung (NH,C]) darstellt. 


Eine besonders effiziente wiederaufladbare Batterie ist der LiF- 
Ionen-Akku. Seine Speicherkapazität ist mit 200-500 Wh/kg 


Positiver Pol 


Kathode (Kohlestab) 


Anode (Zinkbecher) 


Mangan(IV)oxid 


Elektrolyt (Pappe getränkt mit 
Ammoniumchlorid) 


Negativer Pol 





Abbildung 2.55 Schnitt durch eine Trockenbatterie 


wesentlich höher als die des Blei-Akkus. Deshalb wird sie zur 
Energieversorgung von tragbaren Laptops und Handys einge- 
setzt. Das Grundprinzip ist in Abb. 2.56 dargestellt: 


Die Anode besteht aus einer Metall-Oxyd-Verbindung Li-M- 
Oxyd (M = Überangselement wie z.B. Ni, Fe, Co) während das 
Kathodenmaterial eine Li-Graphit-Verbindung ist. Der Elektro- 
lyt zwischen den Elektroden besteht aus einer wasserfreien gela- 
tineähnlichen festen Verbindung (z.B. Lithium-Tetrafluorborat 
LiBF,) , die im anodenseitigen Teil eine Gitterstruktur von 
Sauerstoff- ‚Cobalt- und Lithium-Atomen enthält, im kathoden- 
seitigen Teil Graphit-Verbindungen. Die beiden Teile werden 
durch einen Seperator getrennt, der durch eine mikro-poröse 
Membran realisiert wird, welche für die Li”-Ionen durchlässig 
ist. 


Separator 





Legende 

@® Kohlenstoff (Graphit) 
© Metall (Cobalt) 

® Lithium 

® Sauerstoff 


| | Nicht-wässrige Elektrolytlösung 
—- Ladevorgang 
—— Entladevorgang 


Abbildung 2.56 Li*-Ionen-Akkumulator [Wikimedia Commons] 


2.8 Stromquellen 


Beim Entladen gibt die Kathode Elektronen an den Verbraucher- 
kreis ab, die dann durch diesen externen Leiterkreis zur Anode 
wandern. Dadurch wird die Kathode positiver und die Anode 
negativer, sodass Li*-Ionen durch den Separator zur Anode 
wandern können. Da genau so viele Li*-Ionen von der Kathode 
zur Anode wandern wie Elektronen, bleiben die Elektroden neu- 
tral, d.h. die Potentiale der Elektroden bleiben nahezu konstant. 
Beim Aufladen kehrt sich die Richtung des Li*-Ionenstroms 
um. 


Beim Aufladen wirkt die negative Elektrode als Kathode, beim 
Entladen als Anode, während die positive Elektrode beim Auf- 
laden als Anode und beim Entladen als Kathode fungiert. Die 
Elektroden können sich innerhalb der Elektroden frei bewegen, 
während die Li*-Ionen innerhalb des Elektrolyten frei beweg- 
lich sind. 


Die beim Auf- und Entladen ablaufenden Reaktionen werden 
durch die folgenden Gleichungen beschrieben: 


Entladevorgang 
Negative Elektrode: 


I. +6, on te U’ 32€ 
Positive Elektrode: 


Li,_,Mn>04 + 11,C, —e LiMn>O4 + Cy 


Aufladevorgang 


Li,_,Mn>04 + Ei. —: LiMn,O4 + es . 


Der LiCoO>-Akkumulator liefert eine Nennspannung von 3,6 V 
die etwa dreimal so hoch ist wie die des Ni-Metallhydrid Akku- 
mulators. 


Lithium-Ionen-Batterien gibt es auch in kleiner Ausführung als 
Knopfzellen für Elektrogeräte, die wenig Strom verbrauchen 
und für Hörgeräte. In Abb. 2.57 ist eine handelsübliche Aus- 
führungsform gezeigt. Der Durchmesser der Zelle beträgt etwa 
l cm, für Hörgeräte-Batterien nur etwa 0,7 cm. 


Weitere Informationen über wıederaufladbare Batterien findet 
man in [17, 18] 





Abbildung 2.57 Knopfzelle (Durchmesser 5-20 mm) 
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2 Der elektrische Strom 


2.8.5 Brennstoffzellen 


Beim Akkumulator wird die chemische Energie von im Akku- 
mulator vorhandenen Reaktionspartnern (PbSO, + H>0O) bzw. 
(Pb + H>SO,) zur Umwandlung in elektrische Energie genutzt. 
Die Reaktionsprodukte verbleiben innerhalb der Zellen und füh- 
ren zum Abbau der Potentialdifferenz (Entladung) zwischen den 
Polen. Die Energiespeicherfähigkeit von Batterien und Akkus 
ist daher begrenzt. 


Dieser Nachteil wird bei chemischen Brennstoffzellen vermie- 
den, weil hier die Reaktionspartner von außen kontinuierlich 
zugeführt werden. In Abb. 2.58 ist ein vereinfachtes Schema ei- 
ner mit Wasserstoff und Sauerstoff betriebenen Brennstoffzelle 
dargestellt. Hier wird die elektrische Energie in der stark exo- 
thermen Knallgasreaktion 
gewonnen, die jedoch in der Brennstoffzelle unter kontrollierten 
Bedingungen abläuft, um eine explosionsartige Energiefreiset- 
zung zu vermeiden. Der Trick der Brennstoffzellen ıst die 
räumliche Trennung von Oxidations- und Reduktionsreaktion. 
Die Reaktion (2.40) wird dabei durch eine geeignete Konstruk- 
tion der Brennstoffzelle aufgespalten in die Teilreaktion 
OÖ, + 2H30 + 4e! — 40H (2.40a) 
an der Kathode, welche je ein Elektron an die vier Reaktions- 
produkte OH abgibt (Elektronenaufnahme = Reduktion) und 
die anodische Teilreaktion 
2H> + 40H” —> 4H>0 + 4e” , (2.40b) 


bei der pro OH -Radikal ein Elektron abgegeben wird (Oxida- 
tion). 


Für die beiden Reaktionen sind sowohl ein Katalysator als 
auch eine wässrige Elektrolytlösung erforderlich. Deshalb kann 
die Reaktion nur an der Dreiphasengrenze von Gas, Elek- 
trolyt und Katalysator ablaufen. Dies erfordert eine spezielle 
Struktur und geometrische Anordnung der Elektroden. Man 
verwendet z.B. poröse Elektroden, durch welche sowohl das 
zugeführte Gas (O5 bzw. H>) als auch der Elektrolyt eindrin- 
gen kann. Die Dreiphasengrenze entspricht dem Meniskus des 
Elektrolyten (Abb. 2.58b) in den Poren der Elektrode, der sich 
beim Gleichgewicht zwischen Gasdruck und Flüssigkeitskapil- 
lardruck (Bd. 1, Kap. 6) einstellt. 


Dazu müssen die Poren den richtigen Durchmesser haben. Als 
Katalysator können z.B. Nickel für die Kathode (H>-Elektrode) 
und Silber für die Anode (O,-Elektrode) verwendet werden. 


Bei der Reaktion (2.40a,b) werden also insgesamt 2 H>O- 
Moleküle gebildet aus 2 H>-Molekülen und 1 O,-Molekül. 
Dabei wird die Energie E x 5eV gewonnen, weil die Bin- 
dungsenergie der zwei Wassermoleküle 2 - 9,5 = 19 eV beträgt, 
die von 2 H) 2 -4,5eV = 9eV, die des O,-Moleküls 5,1eV. 
Typische Leistungen solcher Brennstoffzellen sind 0,5 W pro 
cm“ Elektrodenfläche bei einer Spannung von etwa 0,8 V. Man 





a) Anode Elektrolytmembran Kathode 





b) 


Abbildung 2.58 a Brennstoffzelle [Christoph Lingg, Wikipedia], b De- 
tailbild der Elektrolytmembran 


muss deshalb für den Einsatz zum Autoantrieb mehrere Zellen 
hintereinander schalten, um eine für den Antriebselektromotor 
günstige Spannung zu erreichen. In Abb. 2.59 sind Batteriespan- 
nung und Leistung einer Anordnung von 33 in Serie geschalteter 
Brennstoffzellen als Funktion des entnommenen Batteriestroms 
dargestellt. Man erreicht heute Leistungsdichten von 0,2 kW pro 
l kg Zellengewicht, also etwa eine Größenordnung mehr als bei 
Blei-Akkus. 


Der Vorteil solcher Brennstoffzellen ist die direkte Umwand- 
lung von chemischer in elektrische Energie ohne den Umweg 
über Wärmeenergie (der bei fossilen Kraftwerken notwendig 
ist). Deshalb entfällt hier die Begrenzung durch den Carnot- 
Wirkungsgrad (siehe Bd. 1, Kap. 10). Der Hauptvorteil gegen- 
über Verbrennungsmotoren ist die Vermeidung umweltschädli- 
cher Abgase. Es wird lediglich Wasserdampf abgegeben. 





0 20 40 60 80 
Batteriestrom I/A 


100 


Abbildung 2.59 Spannung U und Leistung P einer 33-zelligen 2KkW- 
Brennstoffzellenbatterie bei 82 °C als Funktion des Elektrodenstromes 
I (Mit freundlicher Genehmigung der Siemens AG) 


Das bisherige Hauptproblem ist die langsame Vergiftung des 
Katalysators durch geringe Verunreinigungen in den zugeführ- 
ten Gasen. Inzwischen ist es jedoch gelungen, sehr langlebige 
und leistungsstarke Brennstoffzellen zu entwickeln, die, in Ver- 
bindung mit einem Elektromotor, interessante Alternativen zum 
Benzin- oder Dieselmotor darstellen, weil sie als Abfallprodukte 
lediglich Wasser abgeben [22, 23], während die konventionellen 
Motoren außer CO» auch die giftigen Gase CO, NO und unver- 
brannte Kohlenwasserstoffe als Abgase emittieren. Inzwischen 
werden bereits Brennstoffzellen im Kleinformat angeboten als 
Energiequellen für Taschenlampen, Fahrradbeleuchtung etc. In 
mehreren Großstädten laufen städtische Busse mit Brennstoff- 
zellen. Mehrere Autohersteller wollen im Jahre 2018 Autos 
mit Brennstoffzellen als Antriebsquelle auf den Markt brin- 
gen. 


Grundlagen der chemischen Stromquellen findet man in [21]. 


2.9 Thermische Stromquellen 


Zur Erzeugung von elektrischem Strom durch Erwärmung von 
Stoffen lässt sich die Temperaturabhängigkeit von Kontakt- 
spannungen zwischen zwei verschiedenen Metallen und die 
Thermodiffusion der Leitungselektronen ausnutzen. 


2.9.1 Kontaktpotential 


Um die in einem Metall frei beweglichen Leitungselektronen 
aus dem Metall herauszubringen, muss man Arbeit leisten ge- 
gen die anziehenden Kräfte zwischen Elektronen und positiven 
Ionen des Metallgitters. Diese Austrittsarbeit W, ist analog zu 
der in Bd. 1, Abschn. 10.4.2 behandelten Austrittsarbeit eines 
Atoms aus einer Flüssigkeit (Verdampfungswärme). Wählt man 
das Vakuumpotential dyaxk = 0, so wird für ein Metall mit 
der Energie Ec für den höchsten besetzten Energiezustand der 
Elektronen (auch chemisches Potential genannt) (siehe Bd. 1, 
Kap. 10) die Austrittsarbeit W, = —Ec. Die Austrittsarbeit ist 
negativ, weil man Energie aufwenden muss (siehe Bd. 1, Ab- 
schn. 2.7.3). 


Bringt man nun zwei verschiedene Metalle mit unterschiedli- 
chen Austrittsarbeiten W,, und W,, in Kontakt miteinander, so 
fließen Elektronen vom Metall mit der kleineren Austrittsarbeit 
IW,,| in das Metall mit |W,,| > |W,, |- Dadurch entsteht eine 
Raumladung (Abb. 2.60), die zu einem elektrischen Gegenfeld 
führt, das die Elektronen wıeder zurücktreibt. Gleichgewicht 
herrscht, wenn die Ströme in beiden Richtungen gleich groß 
sınd. Durch die Raumladungen werden die Potentiale & in bei- 
den Metallen verschoben zu dı bzw. & (Abb.2.60), und es 
entsteht eine Kontaktspannung U = da — dı zwischen den bei- 
den Metallen. 


Diese Kontaktspannung ist jedoch nicht ohne weiteres mess- 
bar, weil für die Messung ein geschlossener Stromkreis realisiert 
werden muss (Abb. 2.61), in dem die Summe aller Kontaktspan- 
nungen null ist. 


2.9 Thermische Stromquellen 


Vakuum- 6=0 
niveau Y 


+ +++ 





Abbildung 2.60 Kontaktspannung und Raumladungsverteilung beim 
Kontakt zwischen Metallen mit verschiedenen Austrittsarbeiten W,, 
und W,, bzw. Potentialen dı und & 


U,=02-6; 
U, = 61-63 U; =63 - 6 





U=0 


Abbildung 2.61 In einem geschlossenen Stromkreis ist bei gleicher 
Temperatur aller Kontakte die Summer aller Kontaktspannungen null 


2.9.2 Der Seebeck-Effekt 


Verbindet man zwei verschiedene elektrische Leiter A und B zu 
einem Schaltkreis gemäß Abb. 2.62, so zeigt das Voltmeter bei 
gleichen Temperaturen Ti = T} der Kontaktstellen I und 2 die 
Spannung null an (siehe vorigen Abschnitt). Haben die Kontakt- 
stellen jedoch unterschiedliche Temperaturen, so misst man die 
Thermospannung 

U= (Sa — Sp)(Tı — T;) i (2.4la) 
Die materialabhängigen Koeffizienten Sı und Sp heißen 
Seebeck-Koeffizienten. Sie haben die Maßeinheit [V/K]. Ty- 
pische Werte für Metalle sind 10°°-10”° V/K, für Halbleiter 
10” V/K. Die Seebeck-Koeffizienten sind temperaturabhängig 
(Abb. 2.63a) und bei Halbleitern sind sie stark von der Dotie- 





Abbildung 2.62 Thermoelement 
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2 Der elektrische Strom 


S (uV/K) 





200 400 600 800 1000 
T/iK—- 


Abbildung 2.63 Temperaturabhängigkeit der Seebeck-Koeffizienten 
a für einige Metalle, b für verschieden dotiertes Silizium. Man beachte 
die unterschiedlichen Ordinatenskalen in a und b 


rung mit Fremdatomen abhängig (Abb. 2.63b). Ersetzt man das 
Voltmeter in Abb. 2.62 durch ein Amperemeter, so fließt ein 
Strom / = U/R durch den geschlossenen Kreis, der von der 
Thermospannung U und vom Gesamtwiderstand R des Kreises 
abhängt. Die Frage ist nun: Was ist die Ursache dieser Thermo- 
spannung [24-26]? 


2.9.3 Thermoelektrische Spannung 


Die Kontaktspannung hängt von der Temperatur des Kontaktes 
ab. Dies kann man sıch folgendermaßen klar machen: 


In Bd. 1, Abschn. 7.3.5 wird gezeigt, dass im thermischen 
Gleichgewicht die Konzentrationen nı, na von Teilchen bei un- 
terschiedlichen Energien E£ı, E> einer Boltzmann-Verteilung 


nz = 
cz AE/KT 
nı 


2.41) 


mit AE = EB - Eı folgen. Obwohl die frei beweglichen 
Leitungselektronen im Metall nicht einer Boltzmann-, sondern 
einer Fermiverteilung folgen (siehe Bd. 3), gilt auch für sie für 
AE > KT in guter Näherung die Verteilung (2.41), wobei im 
Beispiel der beiden im Kontakt stehenden Metalle die Differenz 
der Elektronen-Austrittsarbeiten AE = -e(®& —- dı) = eU 
durch die Kontaktspannung U gegeben ıst. Auflösen nach U 
gibt: 
k-T nı 


U=——In—. 
e N 


(2.42) 


Haben zwei Kontakte in diesem geschlossenen Kreis unter- 
schiedliche Temperaturen, so sind die Beträge der temperatur- 
abhängigen Kontaktspannungen 
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Abbildung 2.64 Zur Thermospannung. a Schematische Darstellung 
des Schaltkreises b Beispiel für ein Thermoelement 


verschieden, da das Verhältnis n|/n> der Elektronendichten im 
Wesentlichen durch die unterschiedlichen Austrittsarbeiten der 
Metalle und nur in zweiter Linie durch dıe Temperatur bestimmt 
ist (siehe Bd. 3). 


Das Voltmeter in Abb. 2.64 misst jedoch nicht die Differenz der 
Kontaktspannungen AU = Us — U, zwischen den Punkten 2 
und 1, sondern die Gesamtspannung zwischen den Punkten a 
und b. Diese setzt sich zusammen aus den Potentialdifferenzen 


U = [dc(T}) - ds (Tı)] + lEg(Tı) - de (T})] 
+ [88 (T2) — da (Tr)] + 16a (T2) - da(Tı)] 
+ [Ba (Tı) -$c(Tı)] =0. 


Wenn die Thermospannung durch die unterschiedlichen Kon- 
taktpotentiale bewirkt würde, müsste das Voltmeter daher die 
Spannung null anzeigen. Der wirkliche Grund für die Thermo- 
spannung ist die Thermodiffusion der Elektronen, die von der 
Temperatur abhängt und eine Diffusions-Stromdichte 


(2.422) 


Jmp(r) = n-u(r) (2.42b) 
erzeugt, wobei die Thermodiffusionsgeschwindigkeit u(r) fol- 
sendermaßen berechnet werden kann [24-27]: 


Die Leitungselektronen im Festkörper stoßen mit den Gitter- 
atomen zusammen (siehe Abschn. 2.2.1). Wenn A die freie 
Wesglänge der Elektronen ist, dann wird die Geschwindigkeit 
eines Elektrons am Ort r durch die Temperatur T(r — Av) am 
Ort des letzten Stoßes bestimmt. Die mittlere Geschwindigkeit 
(v) = u(r) ist die Driftgeschwindigkeit. Man erhält sie durch 
Mittelung über alle Richtungen der Geschwindigkeiten als 


ur) = = —— | v-d-T(r—Av)dıi (2.42c) 


wobei d = v/|v| ist. Entwicklung des Integranden 
T(r—- Av) x T(r) - Av: VT(r) 


(Tr -A0)) z ü(Ter)) -AOVT()- — 


ergibt (siehe Aufg. 2.14): 


u(r) = a. 


2.42d 
301 


-VT(r). 
Außer dieser Thermodiffusion gibt es auch noch die normale 
Diffusion, die vom Konzentrationsgradienten abhängt und auch 
bei räumlich konstanter Temperatur auftritt. Sie erzeugt eine 
Teilchenstromdichte 

J(r)bir — —D. Vn(r) i (2.42e) 
Da die Elektronen geladen sind, erzeugt ihre Diffusion von 
Orten höherer Temperatur zu solchen tieferer Temperatur eine 
Raumladung, die ein elektrisches Feld der Stärke E(r) zur Folge 
hat. Dieses Feld erzeugt wiederum eine Drift der Ladungsträger 
mit der Stromdichte 


o 
JM oiit = En (2.42f) 

Die gesamte Stromdichte ist dann 
Jtotaı = Jpirr + np + Joritt - (2.428) 


Schließt man den Schaltkreis in Abb. 2.64 kurz, so fließt ein 
Strom mit der Stromdichte jiotaı, der mit einem Ampereme- 
ter im Kreis gemessen werden kann. Bei offenem Stromkreis 
baut sich die Raumladung und damit auch die Feldstärke so 
weit auf, dass der Driftstrom die beiden anderen Anteile ge- 
rade kompensiert und Jiotat = 0 wird. Dann erhält man die 
Thermospannung (2.42). Die Relation zwischen den Seebeck- 
Koeffizienten $S [V/K] und der Thermostromdichte 


j=0.4(VU-S-VT) 


wird durch 


le-A-ndv u e- AjthD 
dT 04-VT 





(2.42h) 


3 Oel 


gegeben, wobei n die Elektronendichte, v die mittlere Ge- 
schwindigkeit der Elektronen, A ihre mittlere freie Weglänge 
und 0.1 die elektrische Leitfähigkeit sind (siehe Aufg. 2.15). 


Man kann diese Thermospannung zur Temperaturmessung ver- 
wenden (Thermoelement, Abb. 2.62 und Bd. 1, Abschn. 10.1.1), 
aber auch als Spannungsquelle für Thermoströme. Dies lässt 
sich demonstrieren an dem in Abb. 2.65 gezeigten Experiment. 
Das eine Ende eines dicken Kupferbügels wird in Eiswasser ge- 
halten, das andere mit einem Brenner erhitzt. Zwischen dem 
heißen und dem kalten Ende ist ein Steg aus einem anderen Me- 
tall gelötet, sodass zwischen den beiden Kontaktflächen X} und 
K, eine Thermospannung U,, auftritt, die im Kupferbügel einen 
Strom In = Um/R erzeugt. 


Bei genügend kleinem Widerstand R kann /n mehrere hun- 
dert Ampere betragen. Man kann den Thermostrom durch das 
von ihm in zwei lose aneinander liegenden Weicheisenplatten 
erzeugte Magnetfeld nachweisen. Dieses Magnetfeld ist stark 
genug, um die mit einem 5 kg-Gewicht beschwerte untere Platte 
zu halten. Die Platte fällt herunter, kurz nachdem der Brenner 
weggenommen wurde. 


2.9 Thermische Stromquellen 





Abbildung 2.65 Demonstration großer Thermoströme, die durch ihr 
Magnetfeld ein Gewicht mit der Masse 5 kg halten können 


2.9.4 Peltier-Effekt 


Schickt man durch einen Stab, der aus aneinandergelöteten ver- 
schiedenen Metallen in der Reihenfolge ABA besteht, einen 
Strom (Abb. 2.66), so kühlt sich ein Kontakt ab, der andere er- 
wärmt sich. Polt man den Strom um, so kehren sich auch die 
Vorzeichen der Temperaturänderungen AT bzw. AT, an den 
beiden Kontakten ] und 2 um. 


Dieser so genannte Peltier-Effekt stellt also eine Umkehrung 
der Erzeugung eines Thermostromes dar. Die Erwärmung fin- 
det jeweils an derjenigen Kontaktstelle statt, welche bei gleicher 
Richtung des Thermostromes die kältere ist. 


Die an der Kontaktstelle 1 erzeugte Wärmeleistung ist propor- 
tional zum Strom 7. 


wobei /Iı, IIp die Peltier-Koeffizienten der Materialien 
A bzw. B sind. Das Vorzeichen von dW/dr hängt von der 
Stromrichtung ab. Für dW/dt > 0 wird Wärme erzeugt, 
für dW/dt < 0 wird dem Kontakt Wärme entzogen, er 
kühlt ab. Typische Werte liegen in der Größenordnung von 
IT x 10°J/C. Zwischen Thermospannung U,, und dem Peltier- 
Koeffizienten /I besteht die empirische Beziehung 


Ile 
nei: 


(2.44) 





Abbildung 2.66 Zum Nachweis des Peltier-Effektes 
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2 Der elektrische Strom 


Ein Peltier-Element arbeitet wie ein Kühlschrank als Wärme- 
pumpe (siehe Bd. 1, Abschn. 10.3.14). Die Peltier Koeffizienten 
sınd besonders groß bei Halbleitern. Die genaue Erklärung für 
die Ursache des Peltier-Effektes kann erst in Bd. 3 im Rahmen 
der Festkörperphysik gegeben werden. 


2.9.5 Thermoelektrische Konverter 


Peltier-Elemente und Thermoelemente gehören zur Gruppe der 
thermo-elektrischen Konverter, die entweder aus einer Tempera- 
turdifferenz Strom erzeugen oder umgekehrt mit Hilfe von elek- 
trischem Strom eine Temperaturdifferenz aufbauen. Solche ther- 
moelektrische Wandler sind zur Zeit ein aktuelles Forschungs- 
gebiet, weil man mit ıhnen eine Reihe technischer Probleme bei 
der Wärmeabfuhr oder bei der Verbesserung der Energiebilanz 
bei thermischer Stromerzeugung lösen kann. Von der energe- 
tischen Seite her gesehen können die Konverter Wärme mit 
Hilfe elektrischer Energie transportieren oder Wärmeenergie in 
elektrische Energie umwandeln. Man kann mit ıhnen also aus 
Abwärme Strom erzeugen oder Bauteile wie z.B. Mikrochips 
kühlen, indem die dort erzeugte Wärme abgeführt wird. Solche 
Konverter werden in vielen Bereichen der Technik verwendet. 
Ein Beispiel ist die Umwandlung der Abwärme ım Auspuff- 
rohr eines Autos in elektrische Energie zur Stromversorgung 
der elektrischen Anlagen und zur Schonung der Batteriereser- 
ven. Ein weiteres spektakuläres Beispiel ıst die Umwandlung 
der Wärme, die durch den Zerfall eines radioaktiven Präparates 
in Raumsonden entsteht, in elektrischen Strom zur Versorgung 
der elektrischen Geräte an Bord. In Abb. 2.67a und b sind 
die beiden Prozesse: a) Erzeugung einer Thermospannung AU 
und b) Transport einer Wärmemenge O schematisch dargestellt 
wobei A und B zwei unterschiedliche Materialien sind. Bei 
Metallen ist der Seebeck-Koeffizient von der Größenordnung 
uV/K, während er bei Halbleitern bei mV /K liegt, also zwei 
bis drei Größenordnungen größer ist (Tab. 2.7). Ein Beispiel 
für den durch einen elektrischen Strom induzierten Wärme- 
transport ist in Abb. 2.68 gezeigt. Hier wird ein Strom durch 
einen n-Halbleiter und einen p-Halbleiter geschickt, die beide 
durch eine Metallplatte verbunden sind. Bei richtiger Polung der 
Spannungsquelle wird die obere Metallplatte gekühlt, die bei- 
den unteren aufgeheizt. Es wird also Wärme von der oberen zur 
unteren Seite transportiert. Der Wirkungsgrad n eines solchen 


Q 
T; Ts 
AU h | 
Q 
a) AU=S-AT b) Q=n,-| 


Abbildung 2.67 Vergleich der beiden Prozesse. a Erzeugung einer 
Thermospannung AU, b Transport der Wärmemenge O 


Tabelle 2.7 Sceebeck-Koeffizienten einiger Metalle und Halbleiter 


Material S [uV/K] 
Quecksilber 0,6 
Aluminium 39 
Kupfer (08 
Germanium 300 
Tellur 500 

Selen 900 


Q zugeführte Wärme 






n-Typ 





Abwärme 


Abbildung 2.68 Wärmetransport verursacht durch einen Strom / durch 
n-Iyp- und p-Typ-Halbleiter 


Wärmetransportes wird definiert als der Quotient 


(iz AO/Waı < (Ty - T)/Ty (2.45) 
aus transportierter Wärmemenge und dazu notwendiger elektri- 
scher Energie, was wegen des Carnot-Wirkungsgrades höchs- 
tens gleich dem Quotienten aus erreichter Temperaturdifferenz 
und Temperatur der wärmeren Seite ıst. Er hängt zusammen 
mit der Effizienzzahl ZT, die mit den Materialeigenschaften ver- 
knüpft ist durch die Beziehung 

ZT = SoT/ı (2.46) 
wobei 5 der Seebeck-Koeffizient, o die elektrische Leitfähig- 
keit und A die Wärmeleitfähigkeit ist. In Abb. 2.69 sind S, «k 
und o als Funktion der freien Ladungsträgerdichte aufgetragen. 
Man sieht, dass Halbleiter den höchsten Wert für ZT ergeben. 
In Abb. 2.70 sind die Effizienzzahlen für einige Halbleiter- 
verbindungen aufgetragen als Funktion der Temperatur. Der 
Wirkungsgrad n hängt außer von ZT auch von den Tempera- 
turen 7, der warmen Seite und 7; der kalten Seite zusammen 
(Abb. 2.71). Man erhält für den maximal erreichbaren Wir- 
kungsgrad 


_ T,-RWZT+1)-1 


max 7 247 
= T» (WZT+1+1) en 


Beispiel 
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Abbildung 2.69 Scebeck-Koeffizient S [uV/K], elektrische Leitfä- 
hiskeit o [A/V -m], thermische Leitfähigkeit A [W/(K-m)] und 
Effizienzzahl ZT [dimensionslos] thermoelektrischer Wandler für den 
Übergang vom Isolator zum Metall bei 500K [27] 


Man sıeht daraus, dass der maximale Wirkungsgrad nicht be- 
sonders hoch ist [27]. Er wird begrenzt durch die ungewollte 
Wärmeleitung durch die Peltier-Elemente. 


2.9.6 Thomson Effekt 


Der Thomson-Effekt (nicht verwechseln mit dem Joule- 
Thomson-Effekt, Bd. 1, Abschn. 10.4.2!) beschreibt die ver- 
änderte Wärmeleitung durch einen stromdurchflossenen Leiter, 
wenn entlang des Leiters ein Temperaturgradient besteht. Durch 
den Strom / mit der Stromdichte j wird ım Leiter mit dem spezi- 
fischen Widerstand o.1, dem Querschnitt A und der Länge Z die 
Wärmemenge pro s und Volumen V=A-L 
(da1/dN/V = da ‘j (2.48) 
erzeugt. Diese Wärmemenge wird durch Wärmeleitung an die 
Umgebung abgegeben. Wenn wir bei einem drahtförmigen Lei- 
ter in x-Richtung mit Querschnitt A und Wärmeleitfähigkeit A 
die Wärmeverluste in Radialrichtung vernachlässigen, erhalten 
wir für die Wärmeverluste 
dO,/dr=-N-A-dT/dx (2.49) 
wenn der Strom zur Zeit t = O0 abgeschaltet wurde. Wenn der 
Strom / weiter fließt tritt ein zusätzlicher Wärmetransport auf, 


dessen Vorzeichen von der Richtung des Stromes relativ zum 
Temperaturgradienten abhängt. Er kann quantitativ beschrieben 


2.9 Thermische Stromquellen 
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Abbildung 2.70 Effizienzzahl Z - T für einige Halbleiterverbindungen 
als Funktion der Temperatur [27] 
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Abbildung 2.71 Maximaler Wirkungsgrad eines thermoelektrischen 
Wandlers als Funktion der Temperaturdifferenz AT = T, — Tx. Zum 
Vergleich ist der Carnot-Wirkungsgrad n = (T} - Tı)/T> für Ti = 
300 K gezeigt 


werden durch 


dQ,/dt=-u-j-dT/dx. (2.50) 


Die Wärmebilanz im Volumenelement dV eines Leiters mit 
Querschnittsfläche A, durch den ein Strom / mit der Stromdich- 
te j Nießt, ist dann 


dO/dt= ga: -(A-A+p-MdT/dx. 


Peltier-Effekt, Seebeck-Effekt und Thomson-Effekt sind nicht 
unabhängig von einander. Zwischen den entsprechenden Koef- 
fizienten bestehen die Relationen: 


2,51) 


MT=S-T; u=T-ds/dT. (2.52) 
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2 Der elektrische Strom 


Zusammenfassung 


= Ein elektrischer Strom ıst ein Transport elektrischer La- 
dungen. Er ist immer mit Massetransport verbunden. Die 
Stromdichte 


j=n'g’vy +tngv, 


hängt ab von den Dichten n* der Ladungsträger mit der La- 
dung q* und von ihren Driftgeschwindigkeiten v5. 

m Der Zusammenhang zwischen Stromdichte j und elektri- 
scher Feldstärke E wird bei Ohm’schen Leitern durch das 


Ohm’sche Gesetz gegeben: 
J=0ea'E. 


Die elektrische Leitfähigkeit o.ı ist eine Materialkonstante, 
die im Allgemeinen von der Temperatur abhängt. 

m Der spezifische elektrische Widerstand 0, = 1/0.ı eines Lei- 
ters wird durch Stöße der Ladungsträger mit den Atomen des 
Leitermaterials bewirkt. Der Gesamtwiderstand R eines Lei- 
ters hängt außerdem von seiner Geometrie ab. 

m Die Berechnung auch komplizierter Netzwerke ist mithilfe 
der Kirchhoff’schen Regeln möglich, die besagen: 

a) In einem Knotenpunkt mehrerer elektrischer Leiter gilt 


 u=0, 
k 


Aufgaben 


2.1. Eine Glühlampe ist über zwei 10m lange Kupferdrähte 

(® = 0,7 mm) und einen Schalter mit einer Gleichspannungs- 

quelle verbunden, sodass ein Strom von 1 A fließt. Die Dichte 

von Kupfer beträgt o = 8,92 g/cm? und die der Ladungsträger 

n =5- 10° m. 

a) Auf wie viel Kupferatome kommt im Mittel ein Ladungsträ- 
ger? 

b) Zum Zeitpunkt 7 = 0 wird der vorher offene Schalter ge- 
schlossen. Nach welcher Zeit r, fängt die Lampe an zu 
leuchten? Wie sıeht qualitativ der Stromverlauf aus? 

c) Berechnen Sie die Zeit », nach der das erste Elektron aus der 
Spannungsquelle durch den Glühfaden der Lampe fließt. 


b) In einem geschlossenen Leiterkreis aus mehreren Wider- 
ständen oder Spannungsquellen gilt 


DR 
k 


m Bei Gasentladungen tragen sowohl Elektronen als auch 
Ionen zum Strom bei. Unselbstständige Entladungen er- 
löschen, wenn die Erzeugung von Ladungsträgern durch 
äußere Einflüsse aufhört. Bei selbstständigen Entladungen 
muss jeder Ladungsträger innerhalb der Entladung für sei- 
nen Ersatz sorgen. 

= Alle Stromquellen benutzen die durch Energieaufwand er- 
folgte Trennung von positiven und negativen Ladungen und 
die dadurch erzeugte Potentialdifferenz zwischen zwei räum- 
lich getrennten Orten (Polen) der Stromquelle als Energie- 
speicher. Bei der Verbindung der Pole durch einen Leiter 
mit Widerstand R, führt dies zu einem elektrischen Strom 
I = U/(R, + R;). Der Innenwiderstand R; der Stromquelle 
ist durch Stöße der Ladungsträger innerhalb der Stromquelle 
bedingt und hängt von der Weglänge zwischen dem Ort der 
Ladungstrennung und den Polen ab. 

m Die elektrische Spannung chemischer Stromquellen ist durch 
die Differenz der Kontaktspannungen der Elektroden be- 
stimmt. 


d) Wie lange muss der Strom fließen, bis 1 g Elektronen durch 
den Querschnitt des Drahtes gewandert ist? 

2.2. Ein Im langer Eisendraht hat auf der einen Seite einen 

Durchmesser dı = lmm und verjüngt sich gleichmäßig auf 

einen Durchmesser da = 0,25 mm am anderen Ende. Berech- 

nen Sie 

a) den Gesamtwiderstand des Drahtes (O£isn = 8,71 0° 
2m), 

b) die pro Längeneinheit abfallende Leistung für den Fall, dass 
an den Draht eine Spannungsquelle mit U = 1 V angeschlos- 
sen wird. 


2.3. Berechnen Sie den Ersatzwiderstand der Schaltung zwi- 
schen A und B in Abb. 2.72. 





Abbildung 2.72 Zu Aufg. 2.3 


2.4. Wie groß sind in der gezeichneten Schaltung (Abb. 2.73) 
die Ströme /ı, » und 7? Welche Potentialdifferenz hat der 
Punkt A gegenüber der Masse? 





Abbildung 2.73 Zu Aufg. 2.4 


Zahlenbeispiel: URL = 10V, R(U)) = 1282, U = 4V, 

Ri) = 12 R = >58, = 482, RR = 42, = 32, 

Be Dr2R = 2128: 

2.5. Eine Autobatterie hat im unbelasteten Zustand die Span- 

nung Ug = 12 V. Beim Anlassen des Motors sinkt die Spannung 

auf den Wert U} = 10V, wobei der Strom / = 150 A fließt. 

a) Wie groß sind Innenwiderstand R; der Batterie und Wider- 
stand R, des Anlassers’ 

b) Bei tiefen Temperaturen erhöht sich R; auf den Wert R; = R.. 
Wie groß wird dann U} ? 

c) Wie groß ist in a), b) die im Anlasser und in der Batterie ver- 
brauchte Leistung? 

2.6. Die Punkte A und B bilden die Enden eines Netzwerkes 

(Abb. 2.74) aus acht Elementen (durch Kreise gekennzeichnet). 

a) Wie groß ist die Gesamtkapazität, wenn es sich um gleich 
große Kondensatoren der Kapazität C handelt? 

b) Wie groß ist der Gesamtwiderstand, wenn es sich um gleich 
sroße Widerstände R handelt? 


Aufgaben 71 


B 
Abbildung 2.74 Zu Aufg. 2.6 


2.7. Ein Zylinder von 12cm Durchmesser und 60 cm Länge 

soll in einem Nickelsalzbad galvanisch mit einer 0,1 mm starken 

Nickelschicht überzogen werden. Die Stromdichte soll 25 A/m? 

nicht übersteigen. 

a) Welcher Maximalstrom /„ ist möglich? 

b) Wie groß ist das elektrochemische Äquivalent Ec? 
(Hinweis: Nickelionen sınd zweifach geladen, mx; = 58,71- 
1.6710 kg, Avogadro-Konstante: 6,023 - 10° mol=!, Ele- 
mentarladung: 1,6 - 10”? C) 

c) Wie lange muss der Zylinder im Bad bleiben, wenn der Strom 
Im fließt (on; = 8,7 g/cm°)? 

2.8. Eine Spannungsquelle mit der elektromotorischen Kraft 

EMK = 4,5 V und einem inneren Widerstand R; = 1,292 wird 

über einen Außenwiderstand R, geschlossen. Wie groß muss R, 

gewählt werden, damit an ihm die maximale Leistung abgege- 

ben wird, und wıe groß ist diese Leistung” 

2.9. Ein Kondensator (Cı = 20 uF) ist auf 1000 V aufgela- 

den. Nun wird er durch Leitungen mit dem Widerstand R mit 

einem zweiten, ungeladenen Kondensator (Ca = 10uF) ver- 
bunden. 

a) Wie groß waren Ladung und Energie von Cı vor der Verbin- 
dung mit C>, wie groß sind sie nachher? 

b) Wie groß sind Spannung, Gesamtladung und Gesamtenergie 
von Cı + Ch) nach der Verbindung”? Wo ist die Energiediffe- 
renz geblieben? 

2.10. Die Strom-Spannungs-Charakteristik einer Gasentla- 

dung sei wie in Abb. 2.75 gegeben. 

a) Berechnen Sie Ryin und Rmax für den Vorschaltwiderstand, 
damit die Gasentladung stabil brennt, wenn eine Spannung 
U = 1000 \V angelegt wird. 
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Abbildung 2.75 Zu Aufg. 2.10 


b) Angenommen, der Vorschaltwiderstand sei R = 5k®. Was 
verändert sich, wenn die Spannung auf 500 V bzw. 1250 V 
verändert wird? 
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2 Der elektrische Strom 


2.11. Eine KClI-Lösung habe die spezifische Leitfähigkeit 
os = 1,1(R:m)!. Wie groß sind bei einer Ionendichte von 
n* = n = 10° /cm? die Amplituden der Ionenbewegun- 


gen in einem elektrischen Wechselfeld mit 2 = 30 V/cm und 
f = S0Hz, wenn die Beweslichkeit der beiden Ionenarten als 
gleich angenommen wird’ 
2.12. Ein abgeschirmtes Kabel, das aus einem Innenleiter 
(rı = lmm) und einer konzentrischen Metallhülle (r = $mm 
Innenradius) besteht, ist mit Isoliermaterial (0, = 10!” Qm) ge- 
füllt. Wie groß ıst der Leckstrom, der durch die Isolierschicht 
zwischen Innenleiter und Außenhülle bei 100m Kabellänge 
fließt, wenn der Innenleiter auf 3 kV liegt’ 
2.13. Das in 2.12. beschriebene Kabel kann durch das Schalt- 
bild in Abb. 2.76 beschrieben werden, wobei Rı der Widerstand 
pro m und R> der Leckwiderstand pro m ist. 
a) Wie groß ist der Widerstand R,„ zwischen a und b für n Meter 
Kabellänge” 


Literatur 


1. L. Pearce Williams: Andre Marie Ampere als Physiker 
und Philosoph. Spektrum der Wissenschaft, März 1989, 
S.114 

2. W. Buckel: Supraleitung: Grundlagen und Anwendungen, 
6. Aufl. (Verlag Chemie, Weinheim 2008) 

3. PF. Dahl: Superconductivity: Its historical roots and de- 
velopment from mercury to the ceramic oxydes (Am. Phys. 
Institute, New York 1992) 

4. J.G. Bednorz, K.A. Müller: Possible Hıgh 7, Superconduc- 
tivity in the Ba-La-Cu-O System. Z. Phys. B 64, 189 (1986) 

5. Nobelvortrag: Oxide mit Perowskitstruktur: Der neue Weg 
zur Hochtemperatur-Supraleitung. Phys. Blätter 44, 347 
(1988) 

6. H.E. Hoenig: Sind Hochtemperatur-Supraleiter nützlich? 
Phys. unserer Zeit 22, 20 (1991) 

7. J. Klamut (ed.): Recent Developments of High Temperature 
Superconductors (Springer, Berlin, Heidelberg 1996) 

8. H. Ibach, H. Lüth: Festkörperphysik, 3. Aufl. (Springer, 
Berlin, Heidelberg 1990) 

9. N. Klein: Brauchen wir einen neuen Mechanismus zur Er- 
klärung der Hoch-T.-Supraleitung? Phys. Blätter 50, 551 
(1994) 

10. E. Schrüfer: Elektrische Meßtechnik, 3. Aufl. (Carl Hanser 
Verlag, München 1988) 

11. Kohlrausch: Praktische Physik, Bd.2, 23. Aufl. (Teubner, 
Stuttgart 1985) 

12. K. Wiesemann: Einführung in die Gaselektronik (Teubner, 
Stuttgart 1968) 

13. F.M. Penning: Elektrische Gasentladungen (Philips Tech- 
nische Bibliothek, Eindhoven 1957) 


b) Wie groß ist für Rı = Ra der Grenzwert lim R,„? 
n —> 09 





Abbildung 2.76 Zu Aufg. 2.13 


2.14. Leiten Sie die Relation (2.42d) her. 
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3 Statische Magnetfelder 


Schon im Altertum wurde beobachtet, dass bestimmte Minera- 
lien, die ın der Nähe der Stadt Magnesıa in Kleinasien gefunden 
wurden, Eisen anzogen. Man nannte sie Magnete und nutz- 
te sie in Form von Kompassnadeln zur Navigation, da man 
festgestellt hatte, dass solche Magnetnadeln immer nach Nor- 
den zeigten. Die Chinesen kannten Magnete bereits früher. Die 
genauere Erklärung der physikalischen Grundlagen dieser Per- 
manentmagnete gelang allerdings erst im 20. Jahrhundert nach 
der Entwicklung der Quantentheorie und der modernen Fest- 
körperphysik, und auch heute sind noch nicht alle Fragen der 
magnetischen Erscheinungen in Materie restlos geklärt. 


Wir haben im Abschn. 2.5 erfahren, dass auch elektrische Strö- 
me magnetische Wirkungen haben können. In diesem Kapitel 
sollen nun die von Permanentmagneten und von elektrischen 
Strömen erzeugten Magnetfelder genauer diskutiert und die 
Eigenschaften verschiedener magnetischer Materialien phäno- 
menologisch behandelt werden. In Bd. 3 wird dann gezeigt, 
dass auch die Magnetfelder permanenter Magnete im atomaren 
Bereich auf bewegte Ladungen und atomare magnetische Mo- 
mente zurückzuführen sind. 


3.1 Permanentmagnete 


Wir beginnen mit einigen grundlegenden Experimenten: 


Bestreut man eine Glasplatte, unter der ein stabförmiger Perma- 
nentmagnet liegt, mit Eisenpulver, so stellt man fest, dass sich 
die Eisenfeilspäne in Form von Linien anordnen, die sich über 
zwei Punkten des Permanentmagneten häufen (Abb. 3.1). Wir 
nennen diese beiden Häufungsstellen die magnetischen Pole. 


Hängt man einen stabförmigen Permanentmagneten in seinem 
Massenschwerpunkt an einem Faden drehbar auf, so zeigt ei- 
ner der beiden Pole nach Norden (wir nennen ihn deshalb den 
magnetischen Nordpol), der andere nach Süden (magnetischer 
Südpol). Nähert man dem drehbar aufgehängten Stabmagne- 
ten einen zweiten Stabmagneten (Abb. 3.2), so beobachtet man, 
dass der Nordpol des ersten Magneten vom Südpol des zweiten 
angezogen, vom Nordpol dagegen abgestoßen wird. 


Gleichnamige Pole stoßen sich also ab und ungleichna- 
mige ziehen sich an, völlig analog zur Wechselwirkung 
zwischen elektrischen Ladungen in der Elektrostatik. 


Es gibt jedoch einen wesentlichen Unterschied zur Elektrosta- 
tik: Bricht man einen Stabmagneten in der Mitte durch, so stellt 
man fest, dass man nicht etwa zwei getrennte magnetische Pole 
erhält, sondern dass jede der beiden Hälften wieder einen ma- 
gnetischen Dipol mit Nord- und Südpol bildet (Abb. 3.3). Diese 
Teilung kann man fortsetzen und erhält immer das gleiche Re- 
sultat, sodass wir zu dem Schluss kommen: 








Abbildung 3.1 Feldlinienbild eines Stabmagneten. a Schematisch; 
b experimentelle Demonstration mit Eisenfeilspänen. Man beachte, 
dass die Feldlinien geschlossene Kurven sind, d.h. sie hören nicht an 
den Polen auf 


Probe- 
magnet 


langer Feld- 

en magnet 
r 

N 


Abbildung 3.2 Magnetische Drehwaage zur Messung der Kraft zwi- 
schen den Magnetpolen. Der Feldmagnet muss sehr lang sein, sodass 
die Entfernung zwischen seinen Polen groß ist gegen den Abstand der 
Magnete 


Es gibt keine isolierten magnetischen Pole. In der Natur 
kommen Nord- und Südpol immer gemeinsam vor, nie 
einzeln. 


Bruchstelle 


; x 


Abbildung 3.3 Beim Durchbrechen eines Stabmagneten erhält man 
keine getrennten Magnetpole, sondern wieder zwei Dipole 











Ein weiterer, damit zusammenhängender Unterschied zwischen 
elektrischen und magnetischen Feldern soll noch besonders 
betont werden: Die elektrischen Feldlinien starten an den po- 
sıtiven und enden an den negativen Ladungen, während die 
magnetischen Feldlinien immer geschlossen sind! Sıe laufen in- 
nerhalb des Magneten weiter vom Südpol zum Nordpol, wo sie 
dann austreten und zum Südpol zurückkehren (vergleiche die 
Abb. 3.1 und 1.10). 


Wir werden sehen, dass statische elektrische Felder durch ru- 
hende Ladungen, statische Magnetfelder durch bewegte Ladun- 
gen erzeugt werden. 


In Abb. 3.1] wurde illustriert, dass man das magnetische Feld, 
analog zum elektrischen Feld, durch Feldlinien verdeutlichen 
kann, welche an jedem Punkte des Raumes die Richtung des 
Feldes angeben und analog zu elektrischen Kraftfluss 2. in 
(1.9b) den magnetischen Kraftfluss 


On = [Ba 5.1) 


durch die Fläche A bestimmen. Die Dichte dieser „Kraftflussli- 
nien“ wird durch die magnetische Kraftflussdichte B gegeben, 
die ein Maß für die magnetische Feldstärke ist und deshalb auch 
magnetische Feldstärke genannt wird. Sie erhält aus später 
ersichtlichen Gründen die Maßeinheit [V s/ m], während die 
elektrische Kraftflussdichte ®&ı = f E dA die Einheit [V m] 
hat. Zur Abkürzung führt man für B die neue Einheit ein: 


—9. Def 


[B]l = 1Vsm”“ = 1Tesla=1T. (3.2) 


Da 1T eine für praktische Zwecke sehr große Einheit ist werden 
oft die Untereinheiten 


ImT = 10” T 
1uT=10*T 
1 Gauss = 16 = 10*T 
verwendet. 
Beispiel 
Die mittlere Stärke der Horizontalkomponente des Erd- 


magnetfeldes beträgt etwa 20 uT = 0,2G. Mit großen 
supraleitenden Magneten erreicht man Werte bis zu 20T. 


3.2 Magnetfelder stationärer Ströme 


Mit so genannten Hybrıdmagneten, bei denen dem Ma- 
snetfeld des supraleitenden Magneten noch zusätzlich ein 
durch normale Ströme erzeugtes Magnetfeld überlagert 
wird, kommt man bis auf 35T [1]. < 


3.2 Magnetfelder stationärer 
Ströme 


Schickt man durch einen langen geraden Draht einen Strom 
I, so stellt man fest, dass eine Kompassnadel in der Nähe des 
Drahtes so abgelenkt wird, dass sie immer tangential zu kon- 
zentrischen Kreisen um den Draht ausgerichtet ist (Abb. 3.4). 
Der elektrische Strom muss also ein Magnetfeld erzeugen. Man 
kann es mithilfe von Eisenfeilspänen sichtbar machen und fin- 
det dabei, dass die Magnetfeldlinien in einer Ebene senkrecht 
zum Draht konzentrische Kreise um den Durchstoßpunkt des 
Drahtes sind (Abb. 3.5). Schaut man in Richtung von /, so ent- 
spricht die Richtung von B einer Rechtsschraube. Die Richtung 
des Magnetfeldes kehrt sich bei Umkehrung der Stromrichtung 
ebenfalls um. 


Eine stromdurchflossene zylindrische Spule aus vielen Windun- 
gen (Abb. 3.6) erzeugt ein Magnetfeld, das dem eines Stab- 





Abbildung 3.4 Messung des Magnetfeldes eines geraden stromdurch- 
flossenen Drahtes mit einer Kompassnadel, die um den Draht herumge- 
führt wird 


Abbildung 3.5 Magnetfeldlinien um einen geraden stromdurchflosse- 
nen Draht 
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3 Statische Magnetfelder 





Abbildung 3.6 Magnetfeld einer stromdurchflossenen langen Zylin- 
derspule 


magneten ähnlich ist (Dipolfeld). Hängt man, wie in Abb. 3.2, 
statt des Stabmagneten eine solche stromdurchflossene Spule 
an die Drehwaage, so findet man ein zum Stabmagneten völ- 
lig äquivalentes Verhalten: An den Enden der Spule gibt es 
einen „Nordpol“ bzw. einen „Südpol“, die sich bei Umkehrung 
der Stromrichtung vertauschen. Man sieht aus Abb. 3.6 deutlich, 
dass die magnetischen Feldlinien nicht an den Magnetpolen en- 
den, sondern geschlossene Kurven darstellen. 


Wir wollen in diesem Kapitel Methoden angeben, wie man 
die Magnetfelder beliebiger Anordnung von Strom führenden 
Leitern berechnen kann. Dazu müssen wir zuerst einige neue 
Begriffe einführen [2]. 


3.2.1 Magnetischer Kraftfluss 


und magnetische Spannung 


Da alle Magnetfeldlinien geschlossen sind, folgt sofort 
(Abb. 3.7), dass der gesamte magnetische Fluss durch die ge- 
schlossene Oberfläche A eines Volumens V null sein muss, da 
durch sıe genauso viele Feldlinien ein- wie austreten. Es gilt 


deshalb 
dB dA=0. 


Die Umwandlung dieses Oberflächenintegrals in ein Integral 
über das von der Oberfläche A eingeschlossene Volumen V er- 
gibt nach dem Gauß’schen Satz: 


dB. = [divpav=o, 


(3.3) 


woraus folgt: 
divB =0 (3.4) 


Dies ıst die mathematische Formulierung der physikalischen 
Tatsache, dass es keine magnetischen Monopole gibt; Quellen 


w\ 
& 
> 


Abbildung 3.7 Der magnetische Fluss ®„ durch eine geschlossene 
Oberfläche A ist null 


und Senken des magnetischen Feldes (Nord- und Südpole) kom- 
men immer zusammen vor, im Gegensatz zum elektrostatischen 
Feld, wo bei Anwesenheit von Ladungen mit der Ladungsdichte 
o gilt: 

dvE=o/o #0. 


Im elektrostatischen Feld ergab das Linienintegral 


P3 


[E#=v 


Pı 


die elektrische Spannung U = dı — &» zwischen den bei- 
den Punkten Pı und P>. Auf einem geschlossenen Wege war 
®E. ds = 0. Für das magnetische Feld ergibt das Integral 
2 B “B ds die „magnetische Spannung“ mit der Einheit [A]. 
Das Integral entlang einem geschlossenen Weg ist jedoch nicht 


null. 


Man findet experimentell für das Integral das Ampe- 
re’sche Gesetz: 


DB-ds=u-1, (3.5) 


wenn der Integrationsweg eine Fläche umschließt, die von 
einem Strom / durchflossen wird. 


Die Konstante 
7 Vs 
Yo = 4 - 107° — (3.6) 
Am 


heißt magnetische Induktionskonstante. Die Dimension von B 
ist dann [V s/m?]. 


Wegen 


1= [ja 


lässt sich (3.5) mithilfe des Stokes’schen Satzes umformen in 


vo: [ira DB = [rorB-ua 


Weil dies für beliebige Integrationswege gilt, folgt für die Inte- 
granden: 


rot B= wo ‘J, es) 


während für das elektrostatische Feld rot E = 
(1.65c)). 


0 gilt (siehe 


Mithilfe des Ampere’schen Gesetzes und des magnetischen 
Kraftflusses lassen sich die Magnetfelder spezieller Strom- 
verteilungen leicht berechnen, wie ım Folgenden an einigen 
Beispielen gezeigt werden soll. Der Zusammenhang zwischen 
magnetischer Spannung U„ und magnetischem Kraftfluss dm 
It Um = Rn: 0; wobei rn. = Er (r = Radius des Kreises 
um eine stromführende Fläche A) der magnetische Widerstand 
ist. 


3.2.2 Das Magnetfeld eines geraden 
Stromleiters 


Aus Experimenten, deren Ergebnisse in Abb. 3.5 und 3.6 darge- 
stellt sind, folgt: Die Magnetfeldlinien um einen vom Strom / 
durchflossenen Draht sind konzentrische Kreise, auf denen je- 
weils |B(r)| = const gilt. Wählt man als Integrationsweg einen 
solchen Kreis mit dem Radius r > ro um den zylindrischen 
Draht mit Radius ro, (Abb. 3.8a), so erhält man gemäß (3.5) un- 
ter Verwendung ebener Polarkoordinaten 


2 
dB. = | r-B-dp=2r-r- Bir) = Mol. 
0 


\ 
B Bl 





Integra- 
a) tionsweg b) 





Abbildung 3.8 a Integrationsweg entlang der kreisförmigen Mag- 
netfeldlinien um einen geraden Stromleiter. b Feldstärke |B(r)| als 
Funktion des Abstandes r von der Drahtmitte 


3.2 Magnetfelder stationärer Ströme 83 


Für den Betrag von B erhält man dann: 


Kol 


B(r) = _ (3.8) 


Für r < ro wird nur der Teil x - r? - j des Stromes vom Integrati- 
onsweg umschlossen. Wir erhalten jetzt: 


2rr-B(r) = wonr‘j 


Hol 
2 7 





1 
mA) Zur (3.9) 


B(r) hat also den größten Wert auf der Oberfläche r = ro des 
Strom führenden Drahtes (Abb. 3.8b). 


3.2.3 Magnetfeld im Inneren 
einer lang gestreckten Spule 


Aus dem experimentellen Feldlinienbild mit Eisenfeilspänen 
sieht man, dass das Magnetfeld im Inneren der vom Strom / 
durchflossenen Spule (Abb. 3.6) mit N Windungen praktisch ho- 
mogen ist und im Außenraum demgegenüber vernachlässigbar 
klein ist, wenn der Durchmesser der Spule mit n Windungen pro 
m klein gegenüber ıhrer Länge Z ist. Wir integrieren auf dem in 
Abb. 3.9 gestrichelt eingezeichneten Wege. Da nur die Strecke 
im Inneren einen merklichen Beitrag liefert (auf den Strecken 
AC und DB ist B L ds, und außen kann der Integrationsweg 
beliebig weit von der Spule entfernt gewählt werden, wo B sehr 
klein wird), erhalten wir: 


m 
[7 
= 
oO. 
© 
XL 





A 
dB. = | Bas=B-L=N-m-l 
B 
> B=uon-I (3.10) 


mitn = N/L. Das magnetische Feld im Spuleninneren ist 
bei dieser vereinfachten Betrachtung homogen, d.h. unabhän- 
gig vom Ort! 








Abbildung 3.9 Integrationsweg zur Bestimmung des Magnetfeldes ei- 
ner langen Zylinderspule 
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3 Statische Magnetfelder 


Beispiel 


2 0 Ina Ren 126 l0ENZ Sem) 
—_ B=-0V0, ST = PSG « 


3.2.4 Das Vektorpotential 


In den Abschnitten 1.3 und 1.4 wurde gezeigt, dass es einen 
allgemeinen Weg gibt, um das elektrostatische Potential &(r) 
mithilfe von (1.20) und das elektrische Feld E(r) = -grad $(r) 
zumindest numerisch zu berechnen, wenn die Ladungsvertei- 
lung o(r) bekannt ist. Die Frage ist nun, ob in analoger Weise 
das Magnetfeld B(r) bzw. ein noch zu definierendes „mag- 
netisches Potential“ bestimmt werden kann, wenn man die 
Stromverteilung kennt. 


Aus (3.6) folgt, dass ®B - ds # 0 ist, wenn der Integrations- 
weg stromdurchflossene Flächen umschließt. In solchen Fällen 
ist dann das Integral $ B - ds nicht mehr unbedingt unabhängig 
vom Integrationsweg, und man kann deshalb nicht mehr, wie im 
elektrostatischen Fall (siehe Abschn. 1.3), ein magnetisches Po- 
tential dm) durch die Definition B = —uo - grad dd eindeutig 
bestimmen, weil dann jarot B = —uo :V x Vom = 0, im Wi- 
derspruch zu (3.7) gelten müsste (sıehe Bd. 1, Abschn. 13.1.6). 


Da divB = 0 silt, kann man jedoch ohne Widerspruch eine 
vektorielle Feldgröße A(r) durch die Relation 
B=rotA (3.11) 
definieren, die das Vektorpotential des Magnetfeldes B(r) heißt. 
Dadurch wird automatisch die Bedingung (3.4) erfüllt, weil im- 
mer gilt: 
dvB=V-.(VxA)=0. 


Durch die Definitionsgleichung B = rot A ist das Vektorpoten- 
tial A(r) noch nicht völlig festgelegt, weil z. B. auch ein anderes 
Vektorpotential 

A’'=A+gradf 


mit einer beliebigen skalaren Ortsfunktion f(r) wegen 
rot grad f = 0 genau wie A (3.11) genügt, d.h. das gleiche Ma- 
gnetfeld B ergibt. Man muss daher noch eine Zusatzbedingung 
(Eichbedingung) an A stellen, für die man im Falle stationärer, 
d.h. zeitunabhängiger Felder, 


divA =0 (Coulomb-Eichung) (3.12) 


wählt, was sich weiter unten als zweckmäßig erweisen wird. 
Durch diese Zusatzbedingung ist A(r) eindeutig bestimmt bis 
auf eine additive Funktion f, die die Laplacegleichung Af = 0 
erfüllt. Wir können sie — genau wie beim elektrostatischen Po- 
tential — so wählen, dass A(r) im Unendlichen null wird. Die 
beiden Definitionsgleichungen für das Vektorpotential lauten 


dann 


rot A=B dvA=0. 


Anmerkung. Leider werden das Vektorpotential und die Flä- 
che durch denselben Buchstaben A bezeichnet. Dies dürfte hier 
jedoch nicht zur Verwirrung führen. < 


3.2.5 Das magnetische Feld 
einer beliebigen Stromverteilung; 
Biot-Savart-Gesetz 


In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass das Vektorpotential 

A(r) aus einer gegebenen Stromverteilungj(r) in völlig analoger 

Weise bestimmt werden kann wie das skalare Potential d.ı aus 

der Ladungsverteilung o(r). 

Aus (3.7) und Bd. 1, Abschn. 13.1.6 folgt mit B = rot A 
Vx(VxA)= grad divA — divgrad A 


= wo): 


Wegen divA = O erhalten wir mit divgrad A = AA 


AA=-uo.J: Se 
In Komponentenschreibweise wird dies: 
AA; — —Uo Ji ’ I=X,y,Z. (3.13a) 


Man beachte, dass diese drei Komponentengleichungen mathe- 
matisch völlig äquivalent zur Poisson-Gleichung Ad. = —o/Eo 
sind, wenn man die Stromdichtekomponente j; durch die La- 
dungsdichte o und uo durch 1/eu ersetzt. Deshalb müssen 
auch ihre Lösungen äquivalent sein, und wir erhalten für das 
Vektorpotential A (r,) im Punkte P(r,) analog zu (1.20) die Vek- 


torgleichung 
dV. 
Alrı) = a 2 
Ar rı2 


(3.14) 


mit rıa = |rı—r3|, wobei die Integration über das gesamte Strom 
führende Volumen V3 erfolgt (Abb. 3.10). 


Wenn man das Vektorpotential einer Stromverteilung berech- 
net hat, kann man aus B = rot A das Magnetfeld B(r,) im 
Punkte P(r,) durch Differentiation gewinnen. Dabei muss man 
beachten, dass die Differentiation nach den Koordinaten r, des 
Aufpunktes ?, die Integration jedoch über das Volumen dV; der 
Strom führenden Gebiete erfolgt. Die Reihenfolge von Diffe- 
rentiation und Integration kann vertauscht werden. Man erhält 


dann: Pe 
B(r,) = nv „7029 dV2 n 
Ar rı2 


(3.15) 





Abbildung 3.10 Zum Vektorpotential A(r,) einer Stromvertei- 
lung j(r2) 


Mit rn = y@aı - 9%)’ + 01-2)? + (ı - 2)” ergibt die 


Ausführung der Differentiation (siehe Aufg. 3.8): 


w [J) X eı2 
B(r,) — A 


dV> RIO) 


mit dem Einheitsvektor e)> = ry>» 7 r22. 


Fließt der Strom nur in dünnen Drähten (Abb. 3.11), so kann 
manj-dV =j-dA-ds =/- ds setzen, weil der Integrand j auf 
der Querschnittsfläche dA annähernd konstant ist, sodass wir die 
Integration über dA sofort ausführen können. Dadurch lässt sich 
das dreidimensionale Volumenintegral auf ein Linienintegral 





61. x ds 
B(rı) = 2 1 [® 2 (3.16a) 


2 


zurückführen. Diese Relation heißt Biot-Savart-Gesetz. 


Wir wollen seine Anwendung durch einige Beispiele illustrie- 
ren. 





Abbildung 3.11 Zum Biot-Savart-Gesetz 
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3.2.6 Beispiele zur Berechnung von 
magnetischen Feldern spezieller 
Stromanordnungen 


3.2.6.1 Das Magnetfeld eines geraden Leiters 


Wir betrachten in Abb.3.12 einen langen Strom führenden 
Draht in z-Richtung. Der Einheitsvektor &]2 = E, zeigt vom 
Linienelement dz zum Punkt P. Das Magnetfeld B(R), das im 
Punkte P(R) erzeugt wird, kann aus (3.16a) berechnet werden. 
Das Vektorprodukt €], x ds hat den Betrag 


leı2 x ds| = sinß - da= cosa - dz 


und die Richtung von —e,, wobei der Einheitsvektor e, in der 
x-y-Ebene Tangente an den Kreis mit dem Radius R ist. Wir er- 
halten damit: 


I 
B(R) = | der (3.16) 


Art r2 


Wegenr =R/cosa,z=R-tan& > dz= Rda/ cos’ « folgt 38 
für den Betrag B = |B| 3) 
ya 
+r/2 ’ > 
Kol Ko es) 

= —— da = —— , 3.17 
ArnR mm 2rrR = 

—ı/2 


das bereits im Abschn. 3.2.2 hergeleitete Ergebnis. 





Da die Stromdichte j nur eine z-Komponente hat, kann auch 
das Vektorpotential gemäß (3.14) nur eine z-Komponente ha- 
ben, d.h. 

A = {0,0,A,}. 


AusB = rot A folgt dann 
0A; 


B, an = —-—- und B,=0. 
Y 9x zZ 
Geht man zu Zylinderkoordinaten (r, @,z) über, so erhält man 


dA, 


Ir 


r=-- und B, = 





Abbildung 3.12 Zur Berechnung von Magnetfeld und Vektorpotential 
eines langen geraden Leiters 
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Weil A, wegen der Zylindersymmetrie nicht von @ abhängt, ist 
0A,/de =0 > B,= 0. Damit wird fürr =R 





0A I 
B=B, (5) ai. (3.182) 
or )r  ?2MR 
Durch Integration folgt dann für R > Ro: 
r I. R 
A. = | BaR= In—. (3.18) 
27T Ro 
Ro 


Auch hier kommt die Randbedingung A(o) = 0 wie schon 
ım Falle des Potentials des geladenen Stabes ın (1.18c) nicht in 
Frage, vielmehr wird der Nullpunkt für R = Ro gewählt. 


Im Inneren des Drahtes (R < Ro) wird B nur durch den vom 
Kreis mit Radius R umschlossenen Strom bewirkt. Deshalb gilt 
nach (3.18a) 


A. 1. 
= — HoJR 


I=nR® > B,=-— 
. PR 2 


1 
— A= er + const. 









A,«= -InR/Ry 
für R2Ry 


Abbildung 3.13 Vergleich zwischen dem elektrischen Potential d(R) 
eines geladenen Drahtes mit Radius Ru und Linienladungsdichte 
dO/dz = A (a) und dem Vektorpotential A,(R) eines Drahtes, durch 
den der Strom / fließt (b). ce Radialer Verlauf von B,(R) und A,(R) 


Aus der Bedingung A,(Ro) = 0 folgt: 


l .» 
const = „uuR 
Rs 
AUR< Ro) = ZHa(Ro-R) . 


Wenn / = jrR} der gesamte Strom durch den Draht ist, erhalten 
wir: | 
AuR< Ro) = +7 Hol (1 (R/Ro)) 


In Abb. 3.13c sind |B(R)| und |A,(R)| als Funktion von R ver- 
deutlicht. In Abb. 3.13a,b ist der Vergleich zwischen dem elek- 
trischen Potential d(R) des mit der Ladungsdichte dO/dz = A 
belegten Stabes (siehe Abschn. 1.3.4.3) und dem Vektorpoten- 
tial A,(R) eines Strom führenden Drahtes verdeutlicht, um die 
enge Analogie zwischen den beiden Fällen zu zeigen. 


3.2.6.2 Das Magnetfeld 
einer kreisförmigen Stromschleife 


Liegt die Stromschleife ın der x-y-Ebene (Abb. 3.14a), so hat 
nach (3.16) das Magnetfeld B in der Schleifenebene nur eine z- 
Komponente, deren Betrag im Aufpunkt ?P} (x, y, O) nach (3.16a) 
wegen |eı2 x ds| = sing ds den Wert 











I sın 

B, = $ ds (3.19) 
An N, 

hat. Im Mittelpunkt des Kreises ist ra = Rundp = n/2, 

sodass man dort erhält: 
Hol 
DB, 3.19 
z DER ( a) 


Auf der Symmetrieachse (z-Achse durch den Mittelpunkt, 
Abb. 3.14b) erhalten wir aus (3.16a) den Beitrag dB des Weg- 
elements ds zum Magnetfeld B: 


Koi rxds 


dB = 
Ast r> 








(3.19b) 


Bei der Integration über alle Wegelemente des Kreises mitteln 
sich die Komponenten dB, = dB- sina senkrecht zur Symme- 
trieachse zu null. Es bleibt nur die Parallelkomponente dB|j| = 
dB-cos«, die bei der Integration wegen |rx ds| = (R/cos«) ds 


ergibt: 
B\ = B, = [abı = [1a .-cosa. 


Einsetzen von (3.19b) liefert: 


«I IHR 
ie. DR In-R. 
Ar. r As. r 





Wegen r* = R? + z? folgt daraus für das Magnetfeld auf der 
Symmetrieachse (z-Achse) 


ho-I-n-R 


B;(z) — 2 (22 + R2)3/2 ER R2)3/2 . 


(3.19c) 
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Magnetfeld (3.19c) schreiben als 


I-A 
ER 2 kin 


2 nr 


(3.20) 


wobei r der Abstand des Aufpunktes von der Schleifenmitte 





X-Y-Ebene (= Nullpunkt) ist. 
2 = > 0 
a) |&4,xds|=sinpgds b)|rx ds|=(R/cos a)ds Mannennt das Produkt 
zi 9P Pm =I-A GO.) 


von Kreisstrom / und der vom Strom umschlossenen Flä- 
che A das magnetische Dipolmoment der Stromschleife. 





d) -10 1 2z/R Für große Entfernungen (z > R) gilt dann: 


Abbildung 3.14 Zur Berechnung des Magnetfeldes einer Stromschlei- B= on 
fe a in der Schleifenebene, b auf der Symmetrieachse. e Zur Definition 2u r 
von dB und dB, d Verlauf von B(z) auf der Achse 


(3.20a) 


Man vergleiche (3.20a) mit dem entsprechenden Ausdruck 
(1.25) für das elektrische Feld des elektrischen Dipols p.. 


Für Punkte außerhalb der Symmetrieachse ist die Berechnung 
von B(r) schwieriger. Man erhält für Punkte auf der Schlei- 
fenebene elliptische Integrale, deren Lösung nur numerisch 


Die Magnetfeldlinien des Strom führenden Ringes sind im obe- Möglich ist (siehe z. B. [3-S]). Die Feldstärke B, in der Schlei- 
ren Teil von Abb.3.15 dargestellt. Das Feldlinienbild gleicht !enebene ist in Abb. 3.15 als Funktion des Abstands r vom 
dem eines kurzen Stabmagneten (siehe Abb. 3.1). Schleifenmittelpunkt aufgetragen. 


Der Feldverlauf 3,(z) auf der Schleifenachse ist in Abb. 3.14d 
dargestellt. 


m 
[7 
= 
oO. 
© 
XL 





Die Stromschleife stellt daher einen magnetischen Dipol dar. 3.2.6.3 Das Magnetfeld 


Mit dem Flächennormalenvektor A = srR° - €, lässt sich das eines Helmholtz-Spulenpaares 


Ein Helmholtz-Spulenpaar besteht aus zwei parallelen Ringspu- 
len mit Radius R ım Abstand d = R, die in gleicher Richtung 
von einem Strom / durchflossen werden (Abb. 3.16). 


en 
B 


Wir betrachten zunächst eine Anordnung mit beliebigem Spu- 
lenabstand d. Der Nullpunkt des Koordinatensystems liege im 






b) -R/2 0 RI/2 Z 


Abbildung 3.15 a Magnetfeldlinien einer Stromschleife, b der Verlauf 
B;(r/R) in der Schleifenebene als Funktion des Abstandes r vom Mit- Abbildung 3.16 Magnetfeld eines Helmholtz-Spulenpaars. a Anord- 
telpunkt nung; b Magnetfeldstärke B(z) entlang der Achse 
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Mittelpunkt des Spulenpaares. Auf der Symmetrieachse der 
Spulen (z-Achse) ist der Betrag B(z) des Magnetfeldes im Ab- 
stand z vom Nullpunkt nach (3.19c): 


BG) =Bı (@ + 5) + B} ( = 5) (3.228) 
_MebR 1 
? — Ü[e+4/2? +R]" 





1 
4+——t . 
[@- d/2)? + R?]” i 


Entwickelt man diesen Ausdruck in eine Taylor-Reihe um z = 
0, so fallen alle Terme mit ungeradzahligen Potenzen von z 
heraus. Dies ist schon deshalb klar, weil der Betrag von B sym- 
metrisch um z = 0 ist. Wir erhalten nach einer etwas mühseligen 
Rechnung: 


KoIR“ 


Bey re 
(2) Kaya? + Rp? 
a 3.22b 

| Fa@rRy _ 

15 (d*/2) -3d’R’ + R° al... 

8 (d?/4 + R?)* | 


Wählt man nun d = R (Helmholtz-Bedingung), so verschwin- 
det der Term mit z*, und das Feld ist um z = 0 in sehr guter 
Näherung konstant: 


Kol 


144 * 
20 = ae | Ts 


(3.220) 


Bei einem Verhältnis z/R = 0,3 beträgt die relative Abwei- 
chung der Feldstärke B(z) vom Wert B(0) weniger als 1 %! 


Drei zueinander senkrechte Helmholtz-Spulenpaare werden be- 
nutzt, um äußere Magnetfelder, z.B. das Erdmagnetfeld, zu 
kompensieren und damit im Experimentiervolumen magnetfeld- 
freie Bedingungen zu erreichen. 


Werden die beiden Spulen von entgegengesetzt gerichteten 
gleichen Strömen durchflossen (Abb. 3.17), so erzeugt dieses 
„Anti“-Helmholtz-Spulenpaar ein um z = 0 linear mit z anstei- 
sendes (bzw. fallendes) Magnetfeld, das für z = O durch null 
geht. Man erhält statt (3.22a) 





d d 
B@) =Bı „+2 — B, -5t2 (3.22d) 
48 Wol 
— — 2 +... (3.22e) 
25:95 R 


Ein solches Magnetfeld wird in Kombination mit drei stehenden 
Lichtwellen zur Speicherung ultrakalter Atome verwendet. 





Abbildung 3.17 Anti-Helmholtzfeld mit zwei gegensinnig vom Strom 
durchflossenen Spulen 


3.2.6.4 Das Feld einer Zylinderspule 


In Abschn. 3.2.3 wurde gezeigt, dass im Inneren einer unendlich 
langen Spule mit n Windungen pro m ein homogenes Magnet- 
feld 


B=wWo:n-I 


vorliegt. Wir wollen jetzt den Einfluss der Randeffekte bei 
endlicher Spulenlänge Z untersuchen. Der Nullpunkt des Ko- 
ordinatensystems soll in der Mitte der Spule liegen, deren 
Symmetrieachse als z-Achse gewählt wird (Abb. 3.18). 


Der Anteil des Magnetfeldes im Punkte P(z), der von den n- d{ 
Windungen mit dem Querschnitt A = r - R? im Längenintervall 
d{ erzeugt wird, ist nach (3.19c) 


Uo-T-A-n-dl 
dB = 372° 


= (3.23) 
2r|R? +(2 - o?] 


Das Gesamtfeld am Ort P(z) erhält man durch Integration über 
alle Windungen von & = —-L/2 bis & = +L/2. Das Integral 





10 
z/R 


Abbildung 3.18 Zur Berechnung der Randeffekte des Magnetfeldes ei- 
ner Zylinderspule 


lässt sich durch Substitution z— £ = R- tan «a lösen und ergibt: 


+L/2 02) 


I- 
B(@z) = | an = -#" | cosu- de 


1 a 
yet.) z+L/2 
2 | VR ++ LUD 
5 z—-L/2 | 
VR+@-1/2?) 


Im Mittelpunkt der Spule (z = 0) wird 





(3.24) 





Bas  Horn-I e 
@=0) = ; rn 


I uo:n-I für L>R. 


An den Enden der Spule (z = + L/2) ist das Feld auf der Spu- 
lenachse: 


ko-n-I L 


Ba=27, 2), 5 REP 





(3.26) 


n-I 


auf den halben Maximalwert B(0) gesunken. 


Für Aufpunkte weit außerhalb der Spule (z>L>R) können 
wir die Wurzeln in (3.24) nach Potenzen von R/(z + L/2) ent- 


3.3 Kräfte auf bewegte Ladungen im Magnetfeld 


wickeln und erhalten 
ho:n-I-n-R 
Ast 


1 | 
I@-L/2? (@+1/22 


B(z) & (3.27) 


Die lange Spule mit der Querschnittsfläche A = r - R? wirkt 
also auf weit entfernte Punkte P wie ein Stabmagnet (siehe Ab- 
schn. 3.1) mit der Polstärke 


p=+wWo:n-I-A=Ba@=0)-A. (3.28) 


3.3 Kräfte auf bewegte Ladungen 
im Magnetfeld 


Wenn sich Ladungen in Magnetfeldern bewegen, tritt außer der 
schon früher behandelten Coulombkraft zwischen den Ladun- 
gen eine weitere Kraft auf, deren Größe und Richtung wir durch 
einige grundlegende Experimente bestimmen wollen: 


= Durch einen geraden Draht, der beweglich im Magnetfeld ei- 
nes Hufeisenmagnetes aufgehängt ist, lassen wir einen Strom 
I fließen (Abb. 3.19). Man beobachtet, dass der Draht senk- 
recht zur Stromrichtung und senkrecht zum Magnetfeld B 
abgelenkt wird. Umkehr der Stromrichtung oder Umpolung 
von B bewirkt eine Richtungsumkehr der Kraft F. 


E 
N 


Abbildung 3.19 Auf einen stromdurchflossenen Leiter im Magnetfeld 


(3.25) B wirkt die Kraft F senkrecht zu B und senkrecht zur Stromrichtung 


Lässt man durch zwei parallele Drähte elektrische Ströme /ı 
bzw. 7 fließen (Abb. 3.20), so stellt man fest, dass sich die 
beiden Drähte anziehen, wenn /ı parallel zu /> ist, während 
sie sich abstoßen, wenn die Ströme entgegengesetzt gerichtet 
sind. Die Anziehungs- bzw. Abstoßungskraft ist proportional 
zum Produkt der beiden Stromstärken /ı - . Da ein strom- 
durchflossener Draht ein Magnetfeld erzeugt (Abschn. 3.2), 
andererseits ein elektrischer Strom bewegte Ladungen dar- 
stellt, schließen wir, dass auf bewegte Ladungen in einem 
Magnetfeld eine Kraft wirkt. 

m Wir lassen den Elektronenstrahl in einer Kathodenstrahlröh- 
re durch ein Magnetfeld fliegen (Abb. 3.21). Experimente 
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3 Statische Magnetfelder 


l 


Abbildung 3.20 Zwischen zwei stromdurchflossenen parallel angeord- 
neten Drähten wirkt eine anziehende Kraft, wenn /} und /, parallel sind 
und eine abstoßende Kraft bei entgegengerichteten Strömen 





Abbildung 3.21 Ablenkung eines Elektronenstrahls durch ein äußeres 
Magnetfeld bei senkrechtem Einschuss in das homogene Magnetfeld B 
senkrecht zur Zeichenebene 


bei verschiedenen Richtungen des Magnetfeldes haben er- 
geben, dass der Elektronenstrahl durch eine Kraft abgelenkt 
wird, die immer senkrecht zum Magnetfeld B und senkrecht 
zur Geschwindigkeit v der Elektronen gerichtet sein muss. 
Wird das Magnetfeld z.B. durch ein Helmholtz-Spulenpaar 
(Abschn. 3.2.6) erzeugt, so lassen sich die Größe und die 
Richtung des Magnetfeldes durch Drehen des Spulenpaares 
beliebig verändern. Durch Variation der Beschleunigungs- 
spannung für die Elektronen können wir auch die Ge- 
schwindigkeit v der Elektronen ändern. Das experimentelle 
Ergebnis dieser und vieler weiterer Experimente ist: Die ab- 
lenkende Kraft auf die mit der Geschwindigkeit v fliegenden 
Elektronen ist proportional zum Vektorprodukt von B und v. 


Diese experimentellen Fakten führen uns zu dem allgemeinen 
Ausdruck für die Kraft F auf eine Ladung g, die sich mit der 
Geschwindigkeit v im Magnetfeld B bewegt: 


F=k:.g-:(vxB), 


wobei k eine Proportionalitätskonstante ist. In SI-Einheiten wird 
die elektrische Stromstärke 7 = g - v (über die Kraft F zwi- 
schen zwei stromdurchflossenen Drähten (siehe Abschn. 3.3.1)) 
so definiert, dass die Proportionalitätskonstante k gleich der di- 
mensionslosen Zahl 1 wird, wenn die Kraft F in N, dıe Ladung 
gq in As und die Geschwindigkeit v in m/s gemessen werden. 
Die magnetische Feldstärke (Induktion) B wird dadurch direkt 
durch die Kraft F auf die bewegte Ladung bestimmt. Ihre Maß- 


einheit ergibt sich aus |B| = F/(q- v) zu 


N N Vs 
Bl=1—-1—. =1l—=1T, 
As-m/s A-m m? 
wie bereits im Abschn. 3.1 postuliert wurde. 
Wir erhalten dann die Lorentzkraft: 
F=g:(vxB). (3.29a) 


Liegt zusätzlich noch ein elektrisches Feld E vor, so beträgt die 
Kraft auf eine Ladung gq: 


F=g-(E+tvxB). (3.29b) 


Dieser allgemeine Ausdruck und nicht (3.29a) wurde, historisch 
gesehen, von Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) aufgestellt 
und wird deshalb als allgemeine Lorentzkraft bezeichnet. Wir 
werden in Abschn. 3.4 den tieferen Zusammenhang zwischen 
elektrischem und magnetischem Feld behandeln. 


Kräfte auf stromdurchflossene Leiter 
im Magnetfeld 


3.3.1 


Die Stromstärke / ın einem Leiter mit der Ladungsdichte 0 = 
ng und dem Querschnitt A ist nach (2.6a): 


I=n-qg:vw-A, 


wenn sich die Ladungen g mit der Driftgeschwindigkeit vp be- 
wegen. Die Lorentzkraft auf ein Leiterstück der Länge dZ/, ın 
dem sich n- A - dZL Ladungen g befinden, ist daher 


dF=n-A-dL:.g:-(vpxB) 


= (jxB): d, (3.30) 
wenn dV =A- di das betrachtete Volumenelement des Leiters 
ist. Die Gesamtkraft auf einen Leiter der Länge ZL mit Quer- 
schnitt A und der Stromdichte j im Magnetfeld B ist 


F= [üxmav. 


Man beachte: Wird der Strom durch Elektronen bewirkt (wie 
dies bei allen metallischen Leitern der Fall ist), so istqg = —e 
und j zeigt in die entgegengesetzte Richtung zu vp, d.h. x B 
bildet dann eine Linksschraube! 


Für den Fall eines geraden Drahtes im homogenen Magnetfeld 
(Abb. 3.22) sind j und B räumlich konstant, und man erhält mit 
I=j:-A die Kraft pro Längenelement dZ 


3.3 Kräfte auf bewegte Ladungen im Magnetfeld 





Abbildung 3.22 Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter senkrecht 
bzw. parallel zum Magnetfeld B (die Elektronendriftgeschwindig- 
keit vp ist entgegengesetzt zur technischen Stromrichtung /) 


dF=I-(dLxB). 3.31) 


3.3.2 Kräfte zwischen zwei 
parallelen Stromleitern 


Wir wollen noch auf die Definition der Stromstärkeeinheit 1 A 
über die Kraft zwischen zwei parallelen stromdurchflossenen 
Drähten eingehen (Abb. 3.23). Die Kraft auf eine Ladung dg = 
o-A- dZ, die mit der Driftgeschwindigkeit vp durch den Leiter 
1 mit Querschnitt A und Länge dZ/ ım Magnetfeld B des Leiters 
2 fließt, ist die Lorentzkraft 


dF = dg-(vpxB) = Iı -(dLxB) : 
Das Magnetfeld des Drahtes 2 ist nach (3.8) 


B= - ! Ih "ey; 
wobei e, der Einheitsvektor in g-Richtung (Tangente an einen 
Kreis um den Draht) ist. Bei parallelen Drähten in z-Richtung 
gilt: B __ vn. Der Betrag der Kraft pro Meter Drahtlänge (L = 
lm) ist dann bei einem Abstand r = R zwischen den Drähten 
nach (3.31): 





F_, wh_mf 
L 193 R nr’ 


wenn durch beide Drähte der gleiche Strom / fließt (Abb. 3.23). 


3232) 


Bei einem Strom / = 1A ergibt sich bei einem Abstand der 
Drähte von R = 1m die Kraft pro m Drahtlänge 


F/L= w/2r =2-10’N/m. (3.33) 


Dies wird zur Definition der SI-Einheit 1 Ampere verwendet: 


l A ist diejenige Stromstärke, die zwischen zwei unend- 
lich langen, geraden, im Abstand von Im voneinander 
angeordneten Leitern im Vakuum eine Kraft von 2:10’ N 
pro m Leiterlänge verursacht. 


== 2.107 N/m 


Abbildung 3.23 Zur Definition der Stromstärkeeinheit I Ampere 


Damit wird die Permeabilitätskonstante uo auf den exakten 
Wert uo = 4 : 10°’ V s/(A : m) festgelegt. 


3.3.3 Experimentelle Demonstration 
der Lorentzkraft 


Die Lorentzkraft kann quantitativ mit dem Fadenstrahlrohr 
demonstriert werden (Abb. 3.24), welches aus einem kugelför- 
migen Glaskolben mit einer Elektronenquelle besteht, in dem 
ein geringer Druck eines Gases (z.B. Neon oder Hg-Dampf) 
eingestellt ist. Der Kolben befindet sich ın einem homoge- 
nen Magnetfeld B, das durch ein Helmholtz-Spulenpaar (Ab- 
schn. 3.2.6.3) erzeugt wird. 


Die von der Glühkathode emittierten Elektronen werden durch 
die Spannung U beschleunigt auf die kinetische Energie 
(m/2)v” = e- U und erhalten deshalb die Geschwindigkeit 





(3.34) 


deren Anfangsrichtung vo = {v,,0,0} senkrecht zum Magnet- 
feld B = {0,0,B;} gewählt wird. Da die Lorentzkraft nach 
(3.29) in der x-y-Ebene liegt und immer senkrecht auf v steht, 
wird die Bahn der Elektronen ein Kreis in der x-y-Ebene. Die 


Elektronen- 
bahn 


Glaskolben 





a / 
a 
Fokussier- 
elektrode Neonfüllung 
A=R 


Abbildung 3.24 Fadenstrahlrohr 
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3 Statische Magnetfelder 


Lorentzkraft wirkt als Zentripetalkraft, und wir erhalten mit 
B; =B= |B| aus 





e-v-Bb, = R 


und (3.34) den Radius R des Kreises: 


no. 


F 59) 


Man kann den kreisförmigen Elektronenstrahl sehen, weil die 
Elektronen beim Stoß mit den Atomen im Gaskolben diese zum 
Leuchten anregen. Die Stöße führen aus folgenden Gründen 
nicht zu einer völligen Verschmierung der Kreisbahn: 


m Die Dichte n der Atome wird so niedrig gewählt, dass die 
freie Weglänge A = 1/(n-0o) (0 = Streuquerschnitt der 
Elektronen) größer als der Umfang ?2rr R der Kreisbahn ist. 

= Außer der Anregung ionisieren die Elektronen auch die 
Restgasatome. Die schweren Ionen können nicht so schnell 
wegdiffundieren und bilden einen positiv geladenen ‚‚Ionen- 
schlauch“ um die Bahn der Elektronen, der die Elektronen 
immer wieder fokussiert. 


Aus den gemessenen Werten von R, U und B ın (3.35) kann das 
Verhältnis e/m von Elektronenladung —e und Elektronenmasse 
m bestimmt werden. 


Schießt man ein Elektron schräg mit der Geschwindigkeit 
v = {0,,0,,v;} in das Magnetfeld B = {0,0,B, = Bj} ein 
(Abb. 3.25), so lautet die Bewegungsgleichung 


m-a=qg:(vxB) (3.36) 
in Komponentenschreibweise mitq = —e 
m-%. = —e:Vy B; 


m-v,=+e-v.:B; 


m-Ü, =). 


Ihre Lösung ergibt als Bahnkurve eine Spirale mit dem Radius 
des einhüllenden Zylinders 


R= 2: /Bm-Ule 





Abbildung 3.25 Spiralbahn von Elektronen, die schräg in ein homoge- 
nes Feld eingeschossen werden 


und der Steighöhe, d.h. der Strecke Az, welche während der 


Umlaufzeit 
2 -R Dr -m 








N — z (3.37a) 
e . 
N 
in z-Richtung zurückgelegt wird, 
2m 
Are ee "Vz. 270) 
e-B 


Man kann solche Spiralen mit verschiedenen Ganghöhen im 
Fadenstrahlrohr sehr schön sichtbar machen, wenn man das 
Rohr entsprechend dreht, sodass die Einschussrichtung unter 
verschiedenen Winkeln gegen die Magnetfeldrichtung liegt. 


3.3.4 Elektronen- und lonenoptik 
mit Magnetfeldern 


Die Lorentzkraft ermöglicht die Abbildung von Elektronen- und 
Ionenstrahlen durch Magnetfelder, wie im Folgenden an einigen 
Beispielen gezeigt werden soll [6]. 


3.3.4.1 Fokussierung im magnetischen Längsfeld 


Die von einer Glühkathode emittierten Elektronen werden durch 
eine Spannung U beschleunigt und mithilfe eines entsprechend 
gewählten elektrischen Feldes (hier ist dies ein elektrisch ge- 
ladener Hohlzylinder) auf eine Lochblende am Ort B (x = 0, 
y = (0,z = 0) fokussiert, aus der sie dann divergent mit 
der Geschwindigkeit v = {v,, v,, v,} austreten (Abb. 3.26). Im 
magnetischen Längsfeld B = {0,0, B,;} fliegen sie auf Schrau- 
benbahnen und werden gemäß (3.37a) nach der Zeit 


Dr -m 
e:B 





At= 


auf der z-Achse bei x = v, - Ar wieder fokussiert, unabhängig 
von den Werten der Querkomponenten v,, v, der Geschwindig- 


keit! Wenn v, > |/vz + vF erfüllt ist, gilt näherungsweise: 


Für die „Brennweite“ f = %/4 dieser magnetischen Elektro- 
nenlinse erhält man daher 


m-U 
De 





08) 


&| a 


weil ein Punkt (die Eintrittsblende) im Abstand 2f von der Sym- 
metrieebene bei z = z/2 = 2f wieder in einen Punkt (den 
Brennpunkt) bei z = z abgebildet wird. 





Fokussier- Vakuum- 
elektrode röhre 








Abbildung 3.26 Fokussierung von Elektronen im homogenen magne- 
tischen Längsfeld, das wie eine Linse mit der Brennweite f = z/4 
wirkt 


iR 
B=[0,B,,0] 


EN 
E =[E,,0,0] 


Spalt S 
r mit Breite Ab 


IVI=E/B 





Abbildung 3.27 Wienfilter 


3.3.4.2 Wienfilter 


Schickt man einen Elektronen- oder Ionenstrahl in z-Richtung 
durch ein homogenes Magnetfeld 10, B,,0}, das senkrecht zu 
einem homogenen elektrischen Feld {E,, 0,0} steht (Abb. 3.27), 
so wird die Lorentz-Kraft 

F=gqg-(E+vxB)=gq:-(E,-v;.-B,)e. (3.39) 
Für v;, = E/B = E,/B, wird |F| = 0, d.h. nur Teilchen in 
einem engen Geschwindigkeitsintervall Av um v = E/B wer- 
den nicht oder nur so wenig abgelenkt, dass sie den Spalt S 
passieren können. Hinter dem Spalt erhält man also Teilchen 
einer gewünschten Geschwindigkeit v, die man durch Wahl von 
E oder B einstellen kann. Die Breite Av des durchgelassenen 
Geschwindigkeitsintervalls hängt von der Spaltbreite Ab, der 
Weglänge Az = L durch die Feldregion und der Geschwindig- 
keit v ab. Die Rechnung ergibt (siehe Aufg. 3.9) 


2Ekin 
Av= — Ab. (3.40) 
g:L?-B 
Die Anordnung, welche nach ihrem Entdecker Max C. W. Wien 
(1866-1938) Wienfilter heißt, wirkt also als Geschwindigkeits- 
selektor für Ionen oder Elektronen. 


3.3.4.3 Fokussierung durch ein homogenes 
magnetisches Querfeld 


Ionen mit der Masse m und der Ladung q > 0 mögen divergent 
aus einer spaltförmigen Quelle S in ein Magnetfeld senkrecht 


3.3 Kräfte auf bewegte Ladungen im Magnetfeld 







Br. 


=R-a* 
S MM BAED 


b) 


Abbildung 3.28 Magnetisches Sektorfeld als Massenfilter. a Winkel- 
fokussierung; b Massenselektion 


zur Zeichenebene in Abb. 3.28 eintreten. Im Magnetfeld sind die 
Teilchenbahnen Kreise mit dem Radius 





m-VÜ 
R= 
g:B 


Ein Ion, dessen Anfangsgeschwindigkeit vo ın der Zeichen- 
ebene senkrecht zur Geraden SA liegt, wird nach Durchlaufen 
eines Halbkreises den Punkt A erreichen. Die Bahnkurve eines 
anderen Ions, dessen Anfangsgeschwindigkeit den Winkel «& ge- 
gen vo hat, schneidet die Bahnkurve des ersten Ions im Punkte C 
und erreicht die Gerade SA in B. Die Strecke AB ist für kleine 
Winkel «& 

AB x 2R-(1-cosa) xR-a*. (3.41) 
Alle Teilchen, die innerhalb des Winkelbereiches (90° + &/2) 
gegen die Gerade SA aus der Quelle S austreten, werden also 
durch einen Austrittsspalt der Breite b x R- «* durchgelassen, 
d.h. das 180°-Magnetfeld bildet die Ionenquelle S auf den Spalt 
AB ab. 


Emittiert die Quelle Ionen mit verschiedenen Massen m; inner- 
halb des Winkelbereichs 90° + «/2 gegen die Linie AS, so 
durchlaufen diese Kreisbahnen mit verschiedenen Radien 

R; = m; -vi/(e-B) (3.4la) 
und treffen daher an verschiedenen Orten auf die Gerade SA. 
Zweı Massen m; und m» können noch voneinander getrennt 


werden, wenn das Auftreffintervall AB für m; nicht mit dem 
Intervall DE der Masse m» überlappt, d.h. wenn gilt: 


1 
ReR;> Rai, (3.41b) 


wobei R = (Rı + R2)/2 der mittlere Radius ist. 


Werden Ionen der Masse m; vor dem Eintritt in das Magnetfeld 
durch eine Spannung U auf die Geschwindigkeit 


U; = V2e-U/m; 


m 
© 
= 
oO. 
© 
XL 
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3 Statische Magnetfelder 


beschleunigt, so werden ihre Bahnradien 


R; = Ev, 2m; : U/e r (3.41c) 


l 
B 


Für die relative Massenauflösung Am/m ergibt sich mit (3.37b 
und c) 





Am R-R 
ae 6.42) 
Rı = Ry)sDR 
R? 


Man sieht hieraus, dass das Massenauflösungsvermögen nicht 
vom Radius R, aber stark vom Divergenzwinkel « der Anfangs- 
geschwindigkeiten vo abhängt [7]. 


Beispiel 


Be Am —4 
u —_ 2 ll asnel — — l E 
m 


d.h. die Massen m; = 1500 und m» = 1501 können noch 
getrennt werden. < 


3.3.5 Hall-Effekt 


Die Lorentzkraft (3.29a) bewirkt eine Ablenkung der Ladungs- 
träger eines Leiters senkrecht zum Magnetfeld und zur Strom- 
richtung (Abb.3.29). Das Magnetfeld soll hier so schwach 
sein, dass es die Ladungsträger nur wenig ablenkt. Diese Ab- 
lenkung führt zu einer Ladungstrennung, die wiederum ein 
elektrisches Feld Ey erzeugt. Die Ladungstrennung schrei- 
tet so lange fort, bis das sich aufbauende elektrische Feld 
eine der Lorentzkraft FL = ng: (vp X B) entgegenge- 
richtete gleich große elektrische Kraft Fc = n:g- Ey be- 
wirkt. 


Bei einem Leiter mit rechteckigem Querschnitt A = b - d führt 
dieses elektrische Feld zu einer Hall-Spannung 


Un= | Eu‘ ds =b-Ey 





Abbildung 3.29 Zum Hall-Effekt 


zwischen den gegenüberliegenden Seitenflächen im Abstand b. 
Up soll hier die Spannung zwischen oberer und unterer Seiten- 
fläche sein. Der Vektor b zeigt also von oben nach unten. Aus 
der Relation 

q’-Eu=-q:(vxB) 


folgt mitj = n-g- v für die Hall-Spannung 


jxB):.b 
ne 


= (3.432) 


Das Vektorprodukt x B zeigt in Abb. 3.29 nach unten (in Rich- 
tung von b), unabhängig davon, ob positiv oder negativ geladene 
Teilchen den Strom / = j: b- d transportieren. Man kann daher 
schreiben: Br 


n:gq:.d 


jB-b_ 


Up = 





(3.43b) 


In Metallen und in den meisten Halbleitern sind die Ladungs- 
träger Elektronen mit der Ladung qg = -e, sodass man eine 
positive Hallspannung 


I-B 


Dee 
2 n-e:d 





(3.43c) 


misst. Manche Halbleiter zeigen jedoch eine negative Hallspan- 
nung! Dies lässt sich folgendermaßen verstehen: Bei diesen 
Halbleitern tragen überwiegend Elektronen-Defektstellen (so 
genannte Löcher, siehe Bd. 3) zur Leitung bei. Ein Elektron 
besetzt bei seiner Bewegung im elektrischen Feld ein Loch ne- 
ben seinem bisherigen Platz. Das Loch, welches dieses Elektron 
hinterlässt, wird von einem anderen Elektron besetzt usw. Das 
Loch wirkt wie ein positives Teilchen, welches sich mit einer 
Driftgeschwindigkeit v,, bewegt, die entgegengesetzt zur Drift- 
geschwindigkeit v, der Elektronen ist und deren Betrag sich 
von |v5| unterscheidet. 


Die Messung der Hall-Spannung ist eine empfindliche Methode, 
Magnetfeldstärken zu bestimmen. Dazu benutzt man geeichte 
Hall-Sonden mit bekannter Sondenempfindlichkeit $S = Uy/B. 


Bei vorgegebener Stromdichte j wird die Hall-Spannung um- 
so größer, je kleiner die Ladungsträgerdichte n ıst! Dann ist 
nämlich die Driftgeschwindigkeit vp und damit die Lorentzkraft 
größer. Halbleiter haben etwa 10°-mal kleinere Werte für n als 
Metalle. Als Hallsonden werden deshalb durchweg Halbleiter 
verwendet [8, 9]. 


Beispiel 


Mit einer Halbleiter-Hallsonde mit Db = Icm,d = 
O,lcm, n = 10!°cm” erhält man bei einem Strom 
I = 0,1A eine Stromdichte von 1 A/cm? und daher mit 
e = 1,6: 10°!1°C eine Empfindlichkeit S der Sonde von 
$S= Uu/B = 0,6V/T. < 


Bei sehr kleinen Magnetfeldern braucht man einen Spannungs- 
verstärker, um auch Spannungen im Nanovoltbereich und damit 
Feldstärken im Bereich B < 10° T noch messen zu können. 


3.3.6 Das Barlow’sche Rad 
zur Demonstration 
der „Elektronenreibung in Metallen 


Eine um eine Achse drehbare kreisförmige Aluminiumschei- 
be taucht man mit dem unteren Rand in flüssiges Quecksilber 
(Abb. 3.30). Legt man zwischen Achse und Quecksilberwan- 
ne eine Spannung an, so fließt ein Strom in radialer Richtung 
durch die Scheibe. Wird jetzt ein Magnetfeld in axialer Rich- 
tung eingeschaltet, so werden die Elektronen in der Scheibe 
senkrecht zu ihrer Flussrichtung, also in tangentialer Richtung, 
abgelenkt. Infolge der „Reibungskraft‘‘ zwischen Elektronen 
und Metallatomen wird das ganze Rad durch diese tangentia- 
le Elektronenbewegung mitbewegt: Es beginnt sich zu drehen. 
Umpolen des Magnetfeldes oder der Stromrichtung kehrt die 
Drehrichtung der Scheibe um. Dieses Experiment ist eine schö- 
ne Demonstration für das im Abschn. 2.2 vorgestellte Modell 
der elektrischen Leitung in Metallen, bei dem der elektrische 
Widerstand durch die „Reibungskraft‘ zwischen Elektronen und 
Gitteratomen beschrieben wird. 





Aluscheibe 
Pe 





Achse 





Quecksilber 


Abbildung 3.30 Barlow’sches Rad 


3.4 Elektromagnetisches Feld 
und Relativitätsprinzip 


In Abschn. 3.3 hatten wır die Lorentzkraft als Kraft auf ei- 
ne ım Magnetfeld bewegte Ladung eingeführt, die zusätzlich 
zur Coulombkraft wirkt. Wir wollen nun zeigen, dass es sich 
hier keineswegs um eine grundlegend neue Kraft handelt, denn 
sie kann mithilfe der Relativitätstheorie direkt mit der Cou- 
lombkraft verknüpft werden. Es wird sich zeigen, dass die 
relativistische Behandlung des Coulomb-Gesetzes, angewandt 
auf bewegte Ladungen, automatisch die Lorentzkraft ergibt. 
Dies kann man anschaulich folgendermaßen einsehen: 


Eine in einem Inertialsystem 5’ ruhende Ladung O (Abb. 3.31) 
erzeugt dort ein Coulomb-Feld E’. In einem anderen Inertial- 
system S, gegen das sich S’ mit der Geschwindigkeit v bewegt, 
hat O die Geschwindigkeit v und entspricht daher einem Strom 
I = O-v, der parallel zur Geschwindigkeit v ist, und der ein 
Magnetfeld B erzeugt, zusätzlich zu dem vom Beobachter O 


3.4 Elektromagnetisches Feld und Relativitätsprinzip 


Ss 


- - - 4 
Omisst: F=q-(E+vxB) O' misst: F=q-E 
- - 
F=d:E 
eQ 






— 
ai 


Abbildung 3.31 Äquivalenz der Beschreibung der Kraft F auf eine 
Probeladung in zwei verschiedenen, aber gleichwertigen Inertialsyste- 
men 


gemessenen elektrischen Feld E. Andererseits sind alle Iner- 
tialsysteme äquivalent, d.h. die Beschreibung physikalischer 
Gesetze muss unabhängig von dem speziell gewählten Inerti- 
alsystem sein (siehe Bd. 1, Abschn. 3.6). Insbesondere müssen 
die Kräfte auf eine Probeladung g von beiden Beobachtern als 
gleich gemessen werden, damit sie zu den gleichen Bewegungs- 
gesetzen kommen. Das heißt: Wenn der Beobachter O’ seine 
Ergebnisse in den Koordinaten des Systems 5 beschreibt, in- 
dem er eine Lorentz-Iransformation anwendet, muss er zu den 
gleichen Ergebnissen kommen wiıe der Beobachter O in seinem 
System S. Deshalb muss ein Zusammenhang zwischen E’, E 
und B dergestalt bestehen, dass die Äquivalenz aller Inertial- 
systeme bei der Beschreibung physikalischer Vorgänge gewahrt 
bleibt, d.h. dass die Wirkung von E und B auf die Probela- 
dung g, beschrieben im System S, zu den gleichen Gesetzen 
führt wie die Wirkung von E’ in S’. Dies wollen wir im Folgen- 
den genauer untersuchen, wobei die Grundlagen der speziellen 
Relativitätstheorie, die in Bd. 1, Kap. 3 und 4 behandelt wurden, 
vorausgesetzt werden [4, 10]. 


Das elektrische Feld 
einer bewegten Ladung 


3.4.1 


Eine Probeladung qg möge in einem System S im Punkte {x, y, z} 
ruhen, während eine Feldladung O im Nullpunkt des Systems 5’ 
ruht, das sich mit der Geschwindigkeit v = {v,, 0,0} relativ zu 
5 bewegt. Zum Zeitpunkt tr = 0 sollen die Koordinatenursprün- 
ge beider Systeme zusammenfallen (Abb. 3.32). Wir wollen die 
Kraft F = g-E auf die Probeladung g zur Zeit = O und damit 
die Feldstärke E der für den Beobachter O bewegten Ladung O 
berechnen. Dazu gehen wir von folgender Überlegung aus: 


Die Größe der Ladungen O bzw. q wird durch ıhre Bewegun- 
gen nicht geändert. In 5 haben die Ladungen O und g zur Zeit 
t = 0 die Raum-Zeit-Koordinaten {0,0,0,0} und {x, y,z,0}. In 
einem System 5’, das sich mit der Feldladung O bewegt und 
dessen Ursprung zur Zeit tr = 0 mit dem von 5 zusammen- 
fällt, bleibt O für alle Zeiten im Ursprung 0 = {0,0,0,r'}, 
während die Raum-Zeit-Koordinaten von g durch {x ,y,z’,r'} 
gegeben sınd. Die Lorentz-Transformation für Länge, Zeiten, 
Geschwindigkeiten und Kräfte bei der Beschreibung des glei- 
chen physikalischen Sachverhaltes im Laborsystem 5 bzw. im 
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Abbildung 3.32 Zur Herleitung von (3.45) 


bewegten System 5’ sind in Tab. 3.1 zur besseren Übersicht noch 
einmal zusammengestellt. Für unseren Fall lauten sie mit v, = v 
für die Koordinaten: 


x =yoe=d.d: Yeyz zZ ez 


_ DR 
!=y(t-—) i 


Man beachte, dass die in 5 gleichzeitigen Punkt-Ereignisse 
{0,0,0,0} für O und {x, y,z,0} für q zur Zeitt = 0 im Sys- 
tem 5’ zu {0,0,0,0} für Q und {x , y',2',! = —y -v-x/c?} für 
q werden und damit für einen Beobachter O’ in S’ nicht mehr 
gleichzeitig stattfinden! Um die Kraft zwischen q und O in $’ 
zu bestimmen, brauchen wir den Abstand zwischen qg und O, 
d.h. wir müssen die Koordinaten beider Ladungen gleichzei- 
tig messen. Da jedoch die Feldladung © in 5’ ruht, bleiben ihre 
Raumkoordinaten zeitlich konstant und sind daher dieselben zur 
Zeit = Oundf = -y -v-x/c?. Wir können deshalb den 
Abstand r’ = (x? + y? + z)/? zwischen O und g eindeutig 
bestimmen. 


Tabelle 3.1 Lorentz-Transformationen für Längen, Zeit, Geschwindig- 
keiten und Kräfte 


Längen und Zeit Geschwindigkeiten 
x=y(x-v.N u = (ii) 
ö 
De Be al 
ee Vex PO 
De Yy ji — m U, = y U; 
Dabei sind 








Kräfte: F=F' 

V V 
F=3-(E-ZF-u) F=3 (+ ZF-W) 
Ö y y 
BD non De Dr 


Wie das Experiment zeigt, hängt bei ruhender Feldladung O die 
elektrische Kraft FF = g:- E’ für genügend kleine Werte von q 
nicht von der Geschwindigkeit der Probeladung q ab. In $’ gilt 
daher das Coulomb-Gesetz 





Fr 12.8 3.44 
An: 2 S 


Transformieren wir jetzt die Kraftkomponenten F,, F\, und F; 
gemäß der Lorentz-Transformation in Tab. 3.1 zurück in das 
System S, so ergeben sich für w = 0 (Feldladung ruht in 5’) 
die Komponenten: 





Be F = 40x 
5 Ant -&9: r? 
er 
DE Sy we, 3.45a 
% ’ 2 Art -Eg:r”? 
VaQeOrZ 
F-=y: F = ———m, 
ü Y e Arte: r”? 
Da aber für r = 0 gilt 
Key. y-y, 2-7 
> = (y.24y + zyV2, 
erhalten wir für die Kraft F die Vektorgleichung 
g:O Yer 
F E = ı——— 
(Y ) Ar - &9 (y?x? +y? + 22)3/2 
=qg-E(y:r). (3.45b) 


Man sieht aus (3.45b), dass auch für den Beobachter O die 
Kraft zwar immer längs der Verbindungslinie r von O nach 
q weist, dass sie aber nicht mehr kugelsymmetrisch ist. Liegt 
q auf der x-Achse, d.h. in Bewegungsrichtung von ©, so ist 
y = z = 0, und F wird um den Faktor 1/y* kleiner als bei 
ruhender Feldladung. In der Richtung senkrecht zur Geschwin- 
digkeit v von Q istx = 0, und F wird um den Faktor y 
größer. 


Die Feldlinien des elektrischen Feldes 


__E  yr (3.46) 
An -&0 (y?2 +y +22)? 
sind in Abb. 3.33 für zwei verschiedene Geschwindigkeiten v = 
0,5-cundv = 0,99 - c illustriert und mit dem kugelsymmetri- 
schen Feld der ruhenden Ladung v = 0 verglichen. Mithilfe 
des Winkels d zwischen der Richtung von v und der Richtung 


von r lässt sich (3.46) umformen. Mit x = r? - cos’® und 
2 +z =r:-sin’ # erhält man für v = v;: 
1 — 2fEDN., 
E=-— e)ı (3.463) 


 4n-&gr [1 - (v?/c2) sin” 9°” 





vey,=099c 


Abbildung 3.33 Elektrisches Feld einer bewegten Ladung O fürv = (0, 
v=0,5cundv = 0,99c 


Wir halten also fest: 


Das elektrische Feld einer bewegten Ladung ist nicht 
mehr kugelsymmetrisch, sondern die Feldstärke hängt 
vom Winkel d gegen die Bewegungsrichtung ab. 


3.4.2 Zusammenhang zwischen elektrischem 
und magnetischem Feld 


Wir betrachten nun den Fall, dass sich beide Ladungen 
g(0,y,z,t = 0) und O(0,0,0,1 = 0) im System S mit der Ge- 
schwindigkeit v = {v,,0,0} parallel zueinander im konstanten 
Abstand r = (y? + z?)!/? bewegen (Abb. 3.34). 


Im System 5’, das sich mit der Geschwindigkeit v gegen S be- 
west, ruhen beide Ladungen. Sie haben immer die Koordinaten 





Abbildung 3.34 Die beiden Ladungen g, O ruhen im System S’ und 
haben daher im System 5 die gleiche Geschwindigkeit v = v, 


3.4 Elektromagnetisches Feld und Relativitätsprinzip 


x = O und den Abstand r’ = (y? + z?)/? = r. Ein Beobachter 
O’ in S’ misst deshalb die Coulombkraft 


Fr =0; 
14:0.y 
ee. (3.47) 
. . / 
DE 
Ast -E0: r? 


Wir transformieren jetzt diese Kraftkomponenten ins System S. 
Da sich g in S’ nicht bewegt, ist in der Lorentz-Transformation 
in Tab. 3.1 w = 0, und wir erhalten im System S$: 


FR=F=0; 
F .0- 
Bu q h 
wi a 
„_E__40:: 
“y An-Eg-y- rd 


Wenn q in S ruhen würde, hätten wir nach (3.45) zur Zeitr = (0, 
d.h. x = 0, die Kraft 


F,=0; 
n- 71273. (3.45c) 
ö Ast -&0- r? 
meer, 
Ast -&0- r? 
v:94:0 
> F= — ti, ’ ’ 
Peer. v2 


wobei wiry =y,7! =z= r = r benutzt haben. 


Wenn die Beschreibung in beiden Inertialsystemen zu gleichen 
Ergebnissen führen soll, dann muss der Unterschied zwischen 
(3.48) und (3.45c) 


. 1 
Ar= te = my {0,y,z} 
Ant -E0:r”? \y 


= Fmagn (3.49) 
der magnetischen Kraft Fnagn = q : (v x B) entsprechen, die 
der Beobachter O gemäß (3.29a) annimmt. Einsetzen in (3.49) 
liefert 


050 


wma. Zr (v"/c”)-{0,y,2}. (3.50) 


Ein Vergleich von (3.49) mit (3.45c) zeigt ferner, dass zwischen 
dieser magnetischen Kraft, die für O bei der mit der Geschwin- 
digkeit v bewegten Feldladung O auftritt, und der elektrischen 
Kraft Fe, die O bei ruhender Feldladung messen würde, die Be- 
ziehung besteht: 
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3 Statische Magnetfelder 
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Abbildung 3.35 Elektrische und magnetische Kräfte zwischen zwei 
Ladungen O; und O> gleichen Vorzeichens, die sich beide mit der glei- 
chen Geschwindigkeit bewegen 


SS) 


Die zusätzliche magnetische Kraft kommt also zustande durch 
die Bewegung von ©. Würden sıch beide Ladungen O und g 
mit Lichtgeschwindigkeit v = c gegen das System des Be- 
obachters bewegen, so würde Finan = —Feı werden, d.h. 
die Gesamtkraft zwischen beiden Ladungen würde null wer- 
den, unabhängig vom Vorzeichen beider Ladungen (Abb. 3.35). 
Diese Situation lässt sich in der Tat experimentell in Teilchen- 
beschleunigern annähern (siehe Bd. 4), in denen Elektronen 
und Protonen Geschwindigkeiten v > 0,99999 c erreichen kön- 
nen. Die Coulomb-Abstoßung zwischen den Elektronen bzw. 
zwischen den Protonen wird dann kompensiert durch die an- 
zıehende magnetische Kraft (3.51). 


Für den Zusammenhang zwischen elektrischem und magneti- 
schem Feld der bewegten Ladung g, gemessen im Laborsystem 
S, erhalten wir aus 


Fman =g:(vxB) und Fa=gq-E 


durch Einsetzen in (3.51): 


2 


e 
E=--—:(vxB); (3.52a) 
v 


Aus (3.52a) erhält man durch vektorielle Multiplikation mit v 
e c? 
vuxE=-—ux(uxB)=-— (v-B)v—v’-B] 
V v 


Der erste Term in der Klammer ist Null, weil v _ B. Damit 
ergibt sich 


Be _ .(vxE). (3.52b) 
C 


DaB Lv silt, folgt für die Beträge von E und B für eine La- 
dung, die sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, die Relation 


V® 
Bl=z:1El. (3.53) 


Wenn die Geschwindigkeit v — c geht, wird 


Das Magnetfeld B einer bewegten Ladung O kann relati- 
vistisch erklärt werden als eine Änderung des elektrischen 
Feldes. Die entsprechende Änderung AF der Coulomb- 
kraft F auf eine Probeladung g ergibt die Lorentzkraft 
g:(vxB). 


3.4.3 Relativistische Transformation 
von Ladungsdichte und Strom 


Wir wollen uns die Ursache für das Magnetfeld eines elektri- 
schen Stromes nochmals an einem weiteren, sehr instruktiven 
Beispiel klar machen: 


Eine Probeladung qg möge sich mit der Geschwindigkeit v 
parallel zu einem langen geraden Leiter bewegen, durch den 
der Strom / fließt (Abb. 3.36). Nach den im Abschn. 3.4.2 be- 
schriebenen Experimenten wird von einem Beobachter O ım 
Laborsystem S, in dem der Leiter ruht, die Lorentzkraft 


F=gqg:(vxB) 


gemessen. Für ihn hat der elektrisch neutrale Leiter die linearen 
Ladungsdichten (Ladung pro m Leiterlänge) A. für die positi- 
ven Ionen bzw. A_ = —\. für die Elektronen, die sich mit der 
Driftgeschwindigkeit vp gegen die im Leiter ruhenden Ionen 
bewegen, sodass der Strom / = A_ - vp entsteht. 


Für einen Beobachter O’ hingegen, der sich mit der Probeladung 
q, also mit der Geschwindigkeit v parallel zum Leiter bewest, ist 
die Leiterlänge infolge der Lorentz-Kontraktion verkürzt, und er 
misst deshalb die größere Ladungsdichte 


A 
Me ee) (3.54a) 
. v1-v?/c . 
für die im Leiter ruhenden Ionen bzw. 
A 
= _ — y’.Ao (3.54b) 


für die Elektronen, die sich nach der Lorentztransformation für 
Geschwindigkeiten aus Tab. 3.1 mit der Geschwindigkeit 


, Up —-V 


ge vpv/c? 


Fl=q(vVxB) 
l:_ 
V 
q 
S 
a) A_ 
qo 
S' 
ei Ypet 
b) A_=Y-A_ 


Abbildung 3.36 Wechselwirkung zwischen einem geraden Leiter mit 
der Stromstärke / und einer Ladung g, die sıch parallel zum Draht mit 
der Geschwindigkeit v = v, bewegt: a Im System S, in dem der Leiter 
ruht; b im System 5’, in dem die Ladung g ruht und sich die Ladungs- 
träger im Draht mit der Geschwindigkeit vp — v bewegen 


relativ zu O’ bewegen. Ihre Ladungsdichte wäre Ao für einen 
Beobachter, der sich mit den Elektronen bewegt, für den also 
die Elektronen ruhen würden. Es gilt daher analog zu (3.54a) 


Ao 


jl=V5/e 


Einsetzen in (3.54b) liefert mit den Abkürzungen ß’ = v’/c; 


Po = vo/c: 
ey 
EEE 
/] ze p2 
Mithilfe des relativistischen Additionstheorems für Geschwin- 
digkeiten (siehe Tab. 3.1): 


\_= (3.54c) 


ß’ = Po — ß 
= P%Pn 
können wir ß’ eliminieren und erhalten schließlich: 
1=B: 
vB, 
v1-P? 
= y-(1-ß-Pob)-A-. (3.54d) 
Während für den ruhenden Beobachter O der Leiter elektrisch 
neutral ist, d.h. A; = —/_ gilt (sonst würde ja auf eine in S 


ruhende Ladung eine Kraft ausgeübt), erscheint für den mit der 
Ladung q bewegten Beobachter O’ eine von null verschiedene 
Ladungsdichte A’ = A +41: 


= y-(v/c)-vn-Ar, (3.55) 


wobei hier Aı = —A_ verwendet wurde. 


Die Stromstärke ist für den ruhenden Beobachter O: 


I=A/_-vp 


3.4 Elektromagnetisches Feld und Relativitätsprinzip 
für den bewegten Beobachter O’ hingegen 
=, -v)+A_vV. 


Setzt man für A’, A_ und v’ die obigen Ausdrücke ein und be- 
rücksichtigt AL = —A_, so erhält man das Ergebnis 


1 


\-® 


Der bewegte Beobachter O’ misst also einen um den Faktor y > 
1 größeren Strom als der ruhende Beobachter O. 


E I=y-l. (3.56) 


Auf die Ladung g, die sich mit der Geschwindigkeit v parallel 
zum Leiter in x-Richtung bewegt, wirkt deshalb für den mitbe- 
wegten Beobachter O’ nach (1.18a) und (3.54b) die Kraft 





Eee, EL EL 
2 -Eo:r 
r 
SraeWe) nn; (3.57) 


Der ruhende Beobachter misst dann gemäß der Lorentztransfor- 
mation (Tab. 3.1) die Kraft: 


I.r 


F=F/y=gqg:v/cC- (3.58) 


DH -E0°r. 


Da das Magnetfeld eines Strom führenden Leiters nach (3.17) 
den Betrag 
B= w -I/Q2rr) 


hat und senkrecht zu v und r gerichtet ist, lässt sich (3.58) auch 
schreiben als 


1 
F=49-——— :(vxB). (3.59) 
c? -&0° Wo 


Dies ist identisch mit der Lorentzkraft (3.29a), wenn die Bezie- 
hung 


&0 Wo = 1/c (3.60) 


zwischen den Feldkonstanten &9, (to und der Lichtgeschwindig- 
keit c gilt, die wir später noch auf eine andere Weise herleiten 
können (siehe Abschn. 7.1). 


Man beachte, dass die unterschiedliche Lorentz-Kontraktion für 
die im Draht ruhenden Ionen und die sich bewegenden Elek- 
tronen nur durch eine kleine Driftgeschwindigkeit vp entsteht. 
(Die größere thermische Geschwindigkeit der Elektronen hat 
den Mittelwert null und spielt deshalb keine Rolle.) Da ty- 
pische Driftgeschwindigkeiten von der Größenordnung mm/s 
sind (siehe Abschn. 2.7), machen sich relativistische Effekte 
also hier auch schon bei sehr kleinen Geschwindigkeiten be- 
merkbar. Allerdings muss man sıch folgende Relationen klar 
machen: 
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3 Statische Magnetfelder 


Würde der Draht nur aus positiven Ionen (d.h. keine Elektro- 
nen) bestehen, so wäre die elektrische Kraft 


c 


Fı-= 





-Fnagn 
U DD 


für eine Driftgeschwindigkeit vp = Imm/s und eine Ge- 
schwindigkeit von 100 m/s der Probeladung q etwa 10'°-mal so 
groß wie die magnetische. Bei einem neutralen Leiter kompen- 
sıeren die Elektronen diese elektrische Kraft auf eine Probela- 
dung q vollständig, wenn g relativ zum Leiter ruht. Wenn g sich 
bewest, ist die Kompensation nicht mehr vollständig. Es bleibt 
gemäß (3.55) wegen der unterschiedlichen Lorentz-Kontraktion 
ein Rest 


AQO=y-(v-wp/c)-Q 


der gesamten Ionenladung O übrig, dessen elektrische Kraft 
gleich der als magnetische Kraft F = g- (v x B) bezeichneten 
Lorentzkraft ist. 


(3.61) 


Zusammenfassend können wir also sagen: 


Das Magnetfeld eines Stromes und die Lorentzkraft auf 
eine bewegte Probeladung q ım Magnetfeld lassen sich 
mithilfe der Relativitätstheorie allein aus dem Coulomb- 
Gesetz und den Lorentztransformationen herleiten. Das 
Magnetfeld ist also keine prinzipiell vom elektrischen 
Feld unabhängige Eigenschaft geladener Materie, sondern 
ist im Sinne der Relativitätstheorie eigentlich eine Ände- 
rung des elektrischen Feldes bewegter Ladungen infolge 
der Lorentz-Kontraktion. Man spricht daher vom elektro- 
magnetischen Feld einer bewesten Ladung. 


3.4.4 Transformationsgleichungen 
für das elektromagnetische Feld 


Wir wollen jetzt die Transformationsgleichungen für das elek- 
tromagnetische Feld (E, B) beim Übergang von einem ruhenden 
auf ein bewestes Inertialsystem herleiten. Dazu betrachten wir 
den im vorigen Abschnitt behandelten Fall, dass im Laborsys- 
tem $ sich beide Ladungen O(x(1),0,0) und g(x(t), y,z) parallel 
zueinander mit der Geschwindigkeit v = {v,,0,0} bewegen 
und daher im mitbewegten System S’ ruhen. Der im Laborsys- 
tem ruhende Beobachter O misst die Kraftkomponenten 


F.=494E; 
F,=q'(E,-vr B.); (3.62) 
P,=9g»-lE-V,%B,) 


auf die Probeladung g und schließt daraus auf das Vorhanden- 
sein eines elektrischen und magnetischen Feldes. 


Der mit beiden Ladungen mitbewegte Beobachter O’ misst nur 
ein elektrisches Feld (allerdings ein anderes als der ruhende Be- 


obachter!) und erhält die Kraftkomponenten 


I, = 0: 
F,=g-E|; (3.63) 
r.=0:B,.: 


Zwischen den Kraftkomponenten in beiden Systemen müssen 
gemäß Tabelle 3.1 für u = 0 (Man beachte, dass hier 5’ das 
System ıst, in dem die Ladungen ruhen). Die Lorentztransfor- 
mationen gelten: 


neP; FA=y-F,; M=yeh, 
woraus für den Zusammenhang zwischen E, B und E’ folst: 
E, =E,; 
E,=y (BE -W%B); 
E, = y-(Ex+ Ve B,) j 


(3.64a) 


Für die Rücktransformation, welche den Fall beschreibt, dass 
O im System S ruht, sodass jetzt O’ ein elektrisches und ein 
magnetisches Feld beobachtet, gilt dann wegen v\ = —v;: 


Be, 
E,=y-(EK+tw-B); 
E,=y-(E,-v,:B,). 


(3.64b) 


Für den allgemeinen Fall, dass sich O sowohl gegen O als auch 
gegen O0’ bewegt, messen beide Beobachter sowohl elektrische 
als auch magnetische Felder, aber von unterschiedlicher Größe. 
Die entsprechenden Transformationsgleichungen erhält man aus 
(3.64) und den Lorentztransformationen für Geschwindigkeiten 
(Bd. 1, (3.28)). Das Ergebnis ist: 


B\ =B,; 
/ V . 
Bı=y- (B, +5 -E.) (3.65) 
, V 
B,=y:(B.--E,) 
E 
mit den entsprechenden Rücktransformationen: 
BB, 
=y-(B-—-E 3.65b 
B,=y-(B,--E) (3.65b) 


Die Gleichungen (3.64) und (3.65), in denen die Felder E 
und B miteinander gekoppelt auftreten, zeigen, dass elektri- 
sche und magnetische Felder eng miteinander verknüpft sind. 
Man nennt dieses gekoppelte Feld elektromagnetisches Feld. 
Die Trennung in eine rein elektrische oder rein magnetische 
Komponente hängt vom Bezugssystem ab, in dem der Vorgang 
beschrieben wird. Man beachte jedoch, dass alle Beobachter in 
beliebigen Inertialsystemen immer zu widerspruchsfreien, kKon- 
sıstenten Aussagen über die Bewegungsgleichungen kommen! 


3.5 Materie im Magnetfeld 


In diesem Abschnitt sollen auf phänomenologischer Basis die 
wichtigsten magnetischen Erscheinungen behandelt werden, die 
man beobachtet, wenn Materie in ein äußeres Magnetfeld ge- 
bracht wird. Ein mikroskopisches, d.h. atomares Modell dieser 
Phänomene kann erst in Bd. 3 nach der Behandlung der Atom- 
physik verstanden werden. Die hier diskutierten magnetischen 
Phänomene sind völlig analog zu der im Abschn. 1.7 behandel- 
ten dielektrischen Polarisation. Wir beginnen mit dem wichtigen 
Begriff des magnetischen Dipols. 


3.5.1 Magnetische Dipole 


Wir hatten im Abschn. 3.2.6 gesehen, dass das Magnetfeld einer 
ebenen Stromschleife dem eines kurzen permanenten Dipolma- 
sneten gleicht. Als magnetisches Dipolmoment definierten wir 
das Produkt 


pm =1-A (3.66) 


aus Stromstärke / und Flächennormalenvektor A, dessen Rich- 
tung so bestimmt ist, dass er mit der Umlaufrichtung des 
Stromes / eine Rechtsschraube bildet (Abb. 3.37). 


Bringt man eine solche stromdurchflossene Leiterschleife in 
ein äußeres Magnetfeld, so bewirken die auftretenden Lorentz- 
Kräfte ein Drehmoment auf den Dipol, das wir am Beispiel 
einer rechteckigen Spule berechnen wollen, die in einem ho- 
mogenen Magnetfeld B um die Achse C drehbar aufgehängt ist 
(Abb. 3.38): 


Auf die beiden gegenüberliegenden Leiterstücke a der Recht- 
eckschleife mit der Fläche A = a: b wirkt nach (3.31) die 
Lorentz-Kraft 

F=a-I-(e,<xB), 


wobei e, ein Einheitsvektor in Richtung von a ist und /e, die 
technische Stromrichtung (entgegengesetzt zur Driftgeschwin- 
digkeit der Elektronen) angibt. Die Kraft auf die Leiterstücke b 
wird durch die Aufhängung aufgefangen. Die Kraft F bewirkt 
ein Drehmoment 


D=2- -(&,xF) 


So DI 


—=a:b-I-(e,xe)xB=I-AxB. 


Abbildung 3.37 Magnetisches Dipolmoment pm einer vom Strom / 
umflossenen Fläche A 


3.5 Materie im Magnetfeld 


em 





r a: 

Py I-e, Fi 
Flächen- 
normale 


Abbildung 3.38 Drehmoment auf eine stromdurchflossene Rechteck- 
schleife aufgrund der Lorentzkräfte 


Mit dem magnetischen Dipolmomentp„n = /-A erhalten wir: 


D=p.xB. (3.67) 


Man beachte die Analogie zum elektrostatischen Fall, wo das 
Drehmoment auf einen elektrischen Dipol p.ı im elektrischen 
FeldD = p.ı x E war. 


Auch die potentielle Energie des magnetischen Dipols im Ma- 
gnetfeld kann man analog zum elektrischen Fall herleiten (siehe 
Abschn. 1.4.1) und erhält 


W=-pn:-B. (3.68) 


Auch hier ist die resultierende Kraft auf den magnetischen Dipol 
im homogenen Magnetfeld null, im inhomogenen Feld beträgt 
sie 


F=p„:gradB. (3.69) 


Die Gleichungen (3.67) bis (3.69) enthalten nicht die speziel- 
le geometrische Form der Leiterschleife. Sie sind deshalb für 
beliebige magnetische Dipole gültig (z.B. auch für Permanent- 
magnete). 


Im Folgenden sind einige Beispiele für magnetische Dipole auf- 
geführt. 


3.5.1.1 Drehspulmessgeräte 


Das Drehmoment stromdurchflossener Spulen im Magnetfeld 
wird im Drehspulinstrument zur Strommessung ausgenutzt. Ei- 
ne dünne Rechteckspule mit N Windungen wird in einem 
radialen Magnetfeld drehbar um einen gespannten Draht auf- 
gehängt (Abb. 2.27). Das Drehmoment 


D=PmnxB=N-I:-AxB 
hat im radialen Feld des entsprechend geformten Permanentma- 


gneten den Betrag D=I-N-A-B-sına =1I-N.-A:B, weil 
im Drehbereich der Spule der Flächennormalenvektor A immer 
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3 Statische Magnetfelder 


Fr 


— e > 
Pm=-z—-L 


2m 
Abbildung 3.39 Zusammenhang zwischen Bahndrehimpuls Z und ma- 
sgnetischem Moment p„ eines auf einem Kreis umlaufenden Teilchens 
mit Masse m und Ladung qg = —e 


senkrecht zur Feldrichtung zeigt. Die Spule stellt sich so ein, 
dass das rücktreibende Drehmoment des tordierten Aufhänge- 
drahtes gleich D ist. Über einen Spiegel kann man die Torsion 
mithilfe eines Lichtzeigers auf einer Skala anzeigen (Spiegel- 
Galvanometer). Robustere Instrumente benutzen eine drehbar 
gelagerte feste Achse. Durch eine Schneckenfeder, die auch 
als Stromzufuhr dient, wird das rücktreibende Drehmoment er- 
zeugt. Die Messempfindlichkeit wird durch die Stärke der Feder 
und die Lagerreibung bestimmt. 


3.5.1.2 Atomare magnetische Momente 


Ein Teilchen mit der Masse m und der Ladung g, das mit der 
Geschwindigkeit v einen Kreis mit dem Radius R umläuft, stellt 
einen Kreisstrom 


I=q:v=gq-v/(2rR) 


dar. Das magnetische Moment dieses Kreisstromes ist 


l 
Pn=qgv-A=,:4: Ro. (3.70) 
Der Drehimpuls der umlaufenden Masse m ist 
L=m-(Rxv)=m-R-o. (3.71) 


Wir erhalten daher den Zusammenhang zwischen Drehimpuls 
und magnetischem Moment des umlaufenden geladenen Teil- 
chens (Abb. 3.39): 


02) 


Beispiel 


Im Bohr’schen Atommodell des Wasserstoffatoms läuft 
ein Elektron der Masse m, und der Ladung q = -e auf 
einer Kreisbahn um das Proton (siehe Bd. 3). Misst man 


seinen Bahndrehimpuls Z = !- h (I ganzzahlig) in Einhei- 
ten des Planck’schen Wirkungsquantums 7, so wird sein 
magnetisches Bahnmoment 


ee 
me io 2m 








Pin oz 


Das magnetische Bahnmoment des Elektrons für ! = 1 


075 





bei einem Bahndrehimpuls Z = N nennt man das 
Bohr’sche Magneton. 4 


3.5.2 Magnetisierung 
und magnetische Suszeptibilität 


Im Inneren einer Spule der Länge Z mit N Windungen, die vom 
Strom / durchflossen wird, existiert bei der Windungsdichte n = 
N/Lim Vakuum ein Magnetfeld (siehe Abschn. 3.2.3) 


Bo =Wo:n-1l. 


Häufig wird das Magnetfeld durch die „magnetische Erregung“ 
H = B/ yo charakterisiert. 


Füllt man den Innenraum der Spule mit Materie, z.B. Eisen, so 
stellt man fest, dass der magnetische Kraftfluss 


On = [Bu 


sich um einen Faktor u verändert hat. Da die Fläche A konstant 
geblieben ist, muss für die magnetische Kraftflussdichte B gel- 
ten: 


BMaterie = UBVakuum = MMofH Vakuum - (3.74) 


Die dimensionslose Materialkonstante u heißt die relative Per- 
meabilität. 


Diese Änderung des magnetischen Kraftflusses lässt sich erklä- 
ren durch die Einwirkung des Magnetfeldes auf die Atome oder 
Moleküle des entsprechenden Stoffes. Analog zum elektrischen 
Feld, das durch Ladungsverschiebung induzierte elektrische Di- 
pole erzeugt oder bereits vorhandene Dipole ausrichtet und 
damit eine dielektrische Polarisation der Materie bewirkt (siehe 
Abschn. 1.7), beobachtet man auch im Magnetfeld eine magne- 
tische Polarisierung der Materie. Sie entsteht durch atomare 
magnetische Momente pm, die entweder durch das äußere Ma- 
gnetfeld B, erzeugt werden oder die bereits vorhanden sind, 
aber durch B, ausgerichtet werden. Man beschreibt sie makro- 
skopisch durch die Magnetisierung M, die das magnetische 
Moment pro Volumeneinheit angibt, also die Vektorsumme 


1 
M=-— a 3:75 
7 Zr (3.75) 





Abbildung 3.40 a Magnetisierung M, erzeugt durch induzierte (y < 0) 
oder permanente (x > 0) atomare Kreisströme in den Atomen des 
magnetischen Materials. Jeder dieser Kreisströme erzeugt ein magne- 
tisches Dipolmoment p„. b Die Orientierung der Dipole führt zu einer 
Magnetisierung M = (1/V) $ ,Pm, die entweder die magnetische Er- 
regung verstärken (Paramagnete, x > 0) oder schwächen (Diamagnete, 
x <) kann 
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Einheiten \ M 
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Abbildung 3.41 Magnetisierung M(H) als Funktion der magnetischen 
Erregung AH für dia- und paramagnetische Stoffe (rechte Skala) und für 
Ferromagnete (linke Skala) 


der atomaren magnetischen Dipolmomente p„ pro m’. Die 
Maßeinheit der Magnetisierung 


A-m/ A 
ml 
m m 





IM] = 1 


ist dieselbe wie die der magnetischen Erregung FH. Für die ma- 
snetische Feldstärke der mit Materie ausgefüllten Spule erhalten 
wir dann: 

B= wo: (Ho +M) = uo:u Ho. (3.76) 
wobei Ho = Hvakuum Ist. Man stellt experimentell fest, dass bei 
nicht zu großen Feldstärken (siehe unten) die Magnetisierung M 
proportional zur magnetischen Erregung 7 ist (Abb. 3.40): 

M=yx:-Ho. (3.77) 
Der Proportionalitätsfaktor x heißt magnetische Suszeptibilität. 


Sein Wert nımmt im Allgemeinen mit wachsender Temperatur 
ab. 


Ein Vergleich von (3.76) und (3.77) zeigt, dass zwischen xy und 
u der folgende Zusammenhang besteht: 


3.5 Materie im Magnetfeld 


B=ywo:#Ho=W:(l+%X) Ho 


eg (3.78) 


Man beachte: x ist genau wie u eine dimensionslose Zahl! 
Die molare Susceptibilität Xmoı hat dann die Maßeinheit mol. 
Bei Gasen gibt man Xmoı an für das Volumen, das 1 Mol des 
Gases einnimmt. Seine Maßeinheit ist dann m?/mol. 


Nach dem Wert und dem Vorzeichen der magnetischen Suszep- 
tibilität y werden die verschiedenen Stoffe hinsichtlich ihres 
magnetischen Verhaltens in verschiedene Klassen eingeteilt 
(Abb. 3.41): 


720102] 210° 
x >0,10* < |y| < 10* 


20,10 <|y]<10 
x > 0,0< |x| < 10° 


Diamagnetische Stoffe: 
Paramagnetische Stoffe: 


Ferromagnete: 
Antiferromagnete: 


Tabelle 3.2 gibt Beispiele für die Suszeptibilität einiger Stoffe 
bei Zimmertemperatur [11]. Häufig wird die molare Suszeptibi- 
lität Ymoı angegeben. Sie ıst analog zu (3.77) definiert durch: 


M mol — Ymol -H » 


wobei Mnoı die Magnetiesierung pro Mol des Stoffes ıst. Der 
Zusammenhang zwischen Ymoı und der in (3.77) definierten Sus- 


Tabelle 3.2 Molare magnetische Suszeptibilität Ymoı einiger dia- und 
paramagnetischer Stoffe und relative Permeabilitäten u einiger Ferro- 
magnete unter Normalbedingungen (p = 10° Pa, T = 0°C) [11] 


a) Diamagnetische Stoffe 


Gase Ynal On m mol) "Stoft Xmoi 10° /mol 
He — 1,9 Cu — 5,46 

Ne 9 Ag _ 19,5 

Ar — 19,5 Au — 28 

Kr — 28,8 Pb — 23 

Xe —43,9 Te — 39,5 

H> — 4,0 Bi — 280 

N» — 12,0 H>0O — 13 


b) Paramagnetische Stoffe 


Stoff Xmoı/10°/mol Stoff Xmoı/ 10° /mol 
Al + 16,5 OÖ +3450 
Na - 180 FeCO; a 
Mn(«) ra CoBN3> 13 000 
Ho 72 900 Gd,O; s2W 
c) Ferromagnetische Stoffe 
Stoff u 
Eisen je nach Vorbehandlung 500-10000 
Kobalt 80-200 
Permalloy 78 % Ni. 3% Mo I 
Mumetall 76 % Ni. 3% Cu. 2% Co 10° 
Supermalloy 10 102 
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3 Statische Magnetfelder 


zeptibilität ist: 
Xmol = X Vnol > 


wobei Vmoı das Volumen ist, das von 1 mol des Stoffes einge- 
nommen wird. 


3.5.3 Diamagnetismus 


Diamagnetische Stoffe bestehen aus Atomen oder Molekü- 
len, die kein permanentes magnetisches Dipolmoment besitzen. 
Bringt man solche Stoffe jedoch in ein Magnetfeld, so entstehen 
induzierte Dipole pm, die so gerichtet sind, dass ihr Magnetfeld 
dem induzierenden äußeren Feld B, entgegengerichtet ist, so- 
dass das Feld B; im Inneren der Probe kleiner als das äußere 
Feld wird (siehe Abschn. 4.2). Die Magnetisierung 


M=y-H 


ist daher ebenfalls dem äußeren Feld entgegengesetzt, d.h. 
die Suszeptibilität x ist negativ! Die Proportionalität gilt 
bis zu solchen Werten des äußeren Feldes, die immer 
noch klein sind gegen die inneratomaren Felder, welche 
durch die Bewegung der Elektronen in den Atomhüllen er- 
zeugt werden und von der Größenordnung 10°T sind (siehe 
Aufg. 3.3). 


Da die Kraft auf einen magnetischen Dipol pm im inhomo- 
genen Magnetfeld B durch F = pm : grad B gegeben ist 
(vgl. (1.29)) undM = () ,pm)/V antiparallel zu B ist, wird ein 
diamagnetischer Körper aus dem Bereich großer Feldstärke her- 
ausgedrängt (Abb. 3.42a). Bei einer Feldstärke B wird die Kraft 
auf eine Probe mit dem Volumen V bei einer Magnetisierung 


M=x:H= (x/wo):B: 
F=M-.V:.gradB 


—= (x/W):-V-B-gradB. (3.79) 


Beispiel 


Zur Illustration dieses Phänomens betrachten wir das Ma- 
snetfeld eines Strom führenden Drahtes. Es ist ın radialer 
Richtung inhomogen, da es nach (3.17) mit 1/r abfällt. 
Es gilt: 











Kol 
Br ale 
j 
—> grad B, = Un Wo 
Dırr* 
= Kol 2 2 
grad B, = Di Sy — x, —2xy,0%. 


Mit M = (x/ yo) : B folgt für die Kraft auf einen Körper 
mit dem Volumen V 


F=M:.V-.gradB 
= (x/Ho) VB: grad B 





Abbildung 3.42 Ein diamagnetischer Körper wird im inhomogenen 
Feld aus dem Bereich großer Feldstärke herausgedrängt. a Inhomoge- 
nes Magnetfeld eines Elektromagneten; b Beispiel für das Magnetfeld 
eines geraden Drahtes 


wobei grad B ein Tensor ist und das Produkt B - grad B 
— B,:grad B, + B,-grad B,+ B,- grad B,, sodass man 
schließlich für die Kraft erhält: 


Hoxl-V 


F=- 
Ar?r* 


wy,0%. 


Diamagnetische Körper (x < 0) erfahren also eine Kraft 
radial nach außen, wo das Feld schwächer ist, während 
paramagnetische Körper und besonders Ferromagnete 
zum Draht hingezogen werden (Abb. 3.42b). Oft wird das 
inhomogene Magnetfeld durch eine konische Form der 
Polschuhe eines Elektromagneten erzeugt. < 


Die Kraft F kann man ausnutzen, um die Suszeptibilität mit- 
hilfe einer Wägemethode zu messen. Bei der Faraday-Methode 
(Abb. 3.43a) realisiert man durch geeignete Formung der Pol- 






Probe mit 
ZN RL 





Y 


—_ Or 
F =-(X/Yo) AB’e, 


— 


— - 
a) F=(x/u,u)VB-gradB b) 


Abbildung 3.43 Messung der Suszeptibilität mithilfe einer Wägeme- 
thode. a Faraday-Methode; b Methode nach Gouy 


schuhe eines Elektromagneten einen möglichst konstanten Feld- 
gradienten am Ort der Probe. 


Bei der Messmethode von Gouy taucht die zylindrische Probe 
mit dem Querschnitt A halb in das möglichst homogene Feld 
ein, während die andere Hälfte im praktisch feldfreien Raum ist 
(Abb. 3.43b). Die Arbeit F- Az, die man bei einer Verschiebung 
Az gegen die Kraft F aufbringen muss, ist gleich der Änderung 
AW = M.A-B:- Az der magnetischen Energie. Daraus erhält 
man die Kraft 


FI = (xX/uo) -A-B*. (3.80) 


Beispiel 


Bei einem Probenvolumen von lcm?, einer Suszeptibi- 
lität xy = -10”°, einer Magnetfeldstärke B = 1T und 
einem Feldgradienten von 100 T/m wird die Kraft bei 
der Faraday-Methode F = 8 - 10°°N, während sie für 
A = 10m? und B = 1T bei der Gouy-Methode den 
gleichen Wert erreicht. Man braucht also eine empfindli- 
che Waage! « 


3.5.4 Paramagnetismus 


Die Atome paramagnetischer Stoffe besitzen permanente ma- 
gnetische Dipole pm, deren Orientierung aber ohne äußeres 
Magnetfeld infolge der thermischen Bewegung über alle Raum- 
richtungen verteilt sind, sodass für den Mittelwert der Vektor- 
summe gilt: 


l 


Im äußeren Magnetfeld werden die Dipole teilweise ausge- 
richtet (Abb. 3.44). Der Grad der Ausrichtung wird durch den 
Quotienten (pm : B)/(kT) aus potentieller Energie des Dipols 
Pm im Magnetfeld zu thermischer Energie bestimmt. Man erhält 
für pm :B < k-T bei N Dipolen pro m? wegen der Mittelung 
über die 3 Raumrichtungen (die den Faktor 1/3 ergibt) für die 





M=N-p, m 
Pm 3KT 


es 





Abbildung 3.44 Ausrichtung von für B = 0 statistisch orientierten ma- 
gnetischen Dipolen durch ein äußeres Magnetfeld B 


3.5 Materie im Magnetfeld 


Magnetisierung 


Pm:B 


M=N:-|p.„|- 
|Pm| SET 


- &B 





in Feldrichtung mit dem Einheitsvektor ez und daher für die 
Suszeptibilität 


ko-N- pn 


3.81 
3kT en) 


x*= Wo: M/B= 
wobei pm das atomare bzw. molekulare magnetische Dipol- 
moment ist. Man sieht, dass die Suszeptibilität bei steigender 
Temperatur 7 proportional zu 1/7 abnimmt! 


3.5.5 Ferromagnetismus 


Bei ferromagnetischen Materialien ist xy sehr groß, und die Ma- 
gnetisierung kann um viele Größenordnungen höher sein als bei 
paramagnetischen Stoffen. Bringt man eine ferromagnetische 
Probe in ein äußeres Magnetfeld B, und misst die Magne- 
tisierung M(B,), so findet man, dass M(B,) keine eindeutige 
Funktion ist, sondern von der Vorbehandlung der Probe abhängt. 
Startet man die Messung mit einer völlig entmagnetisierten Pro- 
be beim äußeren Feld ZB, = 0, so erhält man die Kurve a in 
Abb. 3.45, bei der M zuerst linear mit B zunimmt und dann in 
Sättigung übergeht. Sättigung ist erreicht, wenn alle mikrosko- 
pischen magnetischen Dipole in Feldrichtung ausgerichtet sind. 


Fährt man jetzt das Feld 3, wıeder zurück, so folgt die Magne- 
tisierung M(B,) einer anderen Kurve b, bis bei entsprechend 
großem entgegengesetztem Feld —B wieder Sättigung eintritt. 
Erneute Änderung des äußeren Feldes ergibt die Kurve c, die 
sıch im Sättigungsfall wieder den Kurven a und b nähert. Die 
Kurve a nennt man auch jungfräuliche Kurve, die geschlossene 
Kurve b-+c heißt Aystereseschleife. Die Restmagnetisierung 
M(B, = 0) = Mr beim Durchlaufen der Kurve b heißt Rema- 
nenz, die zur Beseitigung der Restmagnetisierung notwendige 
entgegengerichtete Feldstärke Bx wird Koerzitivkraft genannt. 


Beim Durchlaufen der Hystereseschleife braucht man Energie 
zum Ausrichten der magnetischen Dipole im Ferromagneten. In 
Abschn. 4.4 wird gezeigt, dass die magnetische Energie im Vo- 
lumen V gegeben ist durch 


(3:82) 





Abbildung 3.45 Hysteresekurve der Magnetisierung M in Abhängig- 
keit vom äußeren Feld B 
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3 Statische Magnetfelder 


Das Integral 


[mw a8=x-u:w: | n- au (3.83) 


1 2 


1 
= yelaeh 
Ru ) 


gibt die Fläche unter der Magnetisierungskurve M(B) an und 
entspricht nach (3.82) gerade der zur Magnetisierung notwendi- 
gen zusätzlichen magnetischen Energie pro Volumeneinheit der 
magnetisierten Probe. Die Fläche, die von der Hystereseschleife 
umrandet wird, gibt also gerade die bei einem Magnetisierungs- 
zyklus aufzuwendende Energie an, die in Wärmeenergie der 
Probe umgewandelt wird. 


Die meisten ferromagnetischen Materialien bestehen aus Über- 
gangselementen, d.h. aus Atomen mit nicht aufgefüllten inneren 
Elektronenschalen, wie z.B. Eisen, Nickel oder Kobalt. Folgen- 
de Experimente zeigen jedoch, dass der Ferromagnetismus nicht 
nur durch die Atomstruktur bedingt ist, sondern ein kollektives 
Phänomen im Festkörper ist, das durch das Zusammenwirken 
vieler Atome zustande kommt, und deshalb bei freien Atomen 
in der Gasphase nicht auftritt: 


Erhitzt man einen Ferromagneten über eine bestimmte Tem- 
peratur 7c (Curie-Temperatur), so verschwindet der Ferroma- 
gnetismus. Der Festkörper bleibt aber paramagnetisch für alle 
T > Te. Die drastische Verringerung von x lässt sich leicht de- 
monstrieren durch einen an einem Faden aufgehängten kleinen 
Eisenzylinder, der für Temperaturen T < Tc von einem Ma- 
gneten angezogen wird, so dass er schräg hängt (Abb. 3.46a). 
Erhitzt man den Zylinder über die Curie-Temperatur 7c<, so fällt 
er zurück in die senkrechte Lage. 


Ein weiteres Experiment benutzt einen drehbar aufgehäng- 
ten Ring aus ferromagnetischem Material, der an einer Stel- 
le zwischen den Polschuhen eines Permanentmagneten läuft 
(Abb. 3.46b). Erhitzt man den Ring dicht neben dem Magne- 
ten mit einem Bunsenbrenner über die Curie-Temperatur, so 
beginnt der Ring sich zu drehen, weil der noch kältere ferroma- 
gnetische Teil in den Magneten hineingezogen wird, wodurch 


gespannter Faden 


kalt 


ei —— 


—— 
a] | A heiß 






Ständer 


a 
brenner 


a) b) 


Abbildung 3.46 Nachweis des bei der Curie-Temperatur verschwin- 
denden Ferromagnetismus 


Tabelle 3.3 Curie-Temperatur 7c, Curie-Konstante C und Schmelz- 
temperatur 7schm für einige ferromagnetische Substanzen 


Substanz Te/K C/K Tschm/K 
Co 1395 22 me 
Fe 1033 229 1807 
Ni 627 0,59 1927 
EuO 70 4,7 1145 


Energie gewonnen wird, die zum Teil in die kinetische Energie 
der Rotation des Rings umgewandelt wird. 


Der beobachtete Temperaturverlauf der magnetischen Suszep- 
tıbilität y kann für T > Tec oberhalb der Curie-Temperatur 7c 
durch 2 


Es (3.84) 


= 
beschrieben werden, wobei der Exponent y = 1-1,5 vom Mate- 
rıal abhängt. Die Materialkonstante C heißt Curie-Konstante. In 
Tab. 3.3 sind die Curie-Temperatur 7c, die Curie-Konstante C 
und die Schmelztemperatur 7Tschm für einige Ferromagnete an- 
gegeben. Man sieht, dass die Phasenumwandlung vom ferro- 
zum paramagnetischen Festkörper bereits bei einer wesentlich 
tieferen Temperatur Tc eintritt als die Phasenumwandlung vom 
festen in den flüssigen Zustand bei Tschm- 


Verdampft man einen ferromagnetischen Festkörper, so 
sind die Atome bzw. Moleküle in der Gasphase parama- 
gnetisch. Ein ferromagnetischer Festkörper besteht also 
aus paramagnetischen Atomen oder Molekülen. Der Fer- 
romagnetismus muss deshalb durch eine spezielle Ord- 
nung der atomaren magnetischen Momente im Festkörper 
entstehen. 


Misst man die Magnetisierungskurve eines Ferromagneten sehr 
genau, dann stellt man fest, dass sie nicht glatt verläuft, 
sondern aus lauter kleinen Treppenstufen besteht (Abb. 3.47), 
d.h. die Ausrichtung der atomaren Dipolmomente geschieht 
nicht kontinuierlich, sondern sprungweise. Diese so genannten 
Barkhausen-Sprünge lassen sich erklären, wenn man annimmt, 
dass der ferromagnetische Festkörper aus mikroskopischen Be- 
reichen besteht, in denen jeweils alle atomaren Momente durch 
eine starke Wechselwirkung zwischen den atomaren Momenten 
parallel ausgerichtet sind (spontane Magnetisierung). Ohne äu- 
ßeres Feld sind die resultierenden magnetischen Momente 


Mw = Nw 'Pm 


Nw = 10°-10'? 


dieser so genannten Weiß’schen Bezirke mit Nw Atomen pro 
Volumeneinheit in ihrer Richtung statistisch verteilt, sodass 
nur ein geringes Gesamtmoment des Festkörpers übrig bleibt 
(Remanenz). Legt man ein äußeres Feld an, so klappen die 
Momente aller Ny Atome eines Weiß’schen Bezirkes gleich- 
zeitig ın die Feldrichtung um, sobald das Feld eine bestimmte 







Barkhausen 


Sprünge 


B 


Abbildung 3.47 Vergrößerter Ausschnitt der Magnetisierungskurve a 
in Abb. 3.45, welche Stufen zeigt, die durch das Umklappen magneti- 
scher Bezirke verursacht werden 


Mindeststärke erreicht hat, bei der die Erniedrigung der magne- 
tischen Energie 

Wmagn = -Vw :Mw:B (3.85) 
die zum Umklappen notwendige Energie übersteigt (Vw sei das 
Volumen eines Weiß’schen Bezirks). Diese Mindestenergie ist 
durch die Struktur der Weiß’schen Bezirke und ihre Ankopplung 
an ihre Umgebung bestimmt, die für die einzelnen Bezirke ganz 


verschieden sein kann. Deshalb klappen auch die verschiedenen 
Bezirke bei unterschiedlichen Feldstärken um. 


Die Sprünge in der Magnetisierungskurve M(B) und das sie 
verursachende Umklappen der Weiß’schen Bezirke lassen sich 
akustisch einfach demonstrieren, wenn man einen kleinen Ei- 
senstab in einer Induktionsspule, die mit einem Verstärker und 
einem Lautsprecher verbunden ist, in ein veränderliches Ma- 
gnetfeld bringt (Abb. 3.48). Beim Anstieg des Magnetfeldes 
verursachen die sprunghaften Änderungen der Magnetisierung 
Induktionsspannungsspitzen (siehe Kap.4), welche im Laut- 
sprecher Knackgeräusche verursachen. 


Man kann die Weiß’schen Bezirke und ihr Verhalten beim 
Anlegen eines äußeren Feldes auch direkt sichtbar machen 
(Abb. 3.49). Dazu legt man einen kleinen dünnen Eisenkris- 
tall in eine Glasschale, die mit einer flachen Schicht einer 





Laut- 
Verstärker sprecher 
Probespule___ 
Plexiglas 
B 
Feldspule 

Eisen- 

Einkristall U 


Abbildung 3.48 Akustischer Nachweis der Barkhausen-Sprünge durch 
die Spannungsspitzen, die durch Induktion in einer Spule um das ma- 
gnetische Eisen erzeugt werden und nach Verstärkung ım Lautsprecher 
Knackgeräusche hervorrufen 


3.5 Materie im Magnetfeld 




















Eisen-Einkristall 


Abbildung 3.49 Sichtbarmachung der Weiß’schen Bezirke durch ihre 
Beeinflussung der Polarisationseigenschaften von reflektiertem polari- 
sierten Licht 


Eisen-Thiosulfat-Lösung gefüllt ist und sich in einem äuße- 
ren Magnetfeld befindet. Mit einem Mikroskop beobachtet man 
durch ein Polarisationsfilter das von der Probe reflektierte Licht, 
dessen Polarisierungsrichtung durch die Magnetisierungsrich- 
tung der Probe beeinflusst wird. Man sıeht daher im Mikroskop 
die Weiß’schen Bezirke als verschieden helle Bereiche und 
kann ihr Umklappen bzw. die Verschiebung ihrer Grenzen beim 
Überschreiten einer bestimmten Grenzfeldstärke des angeleg- 
ten Feldes optisch sehr eindrucksvoll demonstrieren (siehe den 
Lehrfilm: „Ferromagnetic Domain Motion“ von Ealing [12]). 


Das kollektive Verhalten der atomaren Magnete innerhalb eines 
Weiß’schen Bezirkes lässt sich sehr schön an einem Projekti- 
onsmodell vieler kleiner Permanentmagnetnadeln illustrieren, 
die auf Stiften drehbar angebracht sind (Abb. 3.50). Die Stif- 
te sind in einer zweidimensionalen Symmetriestruktur (z.B. 
in einem quadratischen oder sechseckigen Muster) angeord- 
net. Bewegt man einen stärkeren Permanentmagneten über das 
Modell, so kann man die Richtung der kleinen Magnetnadeln 
statistisch verteilen und damit den Einfluss der Temperaturbe- 
wegung simulieren (Abb. 3.50a). Entfernt man den Magneten, 
so ordnen sich die Magnetnadeln innerhalb bestimmter Be- 
reiche parallel zueinander an, wobei die Richtungen für die 
verschiedenen Bereiche unterschiedlich sind (Abb. 3.50b). Mit 
steigendem äußeren Magnetfeld klappen dann nacheinander al- 





Abbildung 3.50 Mechanisches Demonstrationsmodell der Weiß’schen 
Bezirke: a Ohne äußeres Magnetfeld; b mit äußerem Magnetfeld unter- 
halb der Sättigung 
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3 Statische Magnetfelder 


le Magnete innerhalb eines dieser Bezirke jeweils gleichzeitig 
in Feldrichtung um. Die kritische Feldstärke hängt von der Lage 
des Bezirkes relativ zum Rand des Modells und von der geome- 
trischen Anordnung der Stifte ab. 


In realen Ferromagneten beruht die Kopplung der atomaren 
magnetischen Momente, die zur Ausbildung der Weiß’schen 
Bezirke führt, in komplizierter Weise auf der Wechselwirkung 
zwischen den metallischen Leitungselektronen und den magne- 
tischen Spin-Momenten der Elektronen in den nicht aufgefüllten 
Schalen (siehe Bd. 3). Beschreibt man diese Wechselwirkung 
durch das Austauschfeld 


Bı = WyM , (3.86) 


wobei M die Masgnetisierung ist, so ergibt sich die Relation 


Ice) (3.87) 
zwischen Curietemperatur 7c, Curie-Konstante C und der Stär- 
ke der Wechselwirkung. 


Ferromagnetische Festkörper mit starker Austauschwech- 
selwirkung haben eine hohe Curie-Temperatur. 


Bei der Curie-Temperatur wird die thermische Energie k- T grö- 
Ber als diese Wechselwirkung, und die geordnete Richtung aller 
magnetischen Momente innerhalb eines Weiß’schen Bezirkes 
wird zerstört: Der Festkörper wird paramagnetisch. 


Detaillierte Modelle des Ferromagnetismus, die fast alle Beob- 
achtungen richtig beschreiben, sind erst in den letzten Jahren 
entwickelt worden [13]. 


3.5.6 Antiferro-, Ferrimagnete und Ferrite 


Bei antiferromagnetischen Substanzen kann man die Struktur 
des Kristallgitters beschreiben durch zwei ineinander gestell- 
te Untergitter (Abb. 3.51a), wobei ohne äußeres Magnetfeld die 
magnetischen Momente der Atome A des einen Gitters alle an- 
tiparallel zu denen der Atome B des anderen Gitters stehen, aber 
gleichen Betrag haben, sodass die Magnetisierung M insgesamt 
null ist. 


Beispiele für solche Substanzen sind Metalle mit eingebau- 
ten paramagnetischen Ionen (wie z.B. MnO, MnP>, Urannitrid 
UN). 


Bei ferrimagnetischen Stoffen (z.B. Magnetit Fe3O,) sind die 
Beträge der magnetischen Momente der beiden Untergitter 
verschieden groß, so dass insgesamt eine spontane Magneti- 
sierung auch ohne äußeres Feld übrigbleibt. Durch Einbau von 
Fremdatomen (z.B. Mg, Al) anstelle von Fe entstehen in der 
Elektrotechnik wichtige Ferrite. 


Die Magnetisierungskurve der ferrimagnetischen Stoffe ist ähn- 
lich zu der von Ferromagneten in Abb. 3.45, jedoch ist ıhre 
Sättigungsmagnetisierung viel kleiner als bei Ferromagneten. 








Abbildung 3.51 Antiferromagnet. a Kristallmodell; b Suszeptibilität; 
c reziproke Suszeptibilität 1/x für Antiferromagnete (Kurve a), Para- 
magnete (b) und Diamagnete (c). (Nach Dr. John Bland) 


Ähnlich wie die Ferromagnete gehen die Antiferromagnete 
oberhalb einer kritischen Temperatur, der antiferromagneti- 
schen Neel-Temperatur Ty, in den paramagnetischen Zustand 
über. 


Ihre Suszeptibilität y hat für 7 > Ty nach Modellrechnungen 
den Temperaturverlauf (Abb. 3.51b) 


u C 
FE: 





X (3.88) 


Dabei ist C die Curie-Konstante und On heißt paramagnetische 
Neel-Temperatur. 


Bei Antiferromagneten kann man die Austauschwechselwir- 
kung durch den Ansatz 


(3.89a) 
(3.89b) 


Baa = Wolyap — Yaa)Ma 
Bıß = Ho(yag — Yaa)MB 
beschreiben, wobei Mı,M die Magnetisierungen der Unter- 


gitter A und B sind, und B,.ı das Austauschfeld, das auf die 
Atome A wirkt, während Bıg auf B wirkt. 


Für die beiden N&el-Temperaturen 7x und $, erhält man die 
Relationen 


Ty = (C/2)(yaB — YaA) 
On = (C/2)(yap + Yan) - 


(3.90a) 
(3.90b) 


In Tab. 3.4 sind als Beispiele Werte von Ty und On für einige 
antiferromagnetische Substanzen angegeben. Man sieht durch 
den Vergleich mit Tab. 3.3, dass die Neel-Temperaturen Ty im 


Tabelle 3.4 Magnetische Suszeptibilität x, N&el-Temperatur 7x und 
paramagnetische Ne&el-Temperatur Ox für einige antiferromagnetische 
Substanzen 


Substanz x(Ty) : 10° Tn/K On/K 
FeCh 25 25 + 48 
MnFR, 0,27 12 — 113 
FeO, 0,1 195 — 190 
MnO 0,08 120 — 610 
CoO 0,07 291 — 280 
TirO3 0,002 248 — 2000 

10° X 

T Ö T 
a) b) 





Abbildung 3.52 Vergleich des Temperaturverlaufs der Suszeptibili- 
tät y für a para-, b ferro-, c antiferro-magnetische Substanzen 


Allgemeinen deutlich unter den Curie-Temperaturen 7c der 
Ferromagnete liegen. Dies zeigt, dass die Kopplungsenersie, 
welche die Ausrichtung der magnetischen Momente bewirkt, 
bei Antiferromagneten kleiner ist als bei Ferromagneten. 


Bei tieferen Temperaturen (T < Ty) kommt es in Antiferro- 
magneten infolge der Domänenstruktur der Untergitter (analog 
zu den Weiß’schen Bezirken der Abb. 3.49) zu kollektiven Ori- 
entierungen der atomaren magnetischen Momente p„, die sich 
in den verschiedenen Domänen, je nach Kristallorientierung, in 
Feldrichtung oder senkrecht zur Feldrichtung einstellen können. 
Es gibt daher zwei Kurven yı (7) und x ı (7 ), wobei x ı (T ) na- 
hezu unabhängig von T ist. Der Mittelwert Ym(T7 ) zeigt dann 
die in Abb. 3.51b dargestellte Abhängigkeit. 


In Abb. 3.52 werden die temperaturabhängigen Suszeptibilitäten 
von paramagnetischen, ferromagnetischen und antiferromagne- 
tischen Substanzen miteinander verglichen. 


3.5.7 Feldgleichungen in Materie 


Wir hatten im Abschn. 3.5.2 gesehen, dass im Vakuum zwischen 
magnetischer Feldstärke B und magnetischer Erregung H die 
Relation 

B=w-H 


besteht, während in Materie mit der relativen Permeabilität u 
gilt: 


B=u: wo H=w:(H+M) 
= wo H-(1+%) 


mit der Magnetisierung M = x -H. 


3.5 Materie im Magnetfeld 


Da es auch in Materie keine magnetischen Monopole gibt, gilt 
in Materie wie ım Vakuum 


dvB=0. 391) 


Das Ampere’sche Gesetz (3.5) gilt auch für Materie, sodass für 
die magnetische Erregung folgt: 


ro H=j, (3.92) 


wobei j die Stromdichte der äußeren Ströme darstellt, welche 
das äußere Magnetfeld B, = uo - H erzeugen. 


In homogener Materie folgt aus (3.91) 
divB = div(u oA) 
= uWdıvA + vH - grad u =. 


Für innomogene Materialien ist grad u # O und daher auch im 
Allgemeinen dv #0. 


Im Kap. 1 wurde das Verhalten der elektrischen Feldgrößen 
E und D an der Grenzfläche zweier Medien mit unterschied- 
licher Dielektrizitätskonstante behandelt. Es zeigte sich, dass 
beim Übergang vom Medium 1 in das Medium 2 die Tan- 


gentialkomponente von E stetig ist (EV = BE) aber die 


Normalkomponente einen Sprung macht (E\ — (&/E1)- E), 
wohingegen das Verhalten von D gerade umgekehrt war. 


Ähnlich verhält es sich bei den magnetischen Feldgrößen. Aus 
einer zum Abschn. 1.7 völlig analogen Argumentation kann man 
schließen, dass aus rot 7 = j im Medium, in welchem kein 
Strom fließt Y = 0), die Bedingung rot 7 = 0 silt, woraus 
(analog zu rot E = 0) folgt, dass die Tangentialkomponente 
von H stetig bleibt beim Übergang von einem Medium mit u = 
4ı in ein Medium mit u = u>: 


(1) (2) 
B B 
HI=HD >= —. (3.933) 
Ki H2 
Für die Normalkomponenten folgt aus dvB = O0 (siehe 
Aufg. 3.10): 
B”=B" = Hl’ = wH”. (3.93b) 





Bi =(ua/u)Bıl” 


Abbildung 3.53 Verhalten der Normal- und Tangentialkomponenten 
von B an einer Grenzfläche zwischen zwei Materialien mit relativen 
Permeabilitäten 1, und u» 
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110 3 Statische Magnetfelder 

Man kann aus (3.93a,b) ein Brechungsgesetz für die Richtungs- 
änderung von H und B bei schräger Orientierung herleiten 
(Abb. 3.53), aus dem sich die Richtungsänderung wegen 


tanaı = Bi) [Bi und tanım = ER 


ergibt als 


tan a = Kı (3.94) 
tanm wa 


3.5.8 Elektromagnete 


Die Vergrößerung der magnetischen Induktion B durch Stoffe 
mit großer relativer Permeabilität u wird technisch ausgenutzt 
in Elektromagneten. Ihr Prinzip kann man sich folgendermaßen 
klar machen: 


Eine Ringspule mit N Windungen, durch die ein Strom / fließt, 
sei mit einem Eisenkern gefüllt. Für einen geschlossenen Inte- 








25 grationsweg im Eisen gilt nach (3.6) und (3.93a) 
° 
= DH = 2m-R-H=N-I. 
Ww Hieraus ergibt sich: 
Tee We (3.95) 
 2r-R zn 2m SR 





Jetzt betrachten wir ein Eisenjoch mit einem Luftspalt der Dicke 
d (Abb. 3.54a). Da die Normalkomponente von B beim Über- 
gang Eisen-Luft stetig ist, gilt: 

Bre = Biuft > MH Hpre = Hyatt - (3.96) 


Für das Linienintegral über die magnetische Erregung A erhal- 
ten wir bei einem Umlauf durch die Spule: 


N-I=dH- ds = (27 -R-d)-Hpe +d- Hyurı 


(3.97) 
1% 


5 (= 


Tr d) ’ Hruft . 


1 2 a/erR/u) 





b) 


Abbildung 3.54 Ringspule mit Eisenkern und Luftspalt der Dicke d 
(Elektromagnet) 


Wegen (3.6) ergibt sich dann für die magnetische Erregung im 
Luftspalt 


N -I- u 
(u-Dd+2rR 
N -I- u 


N ——— für 
u:d+27rR 


Hyui = (3.98) 


n>1 


und die magnetische Feldstärke 


AWoN-I 


3.99 
u:d+2rR nn 


B Luft — 


Für d = 2rR/ u ist die Feldstärke auf die Hälfte des Wertes in 
Eisen gesunken. Da für Eisen u * 2000 ist, sinken A und B bei 
Vergrößern des Luftspaltes rasch ab (Abb. 3.54b). 


Beispiel 


Mit einer Eisenkernspule (u = 2000) mitN = 5000 Win- 
dungen und einem Radius R = 20 cm lässt sich bei einer 
Spaltbreite von d = lcm ein Magnetfeld B = 0,6T er- 
zeugen, wenn ein Strom / = 1A durch die Spule fließt. 

< 


3.6 Das Magnetfeld der Erde 


Das Magnetfeld der Erde wird seit über 2000 Jahren zur Navi- 
gation mithilfe von Kompassnadeln ausgenutzt. Seine genauere 
Form wurde im vorigen Jahrhundert vermessen, aber erst seit 
wenigen Jahren gibt es Modelle über seine Entstehung und sei- 
ne zeitliche Änderung, obwohl auch heute noch viele Details 
ungeklärt sind. 


Das Erdmagnetfeld ist näherungsweise gleich dem Feld ei- 
nes magnetischen Dipols im Erdmittelpunkt, dessen Dipolachse 
zur Zeit um 11,4° gegen die Erdrotationsachse geneigt ist 
(Abb. 3.55), und dessen Dipolmoment pm; 7 8: 10° A - m? be- 
trägt [14]. 


Genaue Messungen haben gezeigt, dass das wirkliche Erdma- 
gnetfeld 5, von einem idealen Dipolfeld Bp etwas abweicht. Die 
Differenz 


AB(6, p) — B.(0, p) — Bp(0, p) 


auf der Erdoberfläche als Funktion der geographischen Länge 9 
und Breite o ist in Abb. 3.56 in Form von Kurven gleicher Werte 
AB (in 10° T) angegeben [14]. 


Diese lokalen Schwankungen des Erdmagnetfeldes werden un- 
ter anderem durch eine ungleichmäßige Verteilung magnetischer 
Mineralien in der Erdkruste bewirkt. Während die Feldstärke des 
Dipolfeldes mit wachsender Entfernung r vom Erdmittelpunkt für 
r > Rmit1/r? abfällt, nimmt AB stärker ab (etwa 1/r*), sodassin 
sroßer Entfernung von der Erde ihr Magnetfeld sich immer mehr 
dem eines idealen Dipols annähert. 


Magnetischer 
Südpol 


> 






IB a 
/ 
N geogr. Südpol 


3.6 Das Magnetfeld der Erde 






geografischer Nord 





Magnetischer Nordpol 


Magnetische Achse 


Im Rotationsachse 


Abbildung 3.55 Magnetfeld der Erde. http://www.br.de/themen/wissen/erdmagnetfeld 
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Abbildung 3.56 Abweichungen des gemessenen Erdmagnetfeldes vom reinen Dipolfeld. Die Kurven verbinden Orte gleicher Abweichung, 
angegeben in Vielfachen von 10”° T. Nach J. Untiedt; Physik in unserer Zeit 4, 147 (1973) 


Die magnetischen Pole des Erdmagnetfeldes wandern im Lau- 
fe der Zeit. Man unterscheidet zwischen dem magnetischen Pol 
(dies ist der Ort auf der Erdoberfläche, an dem die Magnetfeld- 
linien senkrecht in die Erde einmünden, bzw aus ihr austreten) 
und dem geomagnetischen Pol (der Ort der magnetischen Pole 
des Dipolfeldes, d.h. der Ort, an dem die magnetische Dipolach- 
se die Erdoberfläche schneidet). In Abb. 3.57 ist die zeitliche 
Wanderung der beiden Pole dargestellt. 


Weit entfernt von der Erde im interplanetaren Raum wird das 
Dipolfeld der Erde stark verändert durch Ströme geladener Teil- 
chen (Protonen, Elektronen), die von der Sonne emittiert werden 
(Sonnenwind, Abb. 3.58, [15, 16]) (siehe Bd. 4). 


Ein wichtiger experimenteller Befund ist die zeitliche Va- 
rıation des Erdmagnetfeldes. Es zeigt sich, dass sich so- 
wohl seine Richtung als auch seine Stärke im Laufe der 
Zeit ändern (Abb. 3.59). Aus Untersuchungen der Magnetisie- 
rung von ferromagnetischem Vulkangestein und von Sedimen- 
ten am Meeresboden des ozeanischen Rückens, wo dauernd 
Magma aus dem Inneren der Erde nachgeliefert wird, kann 
man Schlüsse ziehen über die Variation des Erdmagnetfel- 
des während geologischer Zeiträume. Dabei nimmt man an, 
dass das Gestein während des Lavaausbruches, bei dem es 
noch flüssig war, eine Magnetisierung parallel zum Erdma- 
gnetfeld angenommen hat. Beim Erkalten wurde diese Ma- 
gnetisierung „eingefroren“ und ist durch spätere Änderung 
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3 Statische Magnetfelder 





Abbildung 3.57 Wanderung des nördlichen Magnetpols (schwarz) 
und des geomagnetischen Pols (rot) [http://www.gfz-potsdam.de/ 
magservice/faq/] 


Bog-Stoßfront Magnetopause 





Nachtseite 


Tagseite 


Abbildung 3.58 Verformung des Erdmagnetfeldes durch den Sonnen- 
wind [https://www.lernhelfer.de/schuelerlexikon/physik] 


des Erdfeldes nicht mehr geändert worden. Hat man nun 
den Zeitpunkt der Gesteinserstarrung (z.B. durch geologische 
Schichtenfolgen-Untersuchungen oder radioaktive Datierungs- 
verfahren) bestimmt [17, 18], kennt man die Richtung und 
(unter vernünftigen Zusatzannahmen) auch die Stärke des Erd- 
feldes zu diesem Zeitpunkt. 


Es zeigte sich, dass die „Umpolung“ des Erdfeldes ziemlich 
statistisch in unregelmäßigen Abständen erfolgt, wobei der Mit- 
telwert für eine Periode gleicher Orientierung etwa 2 - 10° 
Jahre beträgt. Der Umklapp-Prozess verläuft demgegenüber 
sehr schnell. Das Magnetfeld bricht in etwa 10* Jahren zusam- 
men und baut sich dann in umgekehrter Richtung wieder auf. 
Die magnetischen Pole des Dipolfeldes wandern statistisch um 
die geographischen Pole der Erde. 


Die Frage ist nun, wodurch das Magnetfeld erzeugt wird. 
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Deklination 
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e—e—e Dipolmoment 


16° 


12° 


8° 


4° 





[e) 


1880 1920 
Jahr 


1840 1960 


Abbildung 3.59 Zeitliche Änderung von Stärke und Richtung des Erd- 
magnetfeldes in Frankfurt 


Da alle ferromagnetischen Gesteine im Erdinnern eine Tempe- 
ratur 7 oberhalb der Curie-Temperatur haben, kann das Erdma- 
snetfeld nicht von Permanentmagneten erzeugt werden. Es muss 
deshalb von Ringströmen, die symmetrisch zur Dipolachse flie- 
Ben, stammen. 


Auch seine statistischen zeitlichen Schwankungen schließen 
aus, dass es von Permanentmagneten, also festen magnetischen 
Gesteinen erzeugt wird. Diese Gesteine im äußeren festen Erd- 
mantel sind nur für kleine geographische Variationen des Feldes 
verantwortlich. Die Hauptquellen des Feldes müssen deshalb 
elektrische Ströme im flüssigen Teil des Erdinneren sein. Dafür 
kommen Magmaströme aus ıonisierten Teilchen im flüssigen 
Erdkern in Frage. Wie können solche Ströme entstehen? Dafür 
gibt es verschiedene mögliche Ursachen. 


m Durch den radialen Temperaturgradienten entstehen Konvek- 
tionsströme. Es steigt flüssige Materie mit der Geschwindig- 
keit v nach oben, kühlt sich ab, wird fest und sinkt wegen 
ihrer größeren Dichte wieder ab. Infolge der Erddrehung mit 
der Winkelgeschwindigkeit & treten Coriolis-Kräfte Fc = 
2m-(vx @) auf, die zu einer Ablenkung der Konvektionsströ- 
me in tangentialer Richtung führen. 

m Wegen der fehlenden Rückstellkräfte bei Flüssigkeiten zeigt 

der flüssige Kern der rotierenden Erde eine größere Zentrifu- 
galaufweitung bzw. Polabplattung als der feste äußere Teil 
der Erde. Deshalb durchläuft die Hauptträgheitsachse des 
flüssigen Erdinneren nicht genau den gleichen Präzessions- 
kegel wie die Erdachse. Die Drehmomente, welche für die 
Präzession verantwortlich sind (siehe Bd. 1, Kap. 5), sind 
daher etwas verschieden für den flüssigen Erdkern und den 
festen Erdmantel. 
Dies führt zu einer Relativbewegung der Flüssigkeit gegen 
den festen Teil der Erde und damit zu Magmaströmen. Bei 
solchen Strömen aus teilweise ionisierter Materie hängt die 
Gesamtstromdichte 


j=otv’+ov 


von der unterschiedlichen Strömungsgeschwindigkeit der 
positiven und negativen Ladungsträger ab. Durch das magne- 


tische Feld B, welches durch den elektrischen Nettostrom 
erzeugt wird, tritt als zusätzliche Kraft die Lorentzkraft 
F\=g:-(vxB) auf die Ladungsträger auf, welche zu einer 
räumlichen Trennung von positiven und negativen Ladungen 
führt. Dies kann Unterschiede in den Driftgeschwindigkeiten 
verstärken und damit zu einer Verstärkung des Magnetfeldes 
führen. 

Die Bewegung der Ladungsträger ım Magnetfeld erzeugt ein 
Zusatzfeld, welches das ursprüngliche Feld verstärkt. Dies 
istin Abb. 3.60 verdeutlicht. Eine elektrisch leitende Scheibe 
rotiert um die Achse A in einem Magnetfeld B || A. Ver- 
bindet man zwei Schleifkontakte an A und an dem Rand 
der Scheibe durch eine Leiterschleife, so fließt ein Strom 
durch die Schleife, der ein zum ursprünglichen Magnet- 
feld paralleles Magnetfeld erzeugt und dieses daher verstärkt 
(Dynamo-Prinzip). 


Infolge von Reibungsverlusten und durch auftretende Turbulen- 
zen bei der Bewegung des zähflüssigen Magmas im Erdinneren 
können die Ströme sich im Laufe der Zeit ändern. Sie können 
auch zeitweilig eine räumliche Stromdichteverteilung haben, 
deren Nettomagnetfeld praktisch null ist. 


Zusammenfassung 


m Magnetfelder können von Permanentmagneten oder durch 
elektrische Ströme erzeugt werden. Zwischen magnetischer 
Feldstärke B (magnetische Induktion) und magnetischer Er- 
regung MH besteht im Vakuum die Relation B = wH (wo = 
Permeabilitätskonstante). 

m Stationäre Magnetfelder sind quellenfrei; es gibt keine ma- 
gnetischen Monopole > divB =. 

m Bei einem geschlossenen Weg um einen Leiter, in dem der 
elektrische Strom / = N J: dA durch den Leiterquerschnitt 
A fließt, gilt: 


dB ds=w'/I > rotB= wJ:- 


m Das Magnetfeld um einen geraden Draht, durch den der 
Strom / fließt, ıst zylindersymmetrisch und hat den Radial- 
verlauf 


m Das Magnetfeld einer langen Zylinderspule mit n Windun- 
gen per m Spulenlänge ist im Inneren homogen und hat den 
Wert 

B=eigen»-l. 


m Das Vektorpotential A eines Magnetfeldes B ist definiert 
durch 
B=rotA. 


Zusammenfassung 


S, 


AB 


Abbildung 3.60 Dynamo-Prinzip der Verstärkung des Magnetfeldes 
durch Ströme, die durch die Lorentzkraft angetrieben werden 


Viele Details dieses Modells des Erdmagnetfeldes sind noch un- 
geklärt und bedürfen weiterer Untersuchungen [19-21]. 


Man kann A eindeutig machen durch die Coulomb’sche 
Eichbedingung: 


dvA=0. 


Das Vektorpotential A(rı) im Punkte r, außerhalb einer 
beliebigen Stromverteilung im Volumen V> mit der Strom- 
dichte j(r>) ist: 


A(rı) = au le an 


An rı rl 


Auf eine mit der Geschwindigkeit v in einem elektrischen 
Feld E und einem magnetischen Feld B bewegte Probeladung 
q wirkt die Lorentzkraft: 


F=g(E+vxB). 


Die Kraft auf einen vom Strom / durchflossenen Leiter ist 
pro Leiterlänge d/: 


F=I(dLxB). 
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3 Statische Magnetfelder 


m Magnetische Längsfelder können als Linsen zur Fokussie- 
rung eines Strahls von geladenen Teilchen benutzt werden. 
Homogene magnetische Sektorfelder können zur Massen- 
trennung geladener Teilchen in Massenspektrometern ver- 
wendet werden. 

= Ein stromdurchflossener Leiter im Magnetfeld zeigt eine 
Hallspannung Up, die zur Magnetfeldmessung ausgenutzt 
werden kann. 

m Das Magnetfeld eines Stromes und die Lorentz-Kraft auf ei- 
ne bewegte Ladung im Magnetfeld lassen sich mithilfe der 
Relativitätstheorie allein aus dem Coulomb-Gesetz und den 
Lorentztransformationen herleiten. 

m Der magnetische Teil der Lorentzkraft q- v x B kann durch 
Transformation auf ein mit v bewegtes Bezugssystem auf 
elektrische Kräfte zurückgeführt werden, d.h. man kann 
immer ein Bezugssystem finden, ın dem das Magnetfeld ver- 
schwindet. 

m Sowohl elektrisches als auch magnetisches Feld ändern sich 
im Allgemeinen beim Übergang zwischen verschiedenen In- 
ertialsystemen. Die Gesamtkraft und damit die Bewegungs- 
gleichungen bleiben jedoch invariant. 

m Die magnetischen Eigenschaften von Materie werden durch 
die magnetische Suszeptibilität y beschrieben. Wir unter- 
scheiden: 


Diamagnete: | «x1l,x<oO 
Paramagnete: | «x1,x>0 
Ferromagnete: xl2e>1,x>0 


Aufgaben 


3.1. Zwei lange gerade Drähte sind im Abstand von 2cm 
parallel zueinander in z-Richtung ausgespannt und werden je- 
weils von dem Strom / = 10A durchflossen, und zwar einmal 
in gleicher Stromrichtung, im anderen Fall in entgegengesetzter 
Richtung. 

a) Man veranschauliche sıch das resultierende Magnetfeld in 
der x-y-Ebene senkrecht zu den Drähten durch graphische 
Überlagerung. 

b) Man berechne das Magnetfeld für Punkte auf der x- und y- 
Achse (Abb. 3.61a). 





Abbildung 3.61 Zu Aufg. 3.1 


Antiferromagnete: 0 <|x| < 100 


Ix| ist kleiner 
als bei Paramagneten 


Antiferrimagnete: ,l>»>1,x>0. 


In Materie gilt: 
B=w(i+YH=u:wHN. 


Die dimensionslose Konstante u heißt relative Permeabili- 
tätszahl. 

m Das magnetische Dipolmoment einer vom Strom / umflosse- 
nen Fläche A ist definiert als pı = 1A 

= Die Magnetisierung 


M=x:.H= pm 


gibt die Vektorsumme aller atomaren magnetischen Dipole 
pro Volumeneinheit an. 

m Ferromagnetismus ist eine Eigenschaft des makroskopischen 
Aufbaus bestimmter ferromagnetischer Stoffe. Er verschwin- 
det oberhalb der Curie-Temperatur Tc. 

m Das Magnetfeld der Erde wird hauptsächlich durch Mag- 
maströme ım Erdinneren erzeugt. Magnetische Materialien 
in der Erdkruste bewirken nur kleine lokale Variationen des 
Erdmagnetfeldes. 


c) Man bestimme die Kräfte pro Längeneinheit, die die Drähte 
aufeinander ausüben. 

d) Wie groß ist die Kraft, wenn die Drähte senkrecht zueinan- 
der stehen, d.h. auf den Geraden z = y = Oundx = (, 
y= -2cm (Abb. 3.61b)? 

3.2. Zwei konzentrisch angeordnete Rohre werden in ent- 

gegengesetzter Richtung von einem Strom / durchflossen 

(Abb. 3.62). Bestimmen Sie das Magnetfeld B, in Abhängigkeit 

vom Abstand r von der Achse (0 < r < oo)! Die Stromdichte 

sei konstant. 





Abbildung 3.62 Zu Aufg. 3.2 


3.3. Bei Wasserstoffatomen bewegt sich das Elektron (La- 
dung e = 1,602 - 10-’PC,m = 9,109- 10! kg) mit einem 
Radius r = 0,529 - 10”!"m um den Kern. Welcher mittle- 
ren Stromstärke entspricht diese Ladungsbewegung und welche 
Masgnetfeldstärke erzeugt sie am Ort des Kernes? 

3.4. In einer von einem homogenen Magnetfeld senkrecht 
durchsetzten Ebene liegt ein stromdurchflossener, halbkreisför- 
miger Draht (Abb. 3.63). Zeigen Sie, dass auf den Draht dieselbe 
Kraft wirkt, die ein gerader Draht längs des Durchmessers AC 
zwischen den Enden des Halbkreises erfahren würde. 





x x 
x x 
x x 
x x 
x x 
x x 


Abbildung 3.63 Zu Aufg. 3.4 


3.5. Gegeben sind zwei Helmholtz-Spulen mit je 100 Win- 
dungen und einem Radius von 40cm. Der Strom / = 1A in 
beiden Spulen fließt in die gleiche Richtung. 

a) Wie groß ıst das Magnetfeld im Mittelpunkt z = 0 bei einem 
Spulenabstand d’? 

b) Wie groß muss die Stromstärke / sein, wenn man das Erdma- 
gnetfeld von 0,5 Gauß = 5 - 10°” T kompensieren möchte? 
Wie muss die Spulenachse dann gerichtet sein? 

c) Wie fällt das Feld B(z) auf den Spulenachsen außerhalb der 
Spulenebenen ab’ 

3.6. Ein Elektron befindet sich im Punkt {0,0,0} mit der 

Geschwindigkeit (vo/vV3){1,1,1} in einem homogenen Ma- 

enetfeld B = Bo: 10,0, 1}. 

a) Beschreiben Sie die Bahn des Elektrons. 

b) Wie ändert sich die Bahn des Elektrons, wenn zusätzlich ein 
E-Feld mit 


E, = Evo: (0,0, 1} bzw. E> = Eo -{1,0,0% 


angelest wird’ 
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Aufgaben 


c) Welche der folgenden Größen des Elektrons bleiben im Fall 
a) und im Fall b) erhalten: 


U,, U,, U,, U,, v|, pP, pl, Pin? 


3.7. Ein dünner Kupferstab (Dicke Ax = 0,Imm, Brei- 
te Ay = 1Icm) wird senkrecht zu einem Magnetfeld B = 
{B,,0,0} von 2T in z-Richtung ausgespannt und von einem 
Strom von 1OA durchflossen. Berechnen Sie unter der An- 
nahme, dass jedes Cu-Atom ein freies Leitungselektron liefert 
(n, = 8- 10% cm), 

a) die Driftgeschwindigkeit der Elektronen, 

b) die Hall-Spannung, 

c) die Kraft pro m des Streifens. 

3.8. Ein Konstantanstück (Länge ZL = 20cm, Querschnitt 
A = 5mm?, spezifischer Widerstand o = 0,5 - 10° Q m) 
und ein Eisenbügel (L = 60cm, A = 5 mm, ME NE 
10° -m) sind an ihren beiden Enden miteinander verlötet. 
Die Thermospannungskonstante a aus (2.42a) zwischen den bei- 
den Materialien beträgt 53 u V/K. 

b) Berechnen Sie die Stromstärke, wenn sich die eine Lötstelle 





in Wasser bei 15°C befindet, während die andere mit einer m 
Flamme auf 75°C erwärmt wird. rT 
c) Berechnen Sie die Stärke des Magnetfeldes im Zentrum der a 
quadratischen Schleife. m 
20 cm x 
T, — 750 °G 
Eisen 
20 cm a 
B-? stan- 
XXX tan 
EXK 
T=15°C 
20 cm 


Abbildung 3.64 Zu Aufg. 3.8 


3.9. Man berechne das vom Wienfilter durch eine Blende 
der Breite Ab durchgelassene Geschwindigkeitsintervall Av für 
einen einfallenden parallelen Teilchenstrahl bei einer Eintritts- 
geschwindigkeit vg der geladenen Teilchen (Abb. 3.27). 

3.10. Man zeige, dass aus div B = 0 (3.93b) folgt. 
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4 Zeitlich veränderliche Felder 


Bisher haben wiır nur zeitlich konstante elektrische und magne- 
tische Felder behandelt. Alle Eigenschaften dieser statischen 
Felder, die durch ruhende Ladungen bzw. stationäre Ströme 
erzeugt werden, lassen sich aus wenigen Grundgleichungen her- 
leiten (siehe Kap. 1-3). Diese Gleichungen selbst basieren auf 
experimentellen Beobachtungen und lauten: 


rot E=0 rot B= wo :J 

divE = o/& divB =0 

E = -gradod B=rotA. (4.1) 
1 O8 


Aus der räumlichen Ladungsverteilung o(x, y,z) können elek- 
trische Feldstärke E(x, y,z) und elektrisches Potential & (x, y, z) 
berechnet werden, aus der Stromverteilung J(x, y,z) magneti- 
sche Feldstärke B(x,y,z) und Vektorpotential A(x,y,z). Der 
Zusammenhang zwischen J und E ist durch die elektrische Leit- 
fähigkeit o als Materialkonstante des jeweiligen Stromleiters 
gegeben. Die Naturkonstanten &o und uno Sind, wie bereits in 
Gl. (3.60) gezeigt wurde, über die Lichtgeschwindigkeit c ım 
Vakuum durch 


&9 Ko = 1/c” 


miteinander verknüpft. Die Frage ist nun, wie diese Gleichun- 
gen erweitert werden müssen, wenn sich die Ladungsdichten o 
und Stromdichten j und damit auch elektrische und magnetische 
Felder zeitlich ändern. 


Wir wollen in diesem Kapitel „langsame“ zeitliche Veränderun- 
gen betrachten, bei denen die Laufzeit Ar des Lichtes über den 
Durchmesser der Ladungs- bzw. Stromverteilung sehr klein ist 
gegen die Zeitspanne 7 der zeitlichen Änderung von o bzw. j, 
sodass wir diese Laufzeit vernachlässigen können. Im Kap. 6 
wird diese Einschränkung fallen gelassen. 


4.1 Faraday’sches Induktionsgesetz 


Michael Faraday (Abb.4.1) erkannte als erster, dass entlang 
eines Leiters in einem zeitlich veränderlichen Magnetfeld ei- 
ne elektrische Spannung entsteht, die er Induktionsspannung 
nannte. Wir wollen zuerst einige grundlegende Experimente dis- 
kutieren, die uns den quantitativen Zusammenhang zwischen 
dieser Induktionsspannung und dem zeitlich veränderlichen ma- 
gnetischen Kraftfluss &„, verdeutlichen. 


l. Der Nordpol eines Stabmagneten wird durch eine Leiter- 
spule mit N Windungen geschoben, deren Enden mit einem 
Oszillographen zur Messung des zeitlichen Spannungsver- 





Abbildung 4.1 Michael Faraday (1791-1867) fand 1831 das nach ihm 
benannte Induktionsgesetz. Mit freundlicher Genehmigung des Deut- 
schen Museums, München 


laufs verbunden sind (Abb. 4.2). Man beobachtet während 

der Bewegung des Magneten eine Spannung U(t), deren 

Größe und zeitlicher Verlauf von mehreren Faktoren ab- 

hängt. U(r) ist proportional: 

a) zur Geschwindigkeit v(r), mit welcher der Magnet durch 
die Spule bewest wird, 

b) zum Produkt N - A aus der Zahl N der Spulenwindungen 
und Fläche A der Spule, 

c) zum Kosinus des Winkels « zwischen Flächennormale An 
der Spule und Masgnetfeldrichtung B. 

Wird das Experiment mit dem Südpol des Magneten wieder- 

holt, so werden dieselben Beobachtungen gemacht, aber die 

Spannung U(t) hat das umgekehrte Vorzeichen. 


2. Im homogenen Feld eines Helmholtz-Spulenpaares wird die 


Spulenfläche A einer flachen flexiblen Probespule mit N 





Oszillograph 


Abbildung 4.2 Wenn ein Stabmagnet durch eine Leiterschleife (Spule 
mit N Windungen) geschoben wird, misst man zwischen den Enden der 
Schleife eine elektrische Spannung U;„a(f), die proportional zur zeitli- 
chen Änderung d®,,/dr des magnetischen Flusses durch die Spule ist 


Feldstrom I 





Abbildung 4.3 Induktionsspannung zwischen den Enden einer festste- 
henden Probespule mit N Windungen und der Fläche A in einem zeitlich 
veränderlichen Magnetfeld 


Windungen durch Zusammendrücken der Spule um AA ver- 
kleinert. Wieder beobachtet man eine Induktionsspannung, 
deren Größe von der Geschwindigkeit der Flächenänderung 
AA/ Ar abhängt. 

3. Statt des Stabmagneten im ersten Experiment wird eine 
stromdurchflossene zylindrische Spule mit n Windungen 
pro m Spulenlänge verwendet (siehe Abschn. 3.2.6), deren 
Magnetfeld mit dem Spulenstrom / verändert werden kann. 
Zum Nachweis der Induktionsspannung dient eine kleine, 
um eine vertikale Achse drehbare Probespule im Inneren 
der Feldspule. Sowohl die Induktionsspannung U(t) als auch 
der Feldspulenstrom /(t) und damit das Magnetfeld B(t) = 
Ko : n - I(t) werden von einem Zweistrahl-Oszillographen 
angezeigt (Abb. 4.3). Schickt man bei feststehender Induk- 
tionsspule mit der Gesamtfläche N - A durch die Feldspule 
den Strom /(r) = Ig-sinwt und variiert die Kreisfrequenz wo, 
so findet man für die Induktionsspannung: 


Una(t) = Un - sin(wr + 90°) 
mit 
Uo=-w-B-N-A-cos«a, 
wenn N die Windungszahl der Probenspule mit Quer- 


schnittsfläche A und « der Winkel zwischen Flächennormale 
An und Feldrichtung B ist. 


Die Ergebnisse dieser drei Experimente zeigen uns, dass die 
gemessene Induktionsspannung gleich der negativen zeitlichen 
Änderung des magnetischen Kraftflusses durch die Probespule 
ist. Dies ist das Faraday’sche Induktionsgesetz: 


d do, 
On [s: Men (4.2) 
di di 


Beispiele 


l. Eine Rechteckspule mit N Windungen der Fläche A 
wird in einem konstanten homogenen Magnetfeld Bo 


4.1 Faraday’sches Induktionsgesetz 


gedreht (Abb. 4.4). Wir erhalten für den magnetischen 
Fluss &„ durch die Spule 


?n= [B dA =B-N-A-cosof(t) 


mit o(f) = @ - tr, wenn o(t) der zeitabhängige Win- 
kel zwischen Magnetfeld und Spulennormale ist. Die 
induzierte Spannung ıst dann gemäß (4.2): 


Une er 
ind — ara 


—=B-.N-A-w-sinwt. (4.22) 


Diese Gleichung bildet die Grundlage des technischen 
Wechselspannungsgenerators. 


—s 
(0) 


w\ 






Spule mit 
N Windungen 


Abbildung 4.4 Erzeugung einer Induktionswechselspannung 
durch Drehen einer Leiterschleife in einem konstanten Magnet- 
feld 


Sein Grundprinzip lässt sich an einem einfachen hand- 
betriebenen Modell (Abb. 4.5) demonstrieren. Einige 
technische Ausführungen werden im Kap.5 behan- 
delt. 


2. Gibt man auf eine Feldspule, die ein Magnetfeld 


erzeugt, eine Rechteckspannung, so wird der Spulen- 
strom und damit auch der magnetische Fluss @„, durch 
die Probenspule mit kleiner Induktivität Z fast recht- 
eckförmig moduliert (Abb. 4.6). Der zeitliche Verlauf 
der Induktionsspannung zeigt dann steile Spitzen mit 
umgekehrtem Vorzeichen beim Ansteigen bzw. Abfal- 
len der Strompulse durch die Feldspule. 
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Abbildung 4.5 Modell eines handgetriebenen Wechselspan- 
nungsgenerators. Die beiden Zylinderschleifkontakte sind innen 
isoliert und außen leitend 


Aus (4.2) folgt durch zeitliche Integration: 


02) (4) 


A0n = | 9m =- [Umar. 


o| a 


(4.2b) 


Das Integral N U;na dr gibt die Fläche unter der Kurve 
U;na(f) an und ist ein Maß für die Anderung Ad des 
magnetischen Flusses innerhalb der Zeitspanne Ar = 
9 - 1: 


Om 


na, 


Abbildung 4.6 Bei rechteckförmiger Modulation des Magnet- 
feldes entstehen in einer Messspule Spannungsspitzen Una = 
- dd „/dr 


AN 
je) 
"OS 
Zu 
= 
DD 





< 


Wir betrachten nun den Fall einer Spule mit nur einer Windung, 
welche die Fläche A umschließt. Wenn sich bei konstanter Spu- 
lenfläche und Orientierung das Magnetfeld B ändert, entsteht 


zwischen den Enden der Spule die Spannung: 


Unum- | B: dA. (4.2c) 


Diese Spannung kann auf ein elektrisches Feld E zurückgeführt 


werden. Nach (1.13) gilt: 


u=[E:%. 


— 
aB_, 
dt 
EURE 
3° .. a ---_._ E 
er E u: 
ge; 
x Im. Er 
Se N 
- — — 
rot E=0O rot E = - dB/dt 
— 
a) E=-gradb b) 


Abbildung 4.7 Die beiden Quellen des elektrischen Feldes: a sta- 
tionäre Ladungen, die ein rotationsfreies Feld erzeugen; b ein sich 
änderndes Magnetfeld, das ein elektrisches Feld mit geschlossenen 
Feldlinien erzeugt. Für B > 0 kehrt sich die Richtung von E um 


wobei die Integration über den Umfang der Leiterschleife er- 
folgt. Nach dem Stokes’schen Satz gilt: 


DE. @= [rotE- a. (4.3) 


Da dies für beliebige Flächen gelten muss, folgt aus dem Ver- 
gleich von (4.2a) mit (4.3) 


dB 
rotE=-—.. (4.4) 
dr 


In Worten: 


Ein magnetisches Feld, welches sich zeitlich ändert, er- 
zeugt ein elektrisches Wirbelfeld. 


Man beachte: Das durch Ladungen erzeugte elektrische Feld 
(Abb. 4.7a) ist konservativ. Es giltrot E = 0, und E kann daher 
als Gradient eines elektrischen Potentials geschrieben werden: 
E = - grad d. Die elektrischen Feldlinien starten an den posi- 
tiven Ladungen und enden an den negativen Ladungen. Sie sind 
nicht geschlossen. Im Gegensatz dazu gilt rot E # 0 für den 
Anteil des elektrischen Feldes, der durch ein sich änderndes Ma- 
snetfeld erzeugt wird (Abb. 4.7b). Die elektrischen Feldlinien 
sind geschlossen, und man kann diesen Anteil des elektrischen 
Feldes nicht als Gradient eines skalaren Potentials darstellen. 


4.2 Lenz’sche Regel 


Aus dem negativen Vorzeichen im Induktionsgesetz (4.2) kann 
man folgenden Sachverhalt entnehmen, der als Lenz’sche Regel 
bekannt ist: 





Abbildung 4.8 Richtung von Strom /, elektrischer Feldstärke E und 
induziertem Magnetfeld B;na bei Verringerung des ursprünglichen Ma- 
snetfeldes Bo. Bei Vergrößerung von Bo (Bo > 0) kehren sich alle roten 
Pfeile um 


= Die Änderung der Induktionsspannung U;,a hat das entge- 
gengesetzte Vorzeichen wie die Änderung des magnetischen 
Flusses. Die durch diese Spannung in einem Stromkreis 
erzeugten Ströme erzeugen ein Magnetfeld, Bjna, dessen 
Richtung vom Vorzeichen von ® abhängt: Es zeigt in Rich- 
tung des ursprünglichen 3,-Feldes, wenn Bo < 0, und ist 
dem Feld entgegengerichtet für Bo > 0. Die Änderung von 
Bo wird also durch das induzierte Magnetfeld verringert. 

= Die bei der Bewegung eines Leiters im Magnetfeld induzier- 
ten Ströme sind immer so gerichtet, dass sie die Bewegung, 
durch die sie erzeugt werden, zu hemmen versuchen. 


Man kann dies verallgemeinert so ausdrücken: 


Die durch Induktion entstehenden Ströme, Felder und 
Kräfte behindern stets den die Induktion einleitenden Vor- 
sang (Lenz’sche Regel). 


Dies wird durch Abb. 4.8 illustriert. 


Dies soll durch einige experimentelle Beispiele illustriert wer- 
den. 


4.2.1 Durch Induktion angefachte Bewegung 


Bewest man den Nordpol eines Stabmagneten gegen einen als 
Pendel aufgehängten Aluminiumring (Abb. 4.9), so ist die Rich- 
tung des im Ring induzierten Stromes derart, dass der Nordpol 
des induzierten magnetischen Dipols gegen den Nordpol des 
Permanentmagneten zeigt und deshalb der Ring vom Magne- 
ten abgestoßen wird. Das heißt natürlich auch, dass der Magnet 
vom Ring abgestoßen wird, sodass die Bewegung des Magne- 
ten in Richtung des Rings behindert wird. Zieht man jetzt den 
Permanentmagneten wieder weg, so kehrt sich die Richtung des 
induzierten Stromes und damit die des Dipols um, d.h. der Ring 
wird jetzt angezogen, und damit wird das Wegziehen behindert. 


4.2 Lenz’sche Regel 





Aluminium- 
ring 


Abbildung 4.9 Experimentelle Demonstration der Lenz’schen Regel. 
Der Aluminiumring wird bei Annäherung des Stabmagneten immer ab- 
gestoßen, bei Entfernung des Magneten angezogen, unabhängig davon, 
ob man den Nordpol oder den Südpol des Magneten benutzt 


Man kann daher durch periodische Bewegung des Magneten den 
Aluminiumring zum Schwingen bringen. Man kann dies auch 
durch eine Energiebetrachtung untermauern: Beim Annähern 
des Stabmagneten muss Arbeit aufgewandt werden, die ın den 
Aufbau des magnetischen Feldes des nun stromdurchflossenen 
Ringes gesteckt wird und in mechanische potentielle Energie 
des aus seiner Ruhelage entfernten Ringes. 


Benutzt man einen aufgeschlitzten, sonst aber identischen Alu- 
miniumring, so stellt man bei der Bewegung des Magneten 
keinen messbaren Effekt auf den Ring fest, weil sich ın ihm kei- 
ne Induktionsströme ausbilden können. 


4.2.2 Elektromagnetische Schleuder 


Auf einem langen Eisenjoch liegt über einer Feldspule ein 
Aluminiumring (Abb. 4.10). Schaltet man die Feldspule ein, 
so wird ın diesem Ring ein Induktionsstrom erzeugt, dessen 
magnetisches Moment so gerichtet ist, dass der Ring hochge- 
schleudert wird. Man kann im Demonstrationsversuch leicht 





Abbildung 4.10 Elektromagnetische Induktionsschleuder 
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Abbildung 4.11 Wirbelstromlevitometer a Prinzipzeichnung; b Photo 
der Anordnung (Mit freundl. Genehmigung von Prof. Grupen, Siegen) 


Schusshöhen von mehr als 1Om erreichen. Dieses Prinzip der 
elektromagnetischen Schleuder wird technisch angewandt, um 
kleinere Projektile auf große Geschwindigkeiten zu beschleuni- 
gen. Bisher wurden damit z.B. Massen von bis zu O,lkg auf 
Geschwindigkeiten bis zu 8km/s gebracht [1, 2]. 


4.2.3 Magnetische Levitation 


Beim magnetischen Schwebeversuch wird eine massive Alumi- 
niumplatte über einem zeitlich veränderlichen Magnetfeld, das 
durch einen Wechselstromelektromagnet erzeugt wird, schwe- 
bend in einer Höhe von einigen cm gehalten (Abb. 4.11). Auch 
hier werden durch den zeitlich veränderlichen magnetischen 
Fluss in der Aluminiumplatte Induktionsströme erzeugt, deren 
magnetisches Moment so gerichtet ist, dass eine abstoßende 
Kraft auftritt, die der Gravitationskraft die Waage hält. Um ein 
seitliches Abgleiten der Aluminiumplatte zu verhindern, wird 
eine zusätzliche Ringspule um den Hauptmagneten gelegt, wel- 
che das stabilisierende Magnetfeld erzeugt. Je dicker die Platte 
ist, desto stärker sind die Wirbelströme und damit die abstoßen- 
de Kraft. 


4.2.4 Wirbelströme 


Induktionsströme, die in ausgedehnten Leitern erzeugt werden, 
nennt man Wirbelströme. Ihre Richtung und Stärke hängen 





b) 


Abbildung 4.12 Waltenhofen’sches Pendel. a Seitenansicht b Drauf- 
sicht 


von der zeitlichen Änderung dB/ dr des Magnetfeldes und von 
der räumlichen Abhängigkeit des elektrischen Widerstandes 
R(x,y,z) ab. Sie können eindrucksvoll mit dem Waltenho- 
fen’schen Pendel demonstriert werden (Abb. 4.12). 


Eine massive Aluminiumscheibe ist an einem langen Stab dreh- 
bar aufgehängt und pendelt zwischen den Polschuhen eines 
stromlosen Elektromagneten. Schaltet man den Magnetstrom 
ein, so wird die Pendelbewegung stark gedämpft. Bei genü- 
gend starkem Magnetfeld kann man das Pendel innerhalb einer 
Schwingungsperiode zum Stehen bringen. Der Grund sind die 
starken Wirbelströme, deren Joule’sche Verluste die mechani- 
sche Energie des Pendels in Wärmeenergie umwandeln. 


Sägt man in das Aluminiumblech viele Schlitze senkrecht zur 
Bewegungsrichtung des Pendels, so können sich nur schwache 
Wirbelströme ausbilden, und die Dämpfung des Pendels ist ent- 
sprechend gering (Abb. 4.12b). 


Die Wirbelstrombremsung wird in vielen elektrisch angetriebe- 
nen Fahrzeugen zur Schnellbremsung verwendet [3-5]. 


4.3 Selbstinduktion 
und gegenseitige Induktion 


Für die technische Anwendung von Spulen oder anderen Lei- 
teranordnungen wäre es lästig, jedes Mal das Integral (4.2) 
auszurechnen. Man kann nun jeder Anordnung eine skalare 
Größe, die /nduktivirät, zuordnen, welche viele Rechnungen 
vereinfacht. Die Berechnung der Induktivität kann jedoch unter 
Umständen kompliziert sein. 


4.3.1 Selbstinduktion 


In einer stromdurchflossenen Spule wird bei einer zeitlichen 
Änderung des Stromes der magnetische Fluss durch die Spu- 
le geändert. Nach dem Faraday’schen Induktionsgesetz entsteht 


4.3 Selbstinduktion und gegenseitige Induktion 





Abbildung 4.13 Demonstration der Selbstinduktion einer Spule. a Experimenteller Aufbau; b Stromverlauf /(t) nach dem Schließen des Schal- 
ters S; c Illustration der zeitlichen Verzögerung des Stromes durch zwei Glühlampen 


deshalb auch in der Spule selbst eine Induktionsspannung, die 
nach der Lenz’schen Regel der Änderung der von außen an- 
gelegten „stromtreibenden“ Spannung entgegengerichtet ist. Da 
das von der Spule erzeugte Magnetfeld proportional zum Strom 
I durch die Spule ist, folgt für den magnetischen Fluss 


@n = [B-ar=L-ı. 


wobei die Proportionalitätskonstante Z mit der Maßeinheit 
Z|=1V-s/A=1Henry=1H 


Selbstinduktionskoeffizient oder (Selbst-) Induktivität genannt 
wird. Für die Induktionsspannung erhalten wir aus (4.2): 


d/ 
Una = -L* — 


Fr (4.5) 


Wir betrachten einige Beispiele für Selbstinduktion. 


4.3.1.1 


Zur Zeitr = O wird an den Schaltkreis in Abb. 4.13a durch 
Schließen des Schalters S die konstante Spannung Un angelegt. 
Nach der Kirchhoff’schen Regel erhalten wir: 


Einschaltvorgang 


d/ 
Kerr ig eI-R+L- — 


4’ (4.6) 


wobei R der Ohm’sche Widerstand der Spule ist. Mit dem An- 
salz 
Id =K-e#®&9tırn 


erhält man die Lösung der inhomogenen Differentialgleichung 
(4.6) für die Anfangsbedingung /(0) = 0: 


It) = = (1-er®/D et). (4.7) 
Der Strom steigt also beim Einschalten nicht plötzlich auf den 
nach dem Ohm’schen Gesetz zu erwartenden Wert Uo/R an, 
sondern mit einer Zeitverzögerung, die von der Induktivität Z 
der Spule abhängt (Abb. 4.13b). Man bezeichnet 7 = L/R auch 
als Zeitkonstante. Nach der Zeit t = tr hat /(t) etwa 63 % seines 
Endwertes /(00) = Up/R erreicht. 


Man kann dieses Zeitverhalten direkt auf dem Oszillographen 
sichtbar machen. Rein qualitativ, aber auch als Demonstration 


eindrucksvoll, lässt sich diese Zeitverzögerung mit den beiden 
Glühlampen G; und G> ın Abb. 4.13c vorführen. Beim Schlie- 
ßen des Schalters leuchtet zuerst die Lampe G; und erst nach der 
Zeitt = L/R die Lampe G» auf. Bei genügend großen Werten 
von L kann diese Verzögerungszeit tr viele Sekunden betragen. 
Im stationären Zustand (fr — oo) fließt dann durch beide Zweige 
der gleiche Strom, wenn die Ohm’schen Widerstände Ri = Ra 
gleich sind. 


4.3.1.2 Abschalten der Stromquelle 


In Abb. 4.14 sei der Schalter S geschlossen. Dann fließt durch 
den Widerstand Rı der Strom /ı(t < 0) = Uv/Rı, durch die 
Spule der Strom A (t < 0) = Uy/R. Für Rı > Rist/; <h. 
Wird nun zur Zeit = O0 der vorher geschlossene Schalter S 
geöffnet, so ergibt sich mit den Anfangsbedingungen Uy(t = 
0) = O0 und 5(0) = I, die Gleichung 


dl» 
Nenn Ay a 


mit der Lösung 

I» (?) — Jo: eye (4.8) 
mitR=Rı + R.. Hierbei ist der Widerstand R| ein Lastwider- 
stand, während Rz der Ohm’sche Widerstand der Spule ist. Beim 
Offnen des Schalters sinkt der Strom 75 nicht plötzlich auf null, 
sondern exponentiell mit der Zeitkonstanten t = L/R. Über der 
Spule entsteht eine Induktionsspannung 


d/ 
Una = -h(Rı + Ro) = er: 


(Abb. 4.14c) und durch das Messinstrument in 
Abb. 4.14a fließt ein größerer Strom /ı = —7 in umgekehrter 
Richtung als vor dem Öffnen des Schalters S. Wegen Uy = Ig-R» 
ergibt sich 
Um = u ER ern 
Rz 


sodass für Rı > Rs die induzierte Spannung Unalt = 0) x 
(Rı/R»)U, wesentlich größer wird als Ug. Deshalb wird auch 
der Strom / = U;na/Ro durch R; viel größer als vor dem Öffnen 
des Schalters. Wird Rı z.B. durch eine Glühbirne G realisiert, 
so blitzt diese beim Öffnen des Schalters sehr hell auf und kann 
bei sehr großer Induktionsspannung sogar durchbrennen. 
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4 Zeitlich veränderliche Felder 





c) 


Abbildung 4.14 Induktionsspannung beim Abschalten der Stromquel- 
le durch Öffnen des Schalters S. a Schaltung; b Strom 7; (1); e Spannung 
U(t), d Strom I; (t) 


4.3.1.3 Zünden von Leuchtstofflampen 


Leuchtstofflampen sind evakuierte lange Glasröhren, die mit ei- 
nem geringen Zusatz an Quecksilber gefüllt sind. An den beiden 
Enden befinden sich Heizwendeln. Die Innenwand der Röh- 
re ist mit einer Leuchtstoff-Mischung beschichtet, welche das 
ultraviolette Linienspektrum des Quecksilbers in Licht mit ei- 
nem kontinuierlichen Spektrum umwandelt, das sich über den 
gesamten sichtbaren Bereich erstreckt, sodass das Licht einer 
Leuchtstofflampe dem Tageslicht ähnlich ist. 


Der Zündvorgang kann an Hand von Abb. 4.15 erläutert wer- 
den: Beim Einschalten der Netzspannung Ug (230 V »-) durch 
Schließen des Netzschalters S liegt die Netzspannung über den 
beiden Heizwendeln und dem Starter, der aus einer mit Edel- 


Heizwendel 





Bimetall-Elektrode 


feste / 
Elektrode 


b) 


Gasfüllung 


Abbildung 4.15 Leuchtstofflampe. a Elektrische Schaltung; b Starter 
als gasgefüllte Glimmlampe mit einer Bimetall-Elektrode 


Bimetall 





e nr Schutzhülle 


Abbildung 4.16 Zünder einer Leuchtstofflampe mit Bimetall-Schalter, 
Glimmlampe und Gehäuse 


gas gefüllten Glimmlampe G besteht, deren eine Elektrode ein 
Bimetall-Streifen ist. Beim Zünden der Glimmentladung heizt 
sich der Bimetall-Streifen auf, verbiegt sich und schließt den 
Kontakt mit der anderen Elektrode in der Glimmlampe. Dadurch 
wird die Spannung über der Glimmlampe kurzgeschlossen und 
die Glimmentladung erlischt. Nun fließt der volle Strom durch 
die Heizwendeln der Leuchtstofflampe, heizt diese auf und be- 
wirkt das Verdampfen des Quecksilbers auf den Heizwendeln. 
Außerdem emittieren die heißen Wendeln aus beschichtetem 
Wolfram Elektronen, die den Quecksilberdampf ionisieren kön- 
nen. Die Elektroden in der Glimmlampe kühlen rasch ab, der 
Bimetallstreifen biegt sich zurück und öffnet den Stromkreis 
wieder. Dies bewirkt eine hohe Induktionsspannung Una = 
—L - d//dt (etwa 1kV) an der Drossel L, die jetzt zwischen 
den geheizten Elektroden der Leuchtstofflampe anliegt. Dies 
führt zur Zündung der Leuchtstofflampe. Die Stromunterbre- 
chung vor der Zündung ist so kurz, dass sich die Heizwendeln 
noch nicht wesentlich abgekühlt haben, jetzt aber durch die 
sezündete Gasentladung in der Leuchtstofflampe durch Ionen- 
und Elektronenbeschuss weiter erwärmt werden und deshalb 
durch Elektronenemission die Gasentladung unterstützen. Die 
Spannung zwischen den Punkten A und B sinkt auf die Brenn- 
spannung der Leuchtstofflampe (etwa 100-120 V), der Rest der 
Netzspannung AU = 230-120V fällt an der Vorschaltdros- 
sel L ab. Die Brennspannung ist nicht mehr hoch genug, um 
die Glimmlampe zu zünden und der Starter St bleibt deshalb 
geöffnet. Die Spule L erfüllt eine Doppelfunktion: Sie erzeugt 
bei der Unterbrechung des Stroms / durch das Öffnen des Star- 
terkontaktes eine hohe Zündspannung und sıe begrenzt durch 


ihren Wechselstromwiderstand R = wL ım stationären Betrieb 
den Strom durch die Gasentladungslampe [6]. 


Statt Hg kann man auch Natrium verwenden, wobei die Licht- 
ausbeute im gelben Spektralbereich besonders groß ist, weshalb 
die Lampe gelb leuchtet. 


In Abb. 4.16 ıst die Zündeinrichtung (Glimmlampe + Bimetall- 
Schalter) gezeigt. Anstelle von Bimetall-Schaltern werden heut- 
zutage überwiegend elektronische Schalter verwendet, die den 
zusätzlichen Vorteil haben, dass die Leuchtstofflampe genau 
im Maximum der 50 Hz Wechselspannung gezündet wird, was 
den Zündvorgang zuverlässiger macht. Die Lampe erreicht ıh- 
re maximale Helligkeit erst nach einigen Minuten, wenn sich 
der stationäre Endwert des Quecksilber-Dampfdrucks einge- 
stellt hat. 


4.3.1.4 Selbstinduktionskoeffizient 
einer Zylinderspule 


Das Magnetfeld im Innern einer Spule der Länge / mit n Win- 
dungen pro Meter, die vom Strom / durchflossen werden 
(Abb. 4.17), ist gemäß (3.10) 


B=wo:n-I. 


Der magnetische Fluss durch eine Windung der Spule ist dann 
bei einer Querschnittsfläche A 


5, =B-A= wo:n-A:l. 


Bei einer Änderung d// dr des Spulenstromes wird die Flussän- 


derung 
dd d/ 
an 
Dabei wird zwischen den Enden der Spule mit N = n - ! Win- 
dungen eine Spannung 


Una =—N: © 
d/ d/ 
2 
= — IA - = —L- — 4.9 
Kon lÄ: ı (4.2) 
induziert. Der Selbstinduktionskoeffizient Z der Spule ist daher 
L=w-n-V, (4.10) 


wobei V = 1!- A das von der Spule eingeschlossene Volumen ist. 


N=n-£ Windungen 


Bu u 
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Abbildung 4.17 Selbstinduktion einer Zylinderspule 


4.3 Selbstinduktion und gegenseitige Induktion 


4.3.1.5 Selbstinduktion 
einer parallelen Doppelleitung 


Zwei lange, parallele Drähte mit Radius ro und Abstand d, durch 
welche der Strom / ın entgegengesetzter Richtung fließt, bil- 
den eine elektrische Doppelleitung (Abb. 4.18). Sie stellt ein 
sehr wichtiges Element für die Übertragung elektrischer Leis- 
tung dar. 


Wenn die Drähte in z-Richtung laufen, liegt das magnetische 
Feld in der x-y-Ebene. Auf der Verbindungslinie zwischen den 
beiden Drähten, die wir als x-Achse wählen, gilt gemäß (3.8) für 
den Betrag von B außerhalb der Drähte: 


Kol 1 1 
IT > r* Ja 


Im Inneren der Drähte ist B® nach (3.9) für den linken Draht 








BB) = (4.11) 





([>0;x<0) 
I ad 
een (4.122) 
Dt : 2 
und für den rechten Draht (/ < 0; x > 0) 
I (d 
BO = (5 -:) (4.12b) 
2r, \2 








b) 


Abbildung 4.18 Parallele Doppelleitung. a Anordnung, b Magnetfeld 
in der x-y-Ebene 
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4 Zeitlich veränderliche Felder 


Der magnetische Fluss durch ein Stück der Doppelleitung mit 
der Länge / durch dıe Fläche A = d - ! in der x-z-Ebene ist dann 








d/2-—ro -d/2+rno d/2 
Dn=l- [e® + [5 ax+ [50 a 
—d/2+ro —d/2 d/2-—ro 
-/-1 |] d- 
a 5; + In 2 
IT 2 rg 


Damit wird der Selbstinduktionskoeffizient 


Din I Il d— 
nm fl, „don 
I IT 2 Yo 





(4.13) 


Man sieht aus (4.13), dass die Selbstinduktion einer Doppel- 
leitung mit zunehmendem Abstand d logarıthmisch anwächst. 
Man beachte, dass L mit abnehmendem Drahtradius ro zu- 
nimmt! Deshalb verwendet man für induktionsarme Doppellei- 
tungen flache Bänder, die sich (nur durch eine dünne Isolati- 
onsschicht getrennt) fast berühren. Für d = ?ry erhält man aus 
(4.13) die minimale Induktion: 


Ho’ 
2 


mi 


L(d = 2ro) — 





(4.13a) 


4.3.2 Gegenseitige Induktion 


Wir betrachten einen vom Strom /j durchflossenen Stromkreis 1 
(Abb. 4.19). Nach dem Biot-Savart-Gesetz (siehe Abschn. 3.2.5) 
erzeugt er im Punkte P(r>) ein Magnetfeld B mit dem Vektor- 


potential 
wol [ dsı 
Am)=, 17 
Art 713 
s1 


(4.14) 


wobei ds; ein Linienelement des Strom führenden Kreises 1 ist. 
Dieses Magnetfeld bewirkt einen magnetischen Fluss 


je.“ 


F 


= [rot A-da= [A-c: 
s2 


"di 


Din 


(4.15) 


durch eine Fläche A, die von einer zweiten Leiterschleife mit 
Linienelement ds, umrandet wird. Das erste A ist das Vek- 
torpotential, während dA das Flächenelement ist. Das letzte 
Gleichheitszeichen in (4.15) folgt aus dem Stokes’schen Satz. 
Setzt man (4.14) ın (4.15) ein, so erhält man für den magneti- 
schen Fluss durch die zweite Leiterschleife, den der Strom /ı 


bewirkt: 

1 dsı : ds 

eg 9 EZ er 
Art rı2 


sn 


(4.16) 














Abbildung 4.19 Zur Definition des Koeffizienten L> der gegenseitigen 
Induktion 


Der Proportionalitätsfaktor 


MH ds; - ds2 
Inn | (I 
12 


51 52 


(4.17) 


heißt Koeffizient der gegenseitigen Induktion oder auch gegen- 
seitige Induktivität. Er hängt ab von der geometrischen Gestalt 
der beiden Leiteranordnungen, von ihrer gegenseitigen Orien- 
tierung und von ihrem Abstand. 


Für allgemeine Anordnungen ist (4.17) häufig nur numerisch 
lösbar. Wir wollen uns deshalb Z/> für einige einfache Beispiele 
klar machen. 


4.3.2.1 Rechteckige Leiterschleife 


im homogenen Magnetfeld 


Eine rechteckige Schleife mit der Fläche A befinde sich im In- 
neren einer vom Strom / durchflossenen Zylinderspule mit n 
Windungen pro Meter (Abb. 4.3). Der Fluss durch die Recht- 
eckspule ist gemäß (3.10) 


On = [B-d4 = m-n-1-A:cosa. 


wobei & der Winkel zwischen Zylinderachse und Flächennor- 
male ist. Der Koeffizient der gegenseitigen Induktion ist daher 


Lo» = Wo:n-A-cosa. 


Er wird null für & = 90°. 


4.3.2.2 Zwei kreisförmige Leiterschleifen 
mit verschiedener relativer Orientierung 


In Abb. 4.20a sind zwei kreisförmige Leiterschleifen mit ver- 
schiedenen relativen Orientierungen gezeigt. Die größte Induk- 
tıvität erhält man, wenn beide Leiterebenen parallel sind und die 
gleiche Symmetrieachse haben (Abb. 4.20b). Der kleinste Wert 
Lı> = D eergibt sich für die senkrechte Anordnung in Abb. 4.20c, 
weil das Magnetfeld der ersten Spule ın der Ebene der zweiten 
Spule verläuft und deshalb der Fluss &,, durch die zweite Spule 
null wird. 


Für die parallele Anordnung in Abb. 4.20b geht für kleine Ab- 
stände d zwischen beiden Spulen (d « R) praktisch der gesamte 
vom ersten Kreis erzeugte Fluss durch die zweite Spule, sodass 
nach (3.19) der Koeffizient 


Li» = — NoR (4.18a) 





Eisen 





1 1 2 
c) d) 


Abbildung 4.20 Gegenseitiger Induktionskoeffizient Li für zwei 
kreisförmige Leiterschleifen gleicher Fläche bei verschiedener relativer 
Orientierung 


für d « R unabhängig vom Abstand d wird. Für große Entfer- 
nungen d > R ıst nach (3.20) 


I-A 
B N 20, Se, 
2 a 
sodass der Koeffizient der gegenseitigen Induktion 


L IT R* 

295 Ko B 

wird. Während für diese beiden Grenzfälle die Bestimmung von 

Lı> einfach ist, muss für den allgemeinen Fall das Integral (4.17) 

berechnet werden. Dies führt auf elliptische Integrale [7, 8], de- 
ren Lösung nur näherungsweise oder numerisch möglich ist. 


(4.18b) 


Schiebt man einen Eisenstab durch beide Spulen, so wird der 
Fluss &„ durch die Spule 2 größer, weil das Magnetfeld, das 
durch die Spule 1 erzeugt wird, im Eisenstab verstärkt und fast 
vollständig zur Spule 2 „geführt“ wird (Abb. 4.20d). 


Durch Verwendung ferromagnetischer Materialien mit großen 
Werten der relativen Permeabilität u kann daher die Kopplung 
zwischen zwei Leiterspulen und damit der Koeffizient der ge- 
genseitigen Induktion stark vergrößert werden. Dies wird z.B. 
bei Transformatoren ausgenutzt (siehe Abschn. 5.6). 


4.4 Die Energie 
des magnetischen Feldes 


Die beim Abschalten der äußeren Spannungsquelle in Abb. 4.14 
im Widerstand R verbrauchte Energie muss ım Magnetfeld der 
Spule gesteckt haben. Die Energie des Magnetfeldes ist damit: 


Wan = [1 U-dr= [PR-ar. 
0 0 
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Mit (4.8) ergibt dies: 


Winasn = | Be RD .R. dr 


9 


>D. 


Dim © 


wobei u = /(t < O0) der vor dem Abschalten durch die Spule 
fließende stationäre Strom ist. 


Masgnetfelder können also als Energiespeicher genutzt werden. 
Werden sie durch Ströme in supraleitenden Spulen erzeugt, 
so braucht man zur Aufrechterhaltung des Magnetfeldes keine 
Energie (abgesehen von der zur Kühlung auf Temperaturen un- 
ter die Sprungtemperatur nötigen Leistung). 


Mit L = won? -V (siehe (4.10)) ergibt sich die Energiedichte des 


magnetischen Feldes: 


Woran 1 [3 
Wmagn — —z mr, > 





Man vergleiche die entsprechenden Ausdrücke für Energie W 
und Energiedichte w des elektrischen und magnetischen Feldes: 


W l 2 
l 2 
W magn — Je 
l > 
 — ._ (4.19) 


l 2 1 > 
Wmagn — ZN = De 


<t 
© 
= 
a 
© 
XL 


Benutzt man die Beziehung &0 : to = 1/c“, so folgt für die 
Energiedichte des elektromagnetischen Feldes: 





1 
Wem = zeolE Be (4.208) 


In Materie mit der relativen Dielektrizitätskonstante e und der 
Permeabilität u wird (4.20a) zu 


1 J c? J 
Wem = EoleE” + —B 
2 [1 


oder mit D = esoE und H = B/(uuo) 


1 
Won = 5(E-D+B-H). (4.20b) 
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4 Zeitlich veränderliche Felder 


4.5 Der Verschiebungsstrom 


In vielen Fällen ist die bisherige Formulierung des Ampe- 
re’schen Gesetzes (3.6) 


DB. a = mo = m [j- 4 


F 


nicht eindeutig. Wenn man aus (3.6) die differentielle Form (3.7) 
rot B= wo ‘J 


gewinnen will, muss (3.6) für beliebige Wege um den Strom 
führenden Leiter gelten sowie für beliebige Flächen A, die von 
diesen Wegen umrandet werden. 


In Abb.4.21 ıst ein Stromkreis mit Kondensator C gezeigt, 
durch den ein zeitlich veränderlicher Strom fließt. Wählt man 
als Integrationsweg in (3.6) die kreisförmige Kurve sı, so kann 
man als Fläche die Kreisfläche A, annehmen, aber auch jede an- 
dere geschlossene Fläche, die s; als Berandung hat. Wählt man 
die in Abb. 4.21 gezeichnete Fläche A>, die von der Kurve 5 
begrenzt wird, so ist die von sa umschlossene im üblichen Sin- 
ne definierte Stromdichte j Null. Das im Punkt P| gemessene 
Magnetfeld wird bei der Wahl der ersten Fläche A, durch (3.6) 
gegeben, bei der Wahl der zweiten Fläche wäre es jedoch in P3 
null. 


Um diesen Widerspruch aufzulösen, wurde von James Clerk 
Maxwell (1831-1879) der Begriff des Verschiebungsstromes 
eingeführt. Wenn in den Leitungen in Abb. 4.21 ein Strom / 
fließt, ändert sich die Ladung O auf den Kondensatorplatten. 
Diese Ladungsänderung führt zu einer Änderung des elektri- 
schen Feldes zwischen den Platten. Mit der Relation 


dO d oE 
I= — = —(&©9A:E) = &1A: — 
7, (@0 ) Ev Ay 


m (4.21) 


zwischen der Ladung O = &0 - A - E auf den Platten mit der 
Fläche A und dem elektrischen Feld E lässt sich auch zwischen 
den Platten des Kondensators ein Verschiebungsstrom /y = &0° 
A - dE/ dt und damit eine Stromdichte 


OdE 


Er (4.22) 


=: 


Verschie- 
bungsstrom 


Leitungs- 
Pı G x / strom 





Abbildung 4.21 Zur Erläuterung des Verschiebungsstroms 


definieren, die Verschiebungsstromdichte heißt und direkt mit 
der zeitlichen Änderung dE/dr der elektrischen Feldstärke im 
Kondensator verknüpft ıst. Hier sind die partiellen Ableitungen 
gewählt, weil (4.22) auch für inhomogene Felder gilt, bei de- 
nen E(r, t) auch von den Ortskoordinaten abhängt. Addiert man 
(4.22) zur gesamten Stromdichte j + jv und setzt diese in (3.6) 
ein, so ergibt sich: 


dB ds = vol = Wo fü + jv) : dA (4.23a) 
oder in der differentiellen Form (3.7) 
rot B= wÜ+/JV) 
. oE 
= WJ + Ko&eo— (4.23b) 


or 


Wegen uo£&o = 1/c? lässt sich (4.23b) auch schreiben als 


1 
rot B= wJ+t (4.23c) 


c2 dr 
Dieses wichtige Ergebnis besagt: 


Magnetfelder werden nicht nur von Strömen erzeugt, 
sondern auch von zeitlich veränderlichen elektrischen Fel- 
dern. 


Ohne diese Tatsache gäbe es keine elektromagnetischen Wellen 
(siehe Kap. 7). 


Anmerkung. Durch die Einführung des Verschiebungsstroms 
wird die Kontinuitätsgleichung durch (4.23) erfüllt, also die 
Erhaltung der Ladung gerettet, was ohne den Term dE/odt in 
(4.23c) nicht der Fall wäre. Aus (4.23c) erhält man nämlich: 


Ö 
0 = div rot B= wdivj-+ Eolon, divE, 


was mit divE = o/&o die Kontinuitätsgleichung 


1) 
dvj+<-o=0 
Nun 


ergibt. 


Man kann (4.23) experimentell prüfen, indem man an einen 
Plattenkondensator mit runden Platten mit Radius Ro eine hoch- 
frequente Wechselspannung 


Uc = Ug : coswr 


A, 


U,=Una:V 


2 


Verstärker 


Spule mit N Windungen 





U=U,coswt 


Abbildung 4.22 Experimentelle Prüfung von (4.23) 


anlegt. Der Verschiebungsstrom ist dann 


d dU, 
_ 22 _ .. 4% 


R = = — —-(C:-Ug:®-sinwt. 
“dr dr . 


Die Magnetfeldlinien zwischen den Platten sind Kreise um die 
Symmetrieachse des Kondensators in den Ebenen x = const 
(Abb. 4.22). Nach (3.8) ıst die Magnetfeldstärke B am Rande 
des Kondensators im Abstand Ro von der Achse 


I 
B_ Molv 
27Ry 





< 


Durch eine kleine Induktionsspule mit N Windungen und dem 
Flächennormalenvektor A parallel zum Magnetfeld ist der ma- 
gnetische Fluss 

Dn=N-A-B 


und die induzierte Wechselspannung 








dB d-U, 
Deere a .A:-C- e 
dr 2rtRo di? 
mit der Amplitude 
umax — FO_N.A.C-U-02. 





2rRy 


4.6 Maxwell-Gleichungen und elektrodynamische Potentiale 


Beispiel 


A = 10m}, N = 10°, Ro = 0,2m, Ug = 100V,o = 
> 10. 5.002 Oma se Zr Se 
iO 2 20 (47223102 )052.2109 2 1122102 2 


10? - (2x - 10°)? V = 4,8mV. 
Diese Spannung lässt sich direkt auf dem Oszillographen 
sichtbar machen. < 


Bei Anwesenheit von Materie mit der relativen Dielektrizi- 
tätskonstanten e und der Permeabilität u muss man (4.23c) 
modifizieren. Weil wir in (4.21) die Änderung der freien Ladung 
auf den Platten betrachten, andererseits aber das E-Feld durch 
das Dielektrikum geschwächt wird, müssen wir das vom Dielek- 
trıkum unabhängige Feld D verwenden (siehe Abschn. 1.7.3). 
Ähnlich verhält es sich mit dem B-Feld, dessen Stärke von 
der Permeabilität des Mediums abhängt. Um (4.23) unabhän- 
gig vom Medium zu formulieren, verwendet man das 7-Feld 
(siehe Abschn. 3.1). Die dielektrische Verschiebung D und die 
magnetische Erregung H sind zwar direkter (Kraft-) Messung 
nicht zugänglich, „verschönern“ aber (4.23) in dem Sinne, dass 
man die Gleichung invariant formulieren kann: 


rose 00 


s; (4.24) 


4.6 Maxwell-Gleichungen 
und elektrodynamische 
Potentiale 


Durch die Einführung des Verschiebungsstromes und mithilfe 
des Faraday’schen Induktionsgesetzes können wir die Feldglei- 
chungen (4.1) für stationäre Ladungen und Ströme auf zeitlich 
veränderliche Bedingungen erweitern. Unter Hinzunahme von 
(4.4) und (4.23c) erhalten wir die Maxwell-Gleichungen: 


tE 2 (4.25a) 
rot E = -— , 25a 
or 
. 1 oE 
rot B= wJ+t rk (4.25b) 
c 09 
dvpe . (4.25c) 
Ev 
dvB=0. (4.25d) 


Mithilfe von (1.65) und (4.24) kann man die Maxwell- 
Gleichungen folgendermaßen verallgemeinern: 
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4 Zeitlich veränderliche Felder 


oB 


tE=--—-, 4.26 
ro >, ( a) 
...0D 
rot H=Jj+ y (4.26b) 
du Do. (4.26c) 
dvB=0. (4.26d) 


Zusammen mit der Lorentzkraft 
F=q(E+vxB) 


und der Newton’schen Bewegunsgsgleichung F = p beschreiben 
diese Gleichungen alle elektromagnetischen Phänomene. 


Elektrische Felder werden sowohl von Ladungen als auch 
von zeitlich sich ändernden Magnetfeldern erzeugt. Ma- 
gnetische Felder werden von Strömen oder von zeitlich 
sich ändernden elektrischen Feldern erzeugt (Abb. 4.23). 


Für zeitlich konstante Felder geht (4.25) wieder ın (4.1) über. 


Die Maxwell-Gleichungen, welche die Basıs der gesamten 
Elektrodynamik bilden, lassen sich aus ganz allgemeinen Prin- 
zipien herleiten, nämlich: 


= der Erhaltung der elektrischen Ladung 
(Kontinuitätsgleichung) 

= der Erhaltung des magnetischen Flusses (es gibt keine ma- 
gnetischen Monopole) 

= der Lorentzkraft auf bewegte Ladungen ım elektromagneti- 
schen Feld. 


Der Beweis hierfür würde den Rahmen dieser Einführung spren- 
gen. 


Die Maxwell-Gleichungen (4.25) stellen ein System gekoppel- 
ter Differentialgleichungen für die Felder E& und B dar, wobei E 
und B durch (4.25a) und (4.25b) miteinander gekoppelt sind. 
Zur Lösung dieser Gleichungen ist es oft zweckmäßig, die 
Gleichungen in einer entkoppelten Form zu schreiben. Dazu 
verwenden wir das skalare elektrische Potential d.ı und das ma- 
snetische Vektorpotential A mitrot A =B. 


Da rot E # 0 ist, kann E nicht mehr als grad d.ı geschrieben 
werden. Aus (4.25) folgt jedoch: 


rot E+B=rot (E +A) 0, (4.27) 


wobei räumliche und zeitliche Differentiation vertauscht wur- 
den (B = 0/dt (rot A) = rot A). 


Wir können wegen (4.27) die Summe E + A als Gradient eines 
skalaren Potentials schreiben: 


9A 
E+ Fr — grad deı 


oA 
>E=-grad da - — ; 


Ey (4.28) 


was für stationäre Felder (0A/dt = 0) wieder in die übliche 
Form der Elektrostatik übergeht. 


Das Vektorpotential A ıst durch B = rot A nicht eindeutig 
bestimmt (siehe Abschn. 3.2.4), da jede Funktion A + u mit 
rot u = 0 das gleiche B-Feld ergibt. Fordert man zusätzlich die 
von Ludvig Lorenz eingeführte Lorenz’sche Eichbedingung 


: l Ibeı 
dvA = —— : 
= ce 9 





(4.29) 


die für zeitlich konstante Felder wieder in die Bedingung 
(3.12) übergeht, so sieht man durch Einsetzen in die Maxwell- 
Gleichungen (4.25a-d), dass diese automatisch erfüllt werden. 
Es folgt nämlich aus (4.28): 


= rot E= -rot grad go. — rot A=-B, weil 
VxVd=0silt. 
= divB=divroetA=0. 


I= konst 
z 
B = konst. 
— — > 
Estat(Q) rotB=yWo| 
— = Br — 
B mit oB/ot<O E mit dE/odt>O 
— — 
Eayn(t) BÄt) 
9B 9B dE 1 DE 
Fu El 
—— #0; rotE = -— — =+0; rertB=— — 
a) ot ot b) ot ce ot 


Abbildung 4.23 Anschauliche Darstellung der Maxwell-Gleichungen 
für die Erzeugung eines elektrischen Feldes durch zeitliche Änderung 
eines Magnetfeldes (Faraday’sches Induktionsgesetz) und die Erzeu- 
gung eines Magnetfeldes durch zeitliche Änderung eines elektrischen 
Feldes ım Vergleich zu den statischen Feldern 


Aus (4.25c) folgt mit (4.29) 
0A 0 
divE = div| -grad da - — | = — (4.30) 
ort Eo 
| "en 0 
> Adje-—— e.-- 
Del 2 92 £0 


Dies ist die Erweiterung der Poisson-Gleichung Ad. = —o/&o 
der Elektrostatik (1.16) auf zeitlich veränderliche Felder. 


Für das Vektorpotential A ergibt sich aus (4.25b) 

1 dE 

29 

Wegen Vx(VxA) = grad divA — AA und divA = —-(1/c?)- 
(Od.ı/ dt) folgt durch Einsetzen: 


rot rot A = wJ + 


AA 1a = j (4.31) 

c? Ir MKoJ ’ 5 
was die Erweiterung des Biot-Savart-Gesetzes darstellt und für 
stationäre Felder wieder in (3.13) übergeht. 


Durch die Einführung der elektrodynamischen Potentiale deı 
und A mit der Lorenz-Eichung gehen die gekoppelten Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung für die Felder E und B 
(Maxwell-Gleichung (4.25)) über in die entkoppelten Differen- 


Zusammenfassung 


= Ändert sich der magnetische Fluss &, = [ B - dA durch eine 
Leiterspule, so tritt zwischen den Enden der Leiterspule eine 
elektrische Spannung 


U. dPn 
ind — dr 
auf. 

m Die durch Induktion entstehenden Ströme, Felder und Kräfte 
sind so gerichtet, dass sie dem die Induktion verursachenden 
Vorgang entgegenwirken (Lenz’sche Regel). 

m Die Selbstinduktion einer elektrischen Anordnung bewirkt 
eine Induktionsspannung 


d/ 
Una = -L: Fr 
welche der von außen angelegten Spannung entgegenge- 
richtet ist. Der Selbstinduktionskoeffizient Z hängt von der 
Geometrie des Schaltkreises ab. 
m Die wechselseitige Induktion L]2 zwischen zwei elektrischen 
Leiteranordnungen hängt sowohl von deren Geometrie als 
auch von ıhrer relativen Orientierung ab. 





Zusammenfassung 
tialgleichungen 
l "dei p 
Ade — — = -— 
Pa c 9% Eo 
19A 
c2 Ir u Ko0J 


zweiter Ordnung für die Potentiale, wobei (4.31) als Vektorglei- 
chung drei skalaren Gleichungen für die Komponenten von A 
entspricht. 


Im ladungs- und stromfreien Vakuum (oe = 0,j = 0) gehen 
(4.30) und (4.31) über in 


. 1 %A 
gr 


l I bei 
Ade = — » 
Pa c2 91 





(4.32) 


Durch Vergleich mit Bd. 1, (11.69) sieht man, dass diese 
Gleichungen Wellen von d.ı und A und damit auch von E 
und B beschreiben, die sich als elektromagnetische Wellen 
im Raum mit der Phasengeschwindigkeit vpn = c ausbrei- 
ten (siehe auch Kap. 7). 


m Die räumliche Energiedichte des magnetischen Feldes im 


Vakuum ist 


1 
B=-B-H. 


Umagn — Din ) 


Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes im Vaku- 
um ist 


1 
De — 5 eo(E+cCB). 


Sowohl ım Vakuum als auch in Materie kann sie ganz allge- 
mein geschrieben werden als 


1 
em = Z(ED + BH) . 


= Ein sich änderndes elektrisches Feld erzeugt ein magneti- 


sches Feld B mit 


1 dE 


rottB= <<. 
c2 9 
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4 Zeitlich veränderliche Felder 


= Alle Phänomäne der Elektrodynamik können durch die 
vier Maxwell-Gleichungen (4.25) bzw. (4.26) und die 
Lorentz-Kraft (3.29b) beschrieben werden. Die Maxwell- 
Gleichungen erfüllen die Kontinuitätsgleichung 


do 
dvi+— =0. 
IT 


Aufgaben 


4.1. Ein rechteckiger Drahtbügel in der x-y-Ebene mit der 

Breite Ay = b liegt senkrecht zu einem homogenen Magnet- 

feld in z-Richtung. Zieht man einen reibungsfrei gleitenden Stab 

mit konstanter Geschwindigkeit v in x-Richtung (Abb. 4.24), so 
muss man Arbeit gegen die Lorentz-Kraft leisten. 

a) Zeigen Sie, dass dabei eine Spannung Una = zo. auftritt, 
die gleich der „Hall-Spannung‘ zwischen den Enden des Bü- 
gels ist. 

b) Zeigen Sie ferner, dass die mechanische Leistung gleich der 
elektrischen Leistung U - / ist, wenn Masse und elektrischer 
Widerstand des gleitenden Stabes vernachlässigt werden. 

c) Die vom Bügel eingeschlossene Fläche werde durchsetzt von 
einem inhomogenen Magnetfeld B = {0,0, B,} mitB, = ax. 
Wie sieht der zeitliche Verlauf des induzierten Stromes /(?) 
aus, wenn der Widerstand des Bügels R = b - L proportional 
zur Gesamtlänge des Leiters ist? 


— 


B=(0,0, Bz) 





Abbildung 4.24 Zu Aufg. 4.1 


4.2. Berechnen Sie die Selbstinduktion pro Meter eines Ka- 
bels aus zwei konzentrischen Leiterrohren für Hin- und Rück- 
fluss des Stromes, wenn die Rohrradien Rı und R, sind. Wie 
groß ist die magnetische Energiedichte zwischen den Rohren, 
wenn der Strom / fließt? 
Zahlenbeispiel: R = lmm, R = 3Smm, I = 10A. 
4.3. Zwei konzentrische Kreisringe, die in einer Ebene lie- 
gen, haben die Radien Rı und R». 
a) Wie groß ist die gegenseitige Induktion? 
b) Wie groß ist der Induktionsfluss ®@„, wenn durch einen der 
beiden Ringe der Strom / geschickt wird? 
Zeigen Sie, dass ®„, unabhängig davon ist, durch welchen 
der beiden Ringe der Strom geschickt wird. 
4.4. Eine Doppelleitung bestehe aus zwei dünnen leitenden 
Streifen der Breite b = 10cm und der Dicke d = O,lcm im 
Abstand von 2mm, durch die ein Strom in entgegengesetzter 
Richtung fließt. Man berechne die Induktivität Z und die Kapa- 
zität C pro m Leitungslänge, wenn sich zwischen den Streifen 


m Die Maxwell-Gleichungen lassen sich aus der Ladungser- 
haltung, der Erhaltung des magnetischen Flusses und der 
Lorentzkraft auf bewegte Ladungen herleiten, und können 
damit auf experimentell beobachtbare Größen zurückgeführt 
werden. 


Isoliermaterial mit &e = 5 befindet. Hängt das Produkt L- C von 

den Abmessungen der Leitung ab’ 

4.5. Zeigen Sie, dass für das Waltenhofen’sche Pendel in 

Abb. 4.12 das dämpfende Drehmoment 

a) Dp & o ist, wenn o der Winkel der Pendelstange gegen die 
Vertikale ist, 

b)Dp & 7 ist, wenn / der Strom durch die felderzeugenden 
Spulen ist. 

4.6. Über einen Schalter S wird eine Gleichspannungsquel- 

le mit Un = 20V zur Zeitt = O0 mit einer Spule (L = 0,2H, 

Rı = 100.2) verbunden. Berechnen Sie den Strom /(?). 

4.7. Zeigen Sie mithilfe des Gauß’schen Satzes, dass die zeit- 

liche Änderung dO/dr der Ladung Q = fo - dV in einem 

Volumen V und der Strom /! = [N J : dS durch die Oberfläche 

S durch die Kontinuitätsgleichung 


ö+divj=0 


beschrieben werden. 

4.8. Ein Zug fährt mit einer Geschwindigkeit von 200 km/h 

nach Süden über eine gerade Eisenbahnstrecke, deren beide 

Schienen den Abstand 1,5 m haben. Welche Spannung wird auf- 

grund des Erdmagnetfeldes B zwischen den Schienen gemessen, 

wenn B den Wert B = 4- 10°? T hat und seine Richtung 65° ge- 
gen die Senkrechte geneigt ist? 

4.9. Eine Spule mit N Windungen umschließt einen geraden 

Draht, durch den ein Wechselstrom / = Io - sinwt fließt. Wie 

sroß ist die zwischen den Enden der Spule induzierte Span- 

nung? 

a) wenn die N Windungen konzentrische Kreise um den Strom 
führenden Draht bilden? 

b) wenn die Spulenwindungen mit Radius Rı einen Torus bil- 
den, dessen Mittellinie einen Kreis mit Radius R, um den 
Draht bildet? 

c) wenn eine rechteckige flache Spule mit N Windungen mit 
Seitenlänge a in radialer Richtung und den Seitenlängen b 
parallel zum Draht im Abstand d bzw. d + a vom Draht an- 
geordnet ist? 

4.10. Ein Elektromagnet wird durch einen Strom von 1A er- 

regt, der durch 10° Windungen der Feldspule mit F = 100cm? 

einer Länge ! = 0,4m und einem Widerstand R = 522 fließt. 

Das Magnetfeld B im Eisenkern ist B = IT. Wie groß ist die an 

den Enden der Spule auftretende Induktionsspannung, wenn der 

Strom in einer Zeit Ar = I ms abgeschaltet wird’? 
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5 Elektrotechnische Anwendungen 


Die Grundlagenforschung über elektrische und magnetische 
Felder und ihre zeitlichen Änderungen hat bereits im vorigen 
Jahrhundert zu vielen Anwendungen geführt, welche entschei- 
dend zur technischen Revolution beigetragen haben. Beispiele 
sınd die Erzeugung und der Transport von elektrischer Energie 
und ihr Einsatz in Industrie, Verkehr und in Haushalten. Wir 
wollen hier nur die wichtigsten Anwendungen behandeln, die 
auch heute noch von großer Bedeutung sind. 


Elektrische Generatoren 
und Motoren 


9.1 


Das Faraday’sche Induktionsgesetz (4.2) bildet die Grundlage 
für die technische Realisierung von elektrischen Generatoren. 


Das einfachste Modell eines Wechselstromgenerators bildet ei- 
ne rechteckige Spule mit der Windungsfläche F, welche im 
homogenen Magnetfeld B mit der Winkelgeschwindigkeit  ge- 
dreht wird (Abb. 4.3). Sıe liefert eine induzierte Spannung 


U=B:F:.w-sinwt, 


die durch Schleifkontakte K; und K> auf zwei feststehende 
Klemmen übertragen wird. Ein Generator wandelt also mecha- 
nische Energie (die zum Antrieb der Spule gebraucht wird) in 
elektrische Energie um. Gibt man andererseits auf die Klem- 
men eine externe Wechselspannung U., so dreht sich die Spule 
(eventuell erst nach Anstoßen) mit der Frequenz der exter- 
nen Wechselspannung. Der Generator ist zum Motor geworden 
(Synchronmotor, Abb.5.1). 


Schickt man durch die Spule einen Gleichstrom, so kann sie 
höchstens eine halbe Umdrehung vollführen. Polt man jedoch 
die Richtung des Stromes jeweils im richtigen Moment um, so 
dreht sich die Spule kontinuierlich im zeitlich konstanten äu- 
ßeren Magnetfeld B. Diese Umpolung geschieht durch einen 





äußere Wechsel- 
spannungsquelle 


Abbildung 5.1 Einfaches Modell eines Wechselstromsynchronmotors 
mit einer drehbaren Spule 


Isolator 


Drehachse ar 


Kohle 


b) t 


Abbildung 5.2 a Zweiteiliger Kommutator mit Schleifkontakten eines 
Gleichstromgenerators bzw. Motors mit nur einer Spule; b pulsierende 
Gleichspannung bei nur einer sich drehenden Spule 


geschlitzten Schleifkontakt, den Kommutator, der für den Fall 
einer Spule aus zwei voneinander isolierten Hälften besteht, 
die mit den beiden Enden der Spule leitend verbunden sind 
(Abb.5.2a). Durch den Kommutator ist unser Generator als 
Gleichstromgenerator oder -motor verwendbar. 


Dreht man die Spule mit Kommutator, so liefert der mit 
mechanischer Energie angetriebene Generator an den Aus- 
gangsklemmen eine pulsierende Gleichspannung (Abb. 5.2b). 
Man kann sie glätten, indem man statt nur einer Spule N Spulen 
verwendet, deren Ebenen um den Winkel z/N gegeneinander 
verdreht sind. Mit N zweiteiligen Kommutatoren können die 
Wechselspannungen der Spulen gleichgerichtet und dann über- 
lagert werden. Man kommt auch mit nur einem Kommutator 
aus, wenn dieser 2N Segmente und N Abnehmer hat. Dazu muss 
man das Ende einer Spule jeweils mit dem Anfang der nächsten 
Spule und mit einem Segment des Kommutators verbinden. 


Zur Illustration ist in Abb.5.3 ein Generator mit zwei Spulen 
gezeigt, die um den Winkel 7/2 gegeneinander verdreht sind. 
Die an den beiden Spulen abgenommenen Induktionsspannun- 
gen sind um 90° gegeneinander phasenverschoben (Abb. 5.3b). 
Die Überlagerung der gleichgerichteten Spannungen führt zur 
geglätteten unteren Kurve. Dazu verbindet man z.B. die Enden 
l und 2 sowie 3 und 4 miteinander und nimmt, wie in Abb. 5.2a, 
die Spannung zwischen gegenüberliegenden Segmenten mit 
zwei Schleifkontakten ab. Dazu wird eine Ausgangsklemme von 
U} mit einer Klemme von U> verbunden, deren andere Klemme 
mit dem Erdpol verbunden wird (Abb. 5.3b). 


Die drei wichtigsten Bestandteile eines Generators (bzw. eines 
Elektromotors) sind: 


= der feststehende Feldmagnet (Stator), 

= die rotierenden Spulen (Rotor), 

m der Kommutator oder auch Kollektor, mit den auf ihm schlei- 
fenden Kontakten, die meistens durch Kohlestifte realisiert 
werden, welche durch Federn auf den rotierenden Kollektor 
gedrückt werden. 





c) t 


Abbildung 5.3 a Generator mit zwei um 90° gegeneinander versetzten 
Spulen. b Pulsierende Gleichspannung der beiden Spulen und c ihre 
Überlagerung 


Um eine gleichmäßige Induktionsspannung bei konstanter Win- 
kelgeschwindigkeit der rotierenden Spule zu erreichen, werden 
die Magnetpolschuhe kreisförmig ausgehöhlt, sodass die rotie- 
rende Spule ein zeitlich konstantes radiales Magnetfeld erfährt 
(Abb. 5.4). 


Die Optimierung des Rotors wurde durch die Erfindung des 
Trommelankers erreicht, dessen Prinzip in Abb. 5.5 illustriert 
wird. Statt der Luftspulen benutzt man einen Zylinder aus 
magnetischem Material, auf den in Längsnuten die Spulen 
aufgewickelt sind (Abb. 5.5a). Dadurch wird der magnetische 
Kraftfluss &„, vergrößert. Bei geeigneter Schaltung der N Spu- 


Permanent- 
magnet 





——> Magnetische Feldlinien 
—— Mechanische Kraftwirkung 


Abbildung 5.4 Verstärkung der Kraftwirkung auf eine stromdurchflos- 
sene Leiterschleife durch ein starkes radiales Magnetfeld 


5.1 Elektrische Generatoren und Motoren 





b) nz 


Abbildung 5.5 a Trommelanker mit magnetisierbarem Eisenkern, in 
dessen Nuten sechs Induktionsspulen gewickelt sind. b In eine Ebene 
abgewickelte Darstellung der Verbindung der Spulen mit den entspre- 
chenden Segmenten des Kollektors. Die in a gezeigten Kohlestifte 
schleifen am Kollektor in einer Ebene hinter dem Trommelanker 


len braucht der Kollektor, dessen Umfang in Abb. 5.5b ın einer 
Ebene abgewickelt gezeichnet ist, nur N und nicht 2N vonein- 
ander isolierte Segmente (Lamellen), an denen beim Generator 
die Ausgangsspannung als geglättete Gleichspannung an zwei 
Kohlestiften (Bürsten) abgenommen wird. Dazu muss man die 
Spannungen der sich jeweils im Magnetfeld befindlichen Spu- 
len phasenrichtig addieren. Dies erreicht man, indem jeweils 
das Ende einer Spule mit dem Anfang der nächsten und mit ei- 
nem Segment auf dem Kommutator verbunden wird. Bei der in 
Abb. 5.5b gezeigten Stellung wird die Spannung zwischen den 
Segmenten 2 und 5 abgenommen, zwischen denen die Spannung 
zwischen den hintereinander geschalteten Stücken 11-4-9-2-7- 
12 und der dazu parallelen Reihenschaltung 5-10-3-8-1-6 liegt. 
Beim Gleichstrommotor wird auf die Lamellen des Kollektors 
über die Kohlestifte von außen die Gleichspannung gegeben. 
In Abb. 5.6 wird eine kommerzielle Gleichstrom-Maschine (als 
Generator oder als Motor verwendbar) gezeigt. 


Da die induzierte Spannung U nach (4.2a) proportional zur Ma- 
snetfeldstärke 2 ist, sollte B möglichst groß sein, um große elek- 
trische Leistungen zu erzeugen. Dies erreicht man am besten mit 
Elektromagneten. Damit man keine eigene Stromversorgung für 
den Feldstrom braucht, sind alle elektrischen Maschinen so ge- 
schaltet, dass sie ihren eigenen Feldstrom erzeugen. Dabei wird 
ausgenutzt, dass Elektromagnete auch ohne Feldstrom aufgrund 
der remanenten Magnetisierung im Eisen (siehe Abb. 3.45) 
ein schwaches Restmagnetfeld aufweisen, welches genügt, um 
beim Drehen der Spule eine Induktionsspannung zu erzeugen, 
die dann dazu benutzt wird, den Feldstrom zu erzeugen und da- 
mit das Magnetfeld zu verstärken. Dieses Dynamoelektrische 
Prinzip wurde 1866 von Werner von Siemens entdeckt. Mit die- 
ser Entdeckung wurde der Bau großer Generatoren möglich, 
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5 Elektrotechnische Anwendungen 





Abbildung 5.6 Läufer einer Gleichstrommaschine mit Kommutator, 
Ankerwicklung und Lüfterrad. Mit freundlicher Genehmigung der Sie- 
mens AG 


weil jetzt keine externen Spannungs- bzw. Strom-Quellen mehr 
zum Betrieb des Generators nötig waren. Die Verstärkung des 
Masgnetfeldes kann nicht unbegrenzt anwachsen. Sıe wird lı- 
mitiert durch Ohm’sche Verluste in den Wicklungen und durch 
Sättigungseffekte bei der Magnetisierung. Generatoren, die auf 
dem elektrodynamischen Prinzip basieren, heißen Dynamo. 


Man beachte, dass eine größere Leistungsabgabe des Gene- 
rators auch eine größere mechanische Leistung zum Antrieb 
des Generators erfordert. Der energetische Wirkungsgrad eines 
Generators ist das Verhältnis von abgegebener elektrischer zu 
aufgewandter mechanischer Leistung. Er ist wegen der unver- 
meidlichen Verluste immer kleiner als 1. 


5.1.1 Gleichstrommaschinen 


Man benutzt, je nach Verwendungszweck, drei verschiedene 
Schaltungen für Gleichstromgeneratoren bzw. -motoren: 


5.1.1.1 


Bei der Hauptschlussmaschine (Abb. 5.7) wird nach der Gleich- 
richtung durch den Kommutator der gesamte aus den Rotorspu- 
len kommende Strom durch die Wicklungen des Feldmagneten 


Die Hauptschlussmaschine 











Uind 
Arbeitspunkt 
Una = fl) 





c) | d) | 


Abbildung 5.7 Hauptschlussmaschine. a Schematische Darstellung; 
b Ersatzschaltbild; ce Erregungskurve mit Arbeitspunkt; d Strom-Span- 
nungs-Kennlinie 


und durch den Verbraucherkreis geschickt, d.h. Rotor, Feld- 
wicklung und Verbraucher sind hintereinander geschaltet (Se- 
rıenschaltung). Es fließt also nur dann ein Feldstrom /, wenn 
der Verbraucherkreis geschlossen ist. Der Magnetfeldstrom ist 
gleich dem Verbraucherstrom. 


Mit zunehmendem Strom / steigt die induzierte Spannung, wo- 
durch der Strom weiter ansteigt. Wegen der Sättigung im Eisen 
ist die Kurve U = f(I) gekrümmt (Abb. 5.7c). Stationärer Be- 
trieb stellt sich ein am Schnittpunkt der Geraden U = (R;+R,) I 
mtU=f(). 


Ist R, = Rr + Rx der gesamte innere Widerstand der Maschine 
(Feldspule plus Rotor) so ist die Klemmenspannung 

Ux=U-I-R, (3:1) 
wobei Upy(/) die elektromotorische Kraft, d.h. die Induktions- 
spannung für R, = (), ist. Ist der Widerstand Rr klein gegen 
Rr, so ist Ug praktisch gleich der induzierten Spannung U;ng; 
die proportional zur Feldstärke B und damit zum Strom 7 ist. 
In Abb. 5.7d sind Klemmenspannung Ux und elektromotorische 
Kraft Uo als Funktion von / aufgetragen. Wegen der Sättigung 
des Magnetfeldes bei hohen Strömen (sıehe Abb. 3.45) geht Uy 


für große / gegen einen konstanten Wert, und Ux sinkt gemäß 
3): 


Bei einem Verbraucherwiderstand R, gilt für die gesamte elek- 
trische Leistung der Maschine: 


P=Ug-I=P-(R+R,), 


wobei R, = Rr + Rr der gesamte Innenwiderstand des Ge- 
nerators ist. Davon wird der Anteil P; = P’R; in der Maschine 
verbraucht und der Anteil P, = /”R, nach außen abgegeben. 


Der elektrische Wirkungsgrad der Hauptschlussmaschine ist 


daher 
PR 
NTPTR+R 
Um einen möglichst großen Wirkungsgrad zu erreichen, muss 
der Innenwiderstand R; der Maschine also klein sein, d.h. man 


muss dicke Drähte für die Wicklungen verwenden. 





02) 


Der Vorteil der Hauptschlussmaschine ist ihre an den 
Verbraucher angepasste Leistung. Wird viel Leistung ver- 
braucht, so steigt / und damit die Leistung der Maschine. 
Ihr Nachteil ist, dass die erzeugte Spannung nicht konstant 
ist. 


5.1.1.2 Die Nebenschlussmaschine 


Bei der Nebenschlussmaschine (Abb. 5.8) sind der Verbraucher- 
kreis und die Magnetwicklung parallel geschaltet, sodass auch 
ohne Verbraucherleistung immer der Magnetfeldstrom /r durch 
die Wicklung mit Widerstand Rr fließt. Der vom Kommutator 
abgenommene Strom 


Und . Vind 


el = 
Ftla Rr R, 








> Ir/I; = R,/Re (5.3a) 


teilt sich auf in den Feldstrom /r und den nach außen abgegebe- 
nen Strom /,, welcher durch den Verbraucherwiderstand R, im 
Außenkreis fließt. Wegen / = Ir + I, folgt dann: 


REF R, 


Ber: © RR en 





a 





Abbildung 5.8 a Nebenschlussmaschine. b Ersatzschaltbild; ce Erre- 
sgungskurve mit lastabhängigem Arbeitspunkt; d Strom-Spannungs- 
Kennlinie 


5.1 Elektrische Generatoren und Motoren 


Die an den Verbraucher abgegebene Leistung ist Pf, = IR. und 
die in der Maschine verbrauchte Leistung ist im Feldmagneten 
fr= IERE und im Rotor Pr = IR. 


Der elektrische Wirkungsgrad ist daher 





"TPHPEHPR 
ER 
= ——ı I —_— , (5.4) 
ER, + IERe + RR 
Mit (5.3) ergibt dies 

— j 5,5 
VE TRe | Rot DRe , Rafln 2) 

R, Rr R 


woraus man sieht, dass zur Maximierung von n der Feldspu- 
lenwiderstand Rr, im Gegensatz zur Hauptschlussmaschine, 
möglichst groß sein sollte. 


Die Strom-Spannungs-Kennlinie einer Nebenschlussmaschine 
ist in Abb.5.8d dargestellt. Bei abgeschaltetem Verbraucher 
(/,. = 0) ist / = Ir, d.h. der gesamte vom Rotor abgegebene 
Strom fließt durch die Feldspulen. Damit wird die induzier- 
te Spannung Una = Uı maximal. Sie stellt sich auf den in 
Abb. 5.8c gezeigten Schnittpunkt ?P, zwischen der Geraden 


U=(Rr+ Rp) Ir, 


und der Kurve U = f(Ir) ein, die durch das Magnetisierungsver- 
halten des Magneten bestimmt wird. Wird jetzt ein Verbraucher 
R, parallel geschaltet, so steigt / = Ir + I, an. Dadurch sinkt die 
vom Kommutator abgenommene Klemmenspannung auf 

k=-Uu1-RÜr+h). (5.6) 
Mit sinkender Spannung Ug sinken aber auch Feldspulenstrom 


Ir = Ux/Rr und Magnetfeldstärke B, und damit fällt auch die 
induzierte Spannung auf den Wert 


Una — f(I,) -U) = (R, 25 Rr)I; = RRIr, 
= (Ra + Rr)I — Rule, (5.7) 


welcher dem Punkt P> in Abb. 5.8c entspricht. 


Mit zunehmendem Verbraucherstrom /, schiebt sich die Gera- 
de Uz immer höher und der Schnittpunkt P> zu immer tieferen 
Spannungen U; , und damit auch gemäß (5.6) zu tieferen Klem- 
menspannungen Ux. Oberhalb eines maximalen Stromes 7°” 
gibt es keinen Schnittpunkt mehr, d.h. ein stabiler Betrieb ist 


dann nicht mehr möglich. 


Die Nebenschlussmaschine wird ım Allgemeinen im oberen 
Teil der U(7)-Kennlinie in Abb.5.8d betrieben. Werden die 
Ausgangsklemmen kurzgeschlossen (R, = 0), so gehen die 
Spannung U und deren Steigung dU/d7 gegen null, d.h. ein 
Kurzschluss schadet nicht! 
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Abbildung 5.9 Verbundmaschine 


Der Vorteil der Nebenschlussmaschine ist eine relativ gu- 
te Spannungskonstanz im oberen Teil ihrer Kennlinie. 
Ihr Nachteil ist ihre geringe Resistenz gegen starke Be- 
lastungsschwankungen. Wird die Belastung zu groß, so 
bleibt ein Elektromotor, der als Nebenschlussmaschine 
geschaltet ist, schon bei kleineren Belastungen als beim 
Hauptschlussmotor stehen. 


5.1.1.3 Die Verbundmaschine 


Man kann die Vorteile von Haupt- und Nebenschlussmaschine 
kombinieren, indem man zwei getrennte Magnetfeldwicklun- 
gen anbringt: Eine aus dickem Draht mit geringem Widerstand 
Rr,, die in Serie mit dem Verbraucherkreis geschaltet ist, und 
eine mit großem Widerstand Rr,, die parallel geschaltet ist 
(Abb. 5.9). Dadurch erreicht man eine bessere Konstanz der 
Spannung U(I,) und gleichzeitig eine bessere Anpassung an 
sich stark ändernde Belastungen. 


Stator 


Rotor 


Schleifringe 
mit Bürsten 











5.1.2 Wechselstromgeneratoren 


Die Wechselstrommaschinen können auf den Kommutator ver- 
zichten. Das einfache Modell der Abb. 4.5 ıst jedoch zur Opti- 
mierung des Wirkungsgrades ın der technischen Praxis wesent- 
lich modifiziert worden. 


Bei den heute üblichen Innenpolmaschinen lässt man das Ma- 
gnetfeld rotieren, und die Induktionsspulen sind räumlich fest. 
Dadurch braucht man zur Übertragung großer Ströme zum Ver- 
braucher keine Schleifkontakte mehr, die leicht verschmoren 
können. In Abb.5.10 ist als Beispiel ein sechspoliger Wech- 
selstromgenerator gezeigt. Der rotierende Feldmagnet ist ein 
Elektromagnet, der drei Nord- und drei Südpole besitzt. Am 
feststehenden Gehäuse sind sechs Induktionsspulen mit Eisen- 
kern angebracht, die hintereinander geschaltet und abwechselnd 
mit umgekehrtem Windungssinn gewickelt sind. Die an den 
Ausgangsklemmen anliegende Wechselspannung wird so gleich 
der Summe aller Induktionsspannungen. 


Der Rotormagnet erhält den Feldstrom, der kleiner ist als der 
Verbraucherstrom, über Schleifkontakte. Die Versorgungsspan- 
nung wird entweder ım Nebenschluss von den Ausgangsklem- 
men abgenommen und gleichgerichtet oder von einem eigenen 
Gleichstromgenerator erzeugt. 


Um einen Wechselstrom von SOHz zu erzeugen, muss die 
Umdrehungszahl Z eines Generators mit drei Spulen und drei 
Magnetpolpaaren Z = 50 - 60/3 Umdrehungen/Minute = 
1000 U/min betragen. Man unterscheidet zwischen Synchron- 
maschinen, bei denen die Umlauf-Fregeunz f = fa/n bei 
n Spulen synchron mit der Frequenz f, der von außen an- 
gelegten Wechselspannung ist, und Asynchronmaschinen, die 
hauptsächlich als Drehstrommaschinen verwendet werden (sie- 
he Abschn. 5.3) und bei denen die Frequenz f kleiner als 
fa/n ist. Wegen ihrer robusten Betriebsweise und des einfache- 
ren Aufbaus werden heute überwiegend Asynchronmaschinen 
verwendet. In dem Diagramm 5.11 sind die verschiedenen 
Ausführungsformen von Motoren bzw Generatoren zusammen- 
gestellt [3]. 


Feldspulen 


Induktions- 
spulen 





Gleichstrom- 
generator zum 
Erregen des 
Feldmagnets 


Abbildung 5.10 Wechselstromgenerator mit einem rotierenden Feldmagneten und feststehenden Induktionsspulen 


Synchron 


Wechselstrom 


Asynchron 


Gleichstrom 


Lage des 
Magnetsystems 


Außenpol Hauptschluss | [Nebenschluss 


Abbildung 5.11 Übersicht über die verschiedenen Ausführungsformen 
von Generatoren und Motoren [3] 
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Abbildung 5.12 Neue Hochtemperatur-Gasturbine von Siemens zum 
Antrieb von elektrischen Hochleistungsgeneratoren. Mit freundlicher 
Genehmigung der Siemens AG 


5.2 Wechselstrom 


Mehr Informationen über elektrische Generatoren und Motoren 
findet man z.B. in [1, 2] (siehe auch Abb. 5.6, 5.12, 5.13). 


5.2 Wechselstrom 


Eine Wechselspannung 
U= Uny:.coswt, 
die an einem Widerstand R anliegt, erzeugt einen Wechselstrom 
I = Iy:coswt 

mit Io = Uo/R. Die Zeit T = 2n7/w zwischen zwei Maxima 
heißt die Periode (Abb. 5.14). Sie beträgt im mitteleuropäischen 
Verbundnetz mit® = 27 -5S0Hz > T = 20 ms. Die elektrische 
Leistung dieses Wechselstromes 

P. = U:I= Uolg cos” wt (5.8) 


ist ebenfalls eine periodische Funktion der Zeit (Abb. 5.15). Ihr 
zeitlicher Mittelwert ist 


Sl 
| 


T 
1 s | 
Uolocoswtdt mit T=2r/w 
0 


ul 
„ro. 


Ein von einer Gleichspannung U = Uy/Y2 erzeugter Gleich- 
strom / = Iy/ 2 würde die gleiche mittlere Leistung haben wie 
der Wechselstrom mit den Amplituden Uno, /o (Abb. 5.16). Man 
nennt deshalb 
U, Io 
Ur = — 


0 
, In= — 
N 


die Effektivwerte von Spannung und Strom des Wechselstroms. 


(5.9) 





Abbildung 5.13 Einbau des Läufers in einen Drehstrom-Synchron-Generator mit 3000 U/min zur Erzeugung von 50 Hz Drehstrom mit einer 
Leistung von 100 MW. Mit freundlicher Genehmigung der Siemens AG 
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I = I,:cosot 
-U=Uy:cos ot 





Abbildung 5.14 Zur Definition der charakteristischen Größen einer 
Wechselspannung 


ULP,, P,, = Un lo : cos“ot 






I = Ig-cos ot 
”—U=Up-cosat 


Abbildung 5.15 Leistungskurve des Wechselstroms, wenn Strom und 
Spannung in Phase sind 
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von Strom und Spannung 





Beispiel 


Bei unserem einphasigen Wechselstromnetz liegt zwi- 
schen den Polen der Steckdose eine Effektivspannung 
U DON 0 2 Day 2a 
v = 50Hz > » x 3005”! lässt sich die Wechselspan- 
nung daher schreiben als 


U(t) = 325 - cos(2rr -50 -t/s)V. « 


Abbildung 5.16 Mittlere Leistung des Wechselstroms; Effektivwerte 


Enthält der Stromkreis Induktivitäten Z oder Kapazitäten C, so 
sınd im allgemeinen Strom und Spannung nicht mehr in Phase 
(siehe Abschn. 5.4). 
Es gilt dann für eine Wechselspannung 

U=Up-coswt, I=I-cos(wt+p). 


Die mittlere Leistung ist nun 


Sl 
| 


ü 
Uol. 
= 22 | eos@r- costwr + yo) dr 
0 


Uolo 


= —— 5.10 
> ‚cos p (5.10) 


Für 9 = 90° wird P.ı = 0 (Abb. 5.17). 
Beispiel 


Eine Spule im Wechselstromkreis, deren Ohm’scher Wi- 
derstand R vernachlässigbar ist, verbraucht ım zeitlichen 
Mittel keine Energie. Die zum Aufbau des Magnetfel- 
des notwendige Energie wird beim Abbau wieder frei. 
Entsprechendes gilt für einen verlustfreien Kondensator, 
dessen elektrisches Feld auf- und abgebaut wird. < 


Man nennt die in Spulen und Kondensatoren aufgenommene 
Leistung des Wechselstroms deshalb auch Blindleistung, wäh- 
rend die echt verbrauchte Leistung in Ohm’schen Widerständen 
die Wirkleistung heißt. 








Stromstärke 
Spannung 


Abbildung 5.17 Zeitlicher Verlauf der elektrischen Leistung P = I- U 
bei verschiedenen Werten der Phasenverschiebung & zwischen Strom 
I und Spannung U. Die Wirkleistung ist die Differenz zwischen den 
Flächen oberhalb und unterhalb der 1-Achse für die im oberen Bild 
P.ı = 0 (a), im unteren jedoch # 0 (b) ist 


| Feldspule 


Verbraucher- 
leistung 
U-| 


Messspule 
Ru 





Abbildung 5.18 Schaltung zum Messen der Wirkleistung 


Zur Messung der Wirkleistung kann man ein Messinstrument 
verwenden, dessen Anzeige $S proportional zu P.ı ist. Ein 
Beispiel ist die in Abb.5.18 gezeigte Schaltung eines Dreh- 
spulinstrumentes, bei dem der Permanentmagnet der Abb. 2.27 
ersetzt ist durch eine feststehende Feldspule. Durch diese Spule 
fließt der Verbraucherstrom /, (oder mithilfe des Parallelwi- 
derstandes R; ein berechenbarer Bruchteil von /) während die 
Spannung U = bh-(Ra + Ru) mithilfe des Stromes /5 gemes- 
sen wird, der durch die drehbare Messspule mit einem großen 
Vorwiderstand R> fließt, sodass 5 X I wird. Das magneti- 
sche Moment der Messspule ist dann proportional zu U und das 
Magnetfeld der Feldspule proportional zu /, sodass das wırken- 
de Drehmoment, und damit die Anzeige, proportional zu U -/ 
ist. Die mechanische Trägheit des Zeigers bewirkt eine zeitliche 
Mittelung über die schnellen Perioden des Wechselstroms. 


Zur Erweiterung des Messbereiches können verschiedene 
Shuntwiderstände Rı bzw. Vorwiderstände R> zugeschaltet wer- 
den. 


5.3  Mehrphasenstrom; Drehstrom 


Lässt man statt der einen Spule in Abb.5.1 N um jeweils den 
Winkel 27/N gegeneinander versetzte Spulen im Magnetfeld 
rotieren, so sind die zwischen den Enden jeder Spule induzierten 
Wechselspannungen: 


ind n—] 
U) = 0 |@?- —=»27 (5.11) 
N 
jeweils um den Winkel Ay = 2r/N gegeneinander phasenver- 
schoben. Man kann das eine Ende aller Spulen auf denselben 
Schleifkontakt geben und die anderen auf jeweils getrennte 
Kontakte, sodass man insgesamt N + 1 Ausgangsklemmen hat. 


Eine häufiger verwendete Methode benutzt einen Magneten, der 
sich um die Achse A dreht (Abb. 5.19) und in drei feststehenden 
Spulen, die um 120° gegeneinander versetzt sind, Wechselspan- 
nungen erzeugt. 


In der Technik hat vor allem der Dreiphasenstrom Bedeutung 
erlangt, weil sich mit ihm bei vertretbarem Aufwand eine we- 
sentlich höhere elektrische Leistung übertragen lässt, und weil 
er als Drehstrom die Realisierung neuer Typen von Elektromo- 
toren erlaubt (siehe unten). 


Verbindet man jeweils ein Ende der drei Spulen mit einem 
Ohm’schen Verbraucherwiderstand R und benutzt eine gemein- 
same Rückleitung zu den miteinander verbundenen anderen En- 
den der Induktionsspulen (Sternschaltung, Abb.5.20), so sind 


5.3 Mehrphasenstrom; Drehstrom 


U, =U) cos wt 


04 
EN 


Magnet 


U, = U, cos (wt- 120°) 


U, = U, cos (wt - 240°) 
0 


Abbildung 5.19 Erzeugung von drei gegeneinander um 120° phasen- 
verschobenen Wechselspannungen mit gemeinsamen Bezugspol 0 





Abbildung 5.20 Sternschaltung des Drehstroms 


die in den drei Leitungen 1, 2, 3 fließenden Ströme / = Uina/R 
mit Io = Uo/R 


I = hcoswt, 
Ih = In cos(wt — 120°) , 
I; = Iy cos(wt — 240°). 


(5.12) 


Durch Anwenden des Additionstheorems für Winkelfunktionen 
lässt sich aus (5.12) berechnen, dass 


(5.12a) 


d.h. durch die gemeinsame Rückleitung fließt kein Strom 
(Abb. 5.21). Deshalb wird sie oft Nullleiter genannt. Man könn- 
te den Nullleiter deshalb im Prinzip einsparen. Die Gleichung 
(5.12a) gilt jedoch nur für gleiche Ohm’sche Verbraucher R, 





Abbildung 5.21 Die Summe der drei um jeweils 120° gegeneinander 
verschobenen Einphasen-Wechselströme ist bei gleichen Verbrauchern 
null 
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aber nicht mehr, wenn in den verschiedenen Verbraucherkreisen 
phasenverdrehende Verbraucher (Induktivitäten, Kapazitäten) 
oder ungleiche Widerstände R angeschlossen wurden. 


Liefert jede Induktionsspule in Abb. 5.20 die Spannungsampli- 
tude Un, so liegt z.B. zwischen den Ausgangsklemmen 1 und 2 
die Spannung 


AU) =U -Ur 
= Un| cos wt — cos(wt — 120°) ] 
= Up - 43 sin(wt — 60°) 
— +Uy: v3 cos(wt + 30°) . 


0.5) 


Statt —30° beträgt die Phasenverschiebung für AU3 3 —90° und 
für AU3 | — 150°. Man erhält also zwischen zwei Phasen des 
Dreiphasenstroms ebenfalls eine Wechselspannung, deren Am- 
plitude aber um den Faktor 3 größer ist. 


Beispiel 


un SE — 20T > Un = AU — 


AN 320, = 503N\. 
Die Maximalamplitude AU(t) der Wechselspannung zwi- 


schen zwei Phasen im Dreiphasennetz unserer Stromver- 
sorgung ist also 563 V, AUgr beträgt 398 V. < 


Neben der Sternschaltung in Abb.5.20 wird häufig die Drei- 
eckschaltung der Abb.5.22 für Drehstromanwendungen ver- 
wendet, bei der ausgenutzt wird, dass die Summe aller drei 
Spannungen null ist. 


2 


2 
ee 2 Uo cos (or-nzr) U, 


n=0 


(5.14) 


Bei der Dreieckschaltung sind die Spannungen zwischen den 
Punkten 1, 2, 3 immer gleich der Spannung einer Phase. Der 
Vorteil gegenüber dem Einphasenstrom ist die geringere Belas- 
tung pro Phase, wenn man die Wechselstromleistung mehrerer 
Verbraucher auf die einzelnen Leitungen gleichmäßig verteilt. 
Der Strom durch jede der drei Leitungen ist jedoch immer 
gleich der Summe zweier im Allgemeinen phasenverschobener 
Verbraucherströme. So fließt z.B. in Abb.5.22 von der An- 
schlussklemme 1 der Strom 


I=h+b=Uırs/Rı +Uıa/Ra. 





lo+la 


Abbildung 5.22 Dreieckschaltung für Drehstrom 


| 1 


Abbildung 5.23 Demonstration des magnetischen Drehfeldes des 


Drehstroms 
Br 
B; u 
B} 
ri — 
B> Bz B> Bz 
t=0 ‚ten 
3 0 
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B} 
B 
Z 
2 B, 
2.27 
3 0 


Abbildung 5.24 Vektoraddition der Magnetfelder in den drei Spulen 
des Magnetfeldes 


Bei der Dreieckschaltung gilt unabhängig von den Ver- 
braucherwiderständen R; immer U; = (0, aber nicht 
mehr wie bei der Sternschaltung J 7; =0. 


Gibt man die Spannungen 


U,„= Ugcos (or — nr) , 
die in Abb.5.20 von den drei Ausgangsklemmen abgenom- 
men werden, auf drei Magnetfeldspulen, deren Achsen um 120° 
gegeneinander verdreht sind (Abb. 5.23), so entsteht ein Ma- 
snetfeld, das sich mit der Frequenz ® um die Symmetrieachse 
senkrecht zur Ebene der Anordnung in Abb.5.23 dreht. Dies 
lässt sich durch eine auf der Symmetrieachse unterstützte dreh- 
bare Magnetnadel demonstrieren, wenn man @ so niedrig wählt, 
dass man die Rotation optisch verfolgen kann. 


Die Rotation des Magnetfeldes lässt sich anhand eines verein- 
fachten Vektormodells erläutern (Abb. 5.24). Die drei Magnet- 
felder B zeigen in die Richtung der jeweiligen Spulenachsen 


5.4 \Wechselstromkreise mit komplexen Widerständen; Zeigerdiagramme 
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Abbildung 5.25 Modell eines Drehstrommotors 


(siehe Abschn. 3.2.6.4 und Abb. 3.6), liegen also in einer Ebe- 
ne und bilden jeweils einen Winkel von 120° miteinander. Zum 
Zeitpunkt f = 0 sei in Spule 1 der Feldstrom maximal, und das 
Feld zeige radial zur Mitte der Anordnung. Dann sind die Strö- 
me in den Spulen 2 und 3 um + 120° phasenverschoben, d.h. die 
Felder B>, B; sind um den Faktor cos 120° = —1/2 schwächer 
und radial nach außen gerichtet. Die Überlagerung der drei Fel- 
der ergibt ein radiales Feld in Richtung der Spulenachse 1. Nach 
einer drittel Periode, d.h. nach t = 2/3- x /w, hat sich das peri- 
odische B-Feld um den Phasenwinkel 120° geändert. Es hat jetzt 
für Spule 2 den Maximalwert und zeigt nach innen, während die 
beiden anderen Spulenfelder um den Faktor —1/2 schwächer 
und nach außen gerichtet sind. Die Vektorsumme zeigt jetzt in 
Richtung der Spulenachse 2 radial nach innen. 


Wegen dieser Drehung des Magnetfeldes heißt der Dreiphasen- 
strom auch Drehstrom. 


Man nutzt das magnetische Drehfeld zum Bau von Dreh- 
strommotoren aus [4]. Ihr Prinzip wird bereits durch den sich 
drehenden Magneten deutlich. Eine technische Realisierungs- 
möglichkeit ist in Abb. 5.25 gezeigt. Statt der Magnetnadel wird 
ein drehbarer Eisenring verwendet, der von einer Spule umwi- 
ckelt ist (Kurzschlussläufer). 


5.4 Wechselstromkreise 
mit komplexen Widerständen; 
Zeigerdiagramme 


Die an Induktivitäten Z und Kapazitäten C auftretenden Pha- 
senverschiebungen zwischen Strom und Spannung lassen sich 
am übersichtlichsten in einer komplexen Schreibweise darstel- 
len [5]. Um die reale Bedeutung komplexer Widerstände klar zu 
machen, wollen wir uns zunächst zwei einfache Beispiele anse- 
hen. 





Abbildung 5.26 Wechselstromkreis mit Induktivität 


5.4.1 Wechselstromkreis mit Induktivität 


Die von außen angelegte Eingangsspannung U, = Uncoswr 
muss ım geschlossenen Stromkreis der Abb. 5.26 entgegenge- 
setzt gleich der induzierten Spannung Una = —L - dI/dr sein, 
wenn vom Ohm’schen Widerstand einmal abgesehen werden 
kann: 


Vet Ya =V 
d/ 
> Uncoswt=L:- er (5.15) 
U, U, 
—E 7 | oswrar = —_ sinwt 
1: @L 
U, 
— hsinot mt h=—. (5.16) 
@L 


Strom und Spannung sind nicht mehr in Phase. Der Wech- 
selstrom wird durch eine Spule um 90° gegenüber der 
Wechselspannung verzögert. 


Man definiert als Betrag |Rı| des induktiven Widerstandes den 
Quotienten 


S.12) 


Will man auch die Phasenverschiebung berücksichtigen, so lässt 
sıch der phasenschiebende Widerstand Rı, durch eine komple- 
xe Zahl Z ausdrücken, deren Betrag gleich |Rı| ist und deren 
Winkel o gegen die reelle Achse die Phasenverschiebung zwi- 
schen Strom und Spannung angıbt (Abb.5.27). Da tany = 





Zc = -//oC 


Abbildung 5.27 Komplexe Darstellung des induktiven und des kapazi- 
tiven Widerstandes 
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Abbildung 5.28 Wechselstromkreis mit Kapazität C 


Im{Z}/ Re{Z} gilt (siehe Bd. 1, Abschn. 13.3.2), muss für = 
90° der Realteil von Z null sein. 


5.4.2 Wechselstromkreis mit Kapazität 


Aus der Gleichung 
U=0O/C 


folgt durch zeitliche Differentiation 


dU 1dQ 1 


2, 2 I; (5.18) 


d Cd 
Mit U. = Upg - cos wt wird 
I=-wC-Uny-sinwt 


— wC - Ug - cos(wt + 90°). 


Der Strom eilt der Spannung um 90° voraus (Abb. 5.28). 
Der komplexe Widerstand der Kapazität C ergibt sich da- 
her mit od = wCUp zu 


Ge U = in Io 
I Io 
1 1 
= —1— = ——. (5.19) 
wC 1I®C 


5.4.3 Allgemeiner Fall 


An einen Wechselstromkreis, in dem ein Ohm’scher Wider- 
stand R, eine Induktivität Z und eine Kapazität C in Serie 
geschaltet sind, wird eine äußere Wechselspannung U.(f) ange- 
legt (Abb. 5.29). Nach der Kirchhoff’schen Regel (Abschn. 2.4) 
muss die Summe aus äußerer Spannung U;(t) und Induktions- 
spannung Una = -L - d//dt gleich dem Spannungsabfall 
U} + Ua =I-R-+ O/C an Widerstand R und Kapazität C sein. 
Es gilt daher 
d’ 0 


Delle 2 2 


3.20 
d € an) 





L 
U, 
C 
R 2 
nn € 
At=(9/2n)-T 


Abbildung 5.29 Allgemeiner Fall eines Wechselstromkreises mit In- 
duktivität Z, Kapazität C und Ohm’schem Widerstand R in Serie 


Differentiation nach der Zeit ergibt mit dO/dr = I 





Sn: Tan = (5.21) 
di de C dr ' 
Wir wählen den komplexen Lösungsansatz 
U. = Ug:d, I=l ee. (5.22) 


Jede physikalisch sinnvolle Lösung muss natürlich reell sein. 
Wir nutzen jedoch hier die folgende Eigenschaft linearer Diffe- 
rentialgleichungen aus: 


Sind die Funktionen f(r) und g(t) Lösungen von (5.21), so ist 
auch jede Linearkombination af(t) + bg(t) eine Lösung, ins- 
besondere auch die komplexe Funktion f(t) + ig(t) = Uft). 
Das bedeutet: Wenn wir eine komplexe Lösung gefunden haben, 
so sind Real- und Imaginärteil dieser Lösung auch Lösungen. 
Welche der Lösungen in Frage kommt, wird durch die Anfangs- 
bedingungen festgelegt (siehe auch Bd. 1, Kap. 11). 


Der komplexe Ansatz erlaubt eine einfachere Schreibweise 
und einen eleganteren Lösungsweg. Einsetzen von (5.22) in 
(5.21) liefert für den Zusammenhang zwischen Spannung U und 
Strom !: 


iwU = (-Lo” +i®R-+1/CJI. (5.23) 


Definieren wir, analog zum reellen Ohm’schen Widerstand R, 
den komplexen Widerstand Z durch Z = U/TI, so erhalten wir 


aus (5.23) 
Y4 _ R+ilwL 
in — iloL- — ]. 
I wC 


Ein komplexer Widerstand kann als Vektor ın der komplexen 
Zahlenebene dargestellt werden (Abb. 5.30). Sein Betrag 


IN? 
2 R + (oL- —o) 
wC 


wird Impedanz genannt. 


(5.24) 


0259) 


Die vom komplexen Widerstand bewirkte Phasenverschiebung 
p zwischen Strom und Spannung wird durch den Quotienten 


 MmMZ wL-% 
RezY  R 





tan op (5.26) 





Abbildung 5.30 Komplexe Darstellung des Gesamtwiderstandes Z in 
der komplexen Ebene 


von Imaginär- und Realteil beschrieben. In der Polardarstellung 
(siehe Bd. 1, Abschn. 13.3.2) 


Z = |Z|- e” 
entspricht |Z| der Länge des Vektors und dem Phasenwinkel. 


Die Darstellung von komplexen Widerständen als Vektoren in 
der komplexen Ebene heißt in der Elektrotechnik Zeigerdia- 
gramm. Wir werden seine Nützlichkeit für die übersichtliche 
Darstellung phasenschiebender Elemente im nächsten Abschnitt 
an einigen Beispielen erläutern. 


Man sieht aus dem Zeigerdiagramm Abb. 5.30 oder aus (5.24), 


dass für 


wC 

der Imaginärteil von Z null ist. Das bedeutet, dass die Phasenver- 
schiebung zwischen Strom und Spannung null wird. Man kann 
trotz vorhandener Induktivitäten bzw. Kapazitäten durch geeig- 
nete Wahl von Z und C ım Verbraucherkreis die Blindleistung 
auf null bringen. 


Der Strom / durch den Wechselstromkreis in Abb. 5.29 kann nun 
bei einer von außen angelegten Wechselspannung 


OL= 


U = Ugcoswt 
geschrieben werden als 


I = Iycos(wt — op) 


U, 
iz— 


2 
R + (wL- —.) 


1 

DET 

wC 
— 3.21 
R 


tan o 


Der Tangens der Phasenverschiebung o zwischen Strom 
und Spannung ist gleich dem Verhältnis von Imaginärteil 
zu Realteil des komplexen Widerstandes Z einer Schal- 
tung. 


5.5 Lineare Netzwerke; Hoch- und Tiefpässe; Frequenzfilter 


5.5 Lineare Netzwerke: Hoch- und 
Tiefpässe; Frequenzfilter 


Lineare Netzwerke sind dadurch gekennzeichnet, dass zwischen 
Strom / und Spannung U immer eine lineare Beziehung 


U=2el (5.28) 
besteht, die die komplexe Schreibweise des Ohm’schen Geset- 
zes (2.6a) darstellt. Fließen in einem Stromkreis gleichzeitig 
Wechselströme mit verschiedenen Frequenzen w, so kann man 
die Ströme /(w;) bei einer beliebig ausgesuchten Frequenz @; 
aus den Spannungen U(w;) ausrechnen und dann die Anteile al- 
ler beteiligten Frequenzen addieren. 


Dieses Superpositionsprinzip, das aus der Linearität von (5.28) 
folgt, besagt also bei einer komplexen Schreibweise: 


UN) = ) Ur) 
k 


= y Ugelant=n) (5.29a) 
k 
Ke , (5.29b) 
k 
Z Pu Uok iYk— pr) 
> Zlox) = na (5.29c) 
0k 


Das Superpositionsprinzip ist für die Hochfrequenztechnik von 
sroßer Bedeutung, da es gestattet, die Veränderung komplizier- 
ter Spannungspulse U(r) bzw. Strompulse /(f) beim Durch- 
gang durch lineare Netzwerke zu bestimmen, indem man die 
Eingangspulse in ihre Fourierkomponenten U.(w) bzw. I.(w) 
zerlegt, aus dem bekannten Wechselstromwiderstand Z(w) die 
Anteile U,(®) bzw. I,(w) des Ausgangssignals bestimmt und 
anschließend diese Anteile addiert (Fourier-Synthese). Dies soll 
an einigen Beispielen erläutert werden. 


5.5.1 Hochpass 


Ein elektrischer Hochpass ist eine Schaltung, die hohe Frequen- 
zen praktisch ungedämpft durchlässt, tiefe Frequenzen aber 
unterdrückt. In Abb. 5.31 ist eine von mehreren Realisierungs- 
möglichkeiten gezeigt. Für eine Wechselspannung U.(t) = 
U, cos wr am Eingang wirkt die Schaltung wie ein frequenzab- 
hängiger Spannunssteiler (siehe Abschn. 2.4). Es gilt, wie man 
sıch mithilfe der Kirchhoff’schen Regeln klar machen kann: 


R 


R+ 


Zu (5.30) 


a 


Durch Erweitern mit dem konjugiert Komplexen des Nenners 
erhalten wir: 


 Rw’C? + iRoC 
© 1+0@?RC? 


ee» 
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Abbildung 5.31 Hochpass: a Schaltung; b Eingangs- und Ausgangs- 
spannung für eine Kosinusspannung, c für einen rechteckigen Span- 
nungsimpuls 


o-R-C 
=  — lee 
vl1+o:RC 


> |U,| = (9.31) 


Für die Phasenverschiebung zwischen Ausgangs- und Eingangs- 
spannung ergibt sich: 


tanp = —— . 9.232) 


@®RC 


Man sieht anhand von (5.31), dass das Verhältnis 
IU,|/\U.]| für ® = 0 null ist, mit wachsendem & zunimmt, 
für = 1/RC den Wert 1/2 hat und für © > © 
den Wert 1 erreicht (Abb. 5.32). Die Phasenverschiebung 
o sinkt von 90° bei = O bis auf null für ® > x. 


Es ist interessant, das Verhalten des Hochpasses zu studieren, 
wenn ein rechteckiger Eingangspuls durch den Hochpass läuft. 
Die Fourier-Zerlegung einer periodischen Rechteck-Pulsfolge 
(siehe Bd. 1, Abb. 10.13) zeigt, dass die steilen Kanten der 
Rechteckpulse durch die hohen Frequenzen, das flache Dach 
durch die tiefen Frequenzen der Fourier-Zerlegung beschrie- 
ben werden. Da der Hochpass die hohen Frequenzen weniger 
schwächt als die tiefen, werden Anstiegs- und Abfallflanken fast 
ungeschwächt durchgelassen. 


Man kann dies auch so einsehen: Der plötzliche Spannungs- 
sprung an der linken Kondensatorplatte wird vom Kondensator 
(durch Influenz) auf die rechte Platte übertragen. Diese ent- 


Ual/IUe| 





@= (RC) @ 


Abbildung 5.32 Amplitudenverhältnis |U,|/|U.| und Phasenverschie- 
bung zwischen Ausgangs- und Eingangsspannung beim Hochpass aus 
Abb. 5.31 als Funktion der Frequenz 


lädt sich jedoch über den Widerstand R mit der Zeitkonstanten 
T=R»KL. 


Da die Spannung U am Kondensator U = O/C, die Aus- 





gangsspannung aber U, = I-Ristund / = dO/dt silt, 
folgt: 
d dU 
De ern. =. (5.33) 
dr dr 


Die Ausgangsspannung ist also proportional zur zeitlichen Ab- 
leitung der Eingangsspannung. 


Deshalb wird der Hochpass in Abb. 5.31 auch als Differenzier- 
glied bezeichnet und als solches in Analogrechnern verwendet. 


5.5.2 Tiefpass 


Bei dem in Abb. 5.33 gezeigten Beispiel eines Tiefpasses sind R 
und C gegenüber dem Hochpass in Abb. 5.31 gerade vertauscht. 
Man entnimmt Abb.5.33 unmittelbar die Spannunssteiler- 
Relation: 


1/GoC) 
R+1/GoC). 
001 

 1+io@RC 


a 


EB; (5.34) 


woraus sofort folgt: 


|U,| = 2, (5.35a) 


1 
/1+0oRC %. 


tanpo = —-wRC. (5.35b) 


Im Falle des Tiefpassfilters sinkt das Verhältnis |U,|/|U.| 
von ] bei = 0 auf null für © > x. 


U, 


. L, 
|. 
x 
AA 


Abbildung 5.33 Tiefpass (Integrierglied) 


Da die Ausgangsspannung 


1 
u=5=; [ta 
2 


1 
= — U. — U,) dt 
ze 


proportional zum Integral über die Differenz U. — U, ist, heißt 
die Schaltung auch /ntegrierglied. 


(5.36) 


5.5.3 Frequenzfilter 


Man kann den Serienkreis in Abb. 5.29 als schmalbandiges Fre- 
quenzfilter einsetzen. Um dies einzusehen, bestimmen wir die 
Ausgangsspannung U,(w) für die Schaltung in Abb. 5.34. Es 
gilt: 


. R 
_ R+i(oL- J.) 
R 


U; 032) 


—_ |U,| = -|U.|. 


2 
R + (wL- —) 


0.38) 


Für die „Resonanzfrequenz“ 


1 
VILSC 


wird |U,| = |U.|. Eine Wechselspannung U.(or) wird 
also bei der Resonanzfrequenz or vollständig, d.h. ohne 
Abschwächung, durchgelassen (falls der Ohm’sche Wi- 
derstand der Spule Z vernachlässigbar ist). 





529) 


VZO = 


5.5 Lineare Netzwerke; Hoch- und Tiefpässe; Frequenzfilter 





Abbildung 5.34 Frequenz-Durchlassfilter. a Schaltung; b Durchlass- 
kurve U,(w)/U.(w); ce Phasenverschiebung Y(w) zwischen U, und U, 


Für oL — 1/(wC) = +R sinkt die Ausgangsspannung auf 
U, /N/2. Dies ergibt die Bedingung 


2 


on=t+— + +02 , (5.40) 


2L Var 
woraus man die Frequenzbreite Aw zwischen den Frequenzen 
@| und @», bei denen |U,| auf |U.|//2 abgesunken ist, erhält. 


No 


T (5.41) 


Die Ausgangsspannung ist gegenüber der Eingangsspannung 
verzögert. Die Phasenverschiebung & zwischen beiden ist für 
die Schaltung in Abb. 5.34a 


l/wC-wL 


R (5.42) 


tanyp = 


Sie wird (0) = +90° für ® = 0, geht durch null für = @r 
und wird (x) = —90° für = ©. 


Die Schaltung in Abb.5.35a wirkt als Sperrfilter. Hier wird 
IU.|=0füro = ar. 


Die Durchlasskurven |U,|/|U.| und die Phasenverschiebungen 
op zwischen U, und U, sind in Abb. 5.34 und Abb. 5.35 für das 
Durchlassfilter und für das Sperrfilter als Funktionen von & auf- 
getragen. 


Man vergleiche Abb. 5.34 mit dem völlig analogen Bild ın Bd. 1, 
Abb. 11.22 für erzwungene Schwingungen! 
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Abbildung 5.35 Frequenz-Sperrfilter. a Schaltung; b Durchlasskurve; 
c Phasenverschiebung g zwischen U, und U, 


5.6 Transformatoren 


Für den Transport elektrischer Energie über weite Entfernun- 
gen ist es günstig, möglichst hohe Spannungen U zu wählen, da 
dann bei vorgegebener zu übertragender Leistung der Leitungs- 
verlust durch Joule’sche Wärme infolge des Leitungswiderstan- 
des R möglichst klein wird. Will man eine elektrische Leistung 
P.ı = U - I übertragen, so verliert man in der Leitung die Leis- 
tung AP,.ı = I? - R, sodass der relative Leistungsverlust 

APı P-R_T-R_ Rz 

Pı UI u @° 





(5.43) 


bei vorgegebener Leistung P.ı mit steigender Spannung propor- 
tional zu 1/U? absinkt! 


Der Leitungswiderstand R bewirkt einen Spannungsabfall 
AU=TI-R, sodass aus (5.43) folgt: 


APı AU 
Br u° 





(5.43a) 


Beispiel 


Eine Kupferleitung von 2,5km Länge mit einem Quer- 
schnitt von 0,2cm? hat nach Tab.2.2 bei 20°C einen 
spezifischen Widerstand ge = 1,7:10°®Q-m und da- 
her einen Gesamtwiderstand von R = 2,12. Will man 
bei U = 230V eine Leistung von 20kW übertragen, 


so braucht man dazu einen Strom von 87 A. Der Span- 
nungsabfall an der Leitung ist jedoch bereits AU = I- 
R = 185 V, sodass beim Verbraucher nur noch 45 V an- 
liegen. Der relative Leistungsverlust beträgt nach (5.43) 
APa/Pe = 0,80. Das heißt, nur 20% der vom Erzeu- 
ger abgeschickten Leistung erreichen den Verbraucher. 
Transformiert man jedoch die Spannung auf 20kV, so 
braucht man nur noch IA für die gleiche Leistung, der 
Spannungsabfall ist jetzt AU = 2,1 V und der relative 
Leistungsverlust in der Leitung AP.ı/P.ı = 10°* (siehe 
auch Abb. 5.37)! < 





U, -AU 
Leitungs- 
widerstand R ‚ul 
0 


Verbraucher 


Abbildung 5.36 Zum Leistungsverlust an Überlandleitungen 





Abbildung 5.37 Installation einer Hochspannungsleitung. In diesem 
Beispiel sind für jede Phase der Dreiphasenspannung 4 Leitungen in 
Quadratform parallel geschaltet (verbunden durch die oben im Bild 
sichtbaren Querbügel), wobei jede Leitung aus zwei Kabeln besteht 
(siehe Aufg. 1.11). Mit freundlicher Genehmigung der Informations- 
zentrale der Elektrizitätswirtschaft e.V., Frankfurt am Main 


Dieses Beispiel zeigt, dass bei genügend hoher Spannung die 
Übertragungsverluste, entgegen der häufig geäußerten Meinung, 
vernachlässigbar werden. So verliert man z.B. bei der Über- 
tragung von IOMW von Bayern nach Rheinland-Pfalz (L x 
300 km) bei U = 380kV (> I = 26. A) bei einem spezifischen 
Widerstand oe = 0,3%/km > AU = 0,3-300:26V = 2,4kV 
die relative Leistung AP.ı/Peı = 2,5/380 = 0,62%. 


Die Umformung von Spannungen geschieht mit Transformato- 
ren (siehe Abb. 5.39), die auf dem Faraday’schen Induktions- 
gesetz basieren: 


Zwei Spulen Z; und Z> mit den Windungszahlen N; und N5 
werden durch ein Eisenjoch so miteinander gekoppelt, dass 
der magnetische Fluss der vom Primärstrom /ı durchflosse- 
nen Primärspule Z; vollständig die Sekundärspule Z> durchsetzt 
(Abb. 5.38). Wegen der großen relativen magnetischen Permea- 
bilität u des Eisens laufen praktisch alle Magnetfeldlinien, 
welche innerhalb der stromdurchflossenen Primärspule erzeugt 
werden, durch das Eisenjoch in Abb.5.38b und durchsetzen 
daher die Sekundärspule Z>. Um Wirbelströme zu vermeiden, 
die zur Aufwärmung des Joches und damit zu Verlusten führen 
würden, besteht das Eisenjoch aus vielen dünnen, voneinander 
isolierten Eisenblechen, die durch isolierte Schrauben zusam- 
mengepresst werden, damit die mit der Frequenz 2v = w/r des 
Wechselstroms modulierten magnetischen Kräfte eine geringere 
Vibration der Bleche verursachen (Trafo-Brummen). 


5.6.1 Unbelasteter Transformator 


Wir wollen zuerst den unbelasteten Transformator betrachten, 
bei dem im Sekundärkreis kein Strom fließt ( = 0). 


Wird an der Primärspule Z, des unbelasteten Transformators die 
Eingangsspannung 
U], = Uncoswr 


angelegt, so wird in L; ein Strom /} fließen, der einen magne- 
tischen Fluss ®„, erzeugt. Dieser bewirkt eine Induktionsspan- 
nung 


d4/ı dDn 
Und = a =-—N]j =-U, 





(5.44a) 


welche der von außen angelegten Spannung U} entgegengesetzt 
gleich ist, da nach der Kirchhoff’schen Regel im geschlossenen 
Stromkreis 1 gelten muss: 


U) + Una =d. (5.44b) 


Man kann hier den Ohm’schen Widerstand der Spule gegenüber 
ihrem induktiven Widerstand & - L| vernachlässigen. Wenn der 
gesamte in L; erzeugte Fluss ®„, auch durch die Sekundärspule 
L> geht, wird dort eine Spannung 


dd 
dr 





U) = -N (5.45) 


erzeugt. Wegen d&„/dt = 
(5.44a,b): 


U,/Nı folgt aus (5.45) und 


5.6 Transformatoren 






|; 
® 

U, | 
a) 
Abbildung 5.38 Transformator. a Schaltzeichnung; b technische Aus- 
führung. Im oberen Teil haben Primär- und Sekundärspule gleichen, 
im unteren Teil umgekehrten Windungssinn. Dadurch ist die Ausgangs- 
spannung oben um 180° gegenüber der Eingangsspannung verschoben, 


und unten sind die Spannungen gleichphasig. Dies wird durch die Punk- 
te im Schaltschema (a) symbolisiert 


UN) 


= 5.46 
7 N (5.46) 


Das Minuszeichen zeigt an, dass bei gleichsinniger Wicklung 
von Primär- und Sekundärspule (Abb.5.38 oben) die Sekun- 
därspannung Us im unbelasteten Transformator gegenüber der 
Eingangsspannung U, um 180° phasenverschoben ist. Bei ent- 
gegengesetztem Wicklungssinn der Sekundärspule sind U} und 
U» ın Phase (Abb. 5.38 unten). 


Die vom idealen unbelasteten Transformator (verlustfreie Spu- 
len, am Sekundärkreis ist kein Verbraucher angeschlossen) 
aufgenommene mittlere Leistung ist 


1 
Pi= > Yoıloı cospoy=0, (5.47) 
weil der Phasenwinkel 9 zwischen Spannung U, und Strom /ı 
nach (5.16) o = 90° ist. Der in der Primärspule fließende Strom 
I, ist ein reiner Blindstrom. 


5.6.2 Belasteter Transformator 


Belastet man die Sekundärseite durch einen Verbraucher mit 
Widerstand R, so fließt in der Sekundärspule ein Strom ) = 
U»/R, der selbst einen magnetischen Fluss & & Dh erzeugt, 
welcher gegenüber dem von /} erzeugten Fluss ®, um 90° pha- 
senverschoben ist, da / phasengleich mit U = Rh ist, die 
Spannung U}, = —N) dd /dr aber um 90° gegen 8} phasen- 
verschoben ist. 
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Dieser vom Sekundärstrom 75 erzeugte Fluss &, überlagert sich 
dem Fluss ®, zu einem Gesamtfluss 


?=-9 +, 


der eine Phasenverschiebung 0 < Ay < 90° gegenüber der Ein- 
gangsspannung U} hat, wobei gilt: tan Ap = &,/®\. Dies hat 
zur Folge, dass sich dem Primär-Blindstrom 7} ein phasenver- 
schobener Anteil, der durch > induziert wird, überlagert, und 
die aus dem Primäranschluss entnommene Leistung 


= l 
Pi= Vo ykaı + I, : cos(p — Ay) 


ist nicht mehr null, weil 9 — Ay £ 90° ist. 


(5.48) 


Zur quantitativen Beschreibung des durch einen beliebigen 
komplexen Widerstand Z auf der Sekundärseite belasteten idea- 
len Transformators, bei dem alle Streuverluste des magnetischen 
Flusses oder Wärmeverluste in den Wicklungen oder im Eisen- 
kern vernachlässigt werden können, benutzen wir die Gleichun- 
gen 


U] — ıiwLılı + ıiwL»h R 
U, — Z-b — —1owLp/h —1ob,ıh n 


(5.49a) 
(5.49b) 


wobei L], L> die Induktivitäten von Primär- und Sekundärkreis 
sind und ZL]» die gegenseitige Induktivität ist. Die komplexe 
Schreibweise bringt die Phasenverschiebung zwischen Strom 
und Spannung zum Ausdruck (siehe Abschn. 5.4). Die Span- 
nung U} in (5.49a) ist die Ursache des induzierten Stromes /ı 
und eilt ihm um 90° voraus. Die induzierte Spannung US ist Je- 
doch gegenüber dem induzierenden Strom /; um 90° verzögert; 
deshalb stehen in (5.49b) die beiden Minuszeichen. 


Löst man (5.49b) nach /, auf und setzt diesen Ausdruck in 
(5.49a) ein, so lassen sich die Ströme /ı und 7, durch die Ein- 
gangsspannung U}, ausdrücken 


ıiwol>» +Z 
Des OD, 


5.50a 
ioLZ+o? (I, -Lib) nn 


h= SZ U (5.50b) 
"  iebz+@®(,-LL) | 
Daraus erhält man das Stromübersetzungsverhältnis 
I 1@L 
un. (5.51) 
I, 1 wol» +Z 
und wegen U, = h - Z das Spannungsverhältnis 
U- 1@L12Z 
Bl. ___ (5.52a) 


U ioLZ+@2 (I, —-LL) 


Als Maß für die magnetische Kopplung zwischen Primär- und 
Sekundärspule führen wir den Kopplungsgrad 


Lı2 


k= —ı— 
RIERES 


mit D<Er<71 


ein. (Für vollkommene Kopplung istk = 1,d.h.L» = \/Lıl>.) 
Damit wird das Spannungsverhältnis (5.52a) nach Kürzen: 


U: Lı2 


= , 5.52b 
U] Lı - io (? —- 1)LI2/Z 
Für den Betrag |U2|/|U}| ergibt dies: 
U. Liop/L 
eG ____ ib (5.526) 
IU| 1+ (013/|Z]?)(k? - 1)? 


Wir wollen uns nun das Verhalten des Transformators bei einer 
Ohm’schen Last R, bei einer induktiven Belastung Z und bei 
einer kapazitiven Belastung C des Sekundärkreises ansehen. 


5.6.2.1 Z=R 


Für vollständige Kopplung beider Spulen (d.h. k = |, keine 


magnetischen Streuverluste) erhält man für das Spannungsver- 
hältnis (5.52b) mit BE — Lıl» das bereits in (5.46) erhaltene 


Ergebnis: 
N. br.) 2..0 
U| Lı Lı Ni 


weil nach (4.10) L x N? gilt. 


(5.53) 


Bei vollständiger Kopplung ist das Spannungsverhältnis 
unabhängig vom Lastwiderstand R! 


Dies gilt allerdings nur, solange der Spannungsabfall an den 
Spulen auf Grund des Ohm’schen Spulenwiderstandes vernach- 
lässigt werden kann (was wir in (5.49) getan haben). 


Für k < I nimmt |U>|/|U,| nach (5.52c) mit sinkendem R ab, 
d.h. mit steigender Strombelastung sinkt die Sekundärspannung 
Un. 


Beispiel 


Es sei k? = 0,9. Dann sinkt für R = 0,1wL; das Ver- 
hältnis (U>/U,) auf 1/Y2 = 71% des Wertes für den 
unbelasteten Transformator (R = X). a 


Für die Phasenverschiebung 9 zwischen U> und U} ergibt sich 
aus (5.52b) 
oLl;(1 —— k?) 


R (5.54) 


tanp = — 


Für k > I gehtg@ — 180°, unabhängig von R. Für nichtideale 
Kopplung (k < 1) wird @ < 180°. 


z k 
& 


r,=® jr ur an: , - 
1 a; % | ze || il] 
Ba 
# | = - ; f L [= 


5.6 Transformatoren 





Abbildung 5.39 a Hochspannungs-Umspannanlage; b Hochspannungs-Transformatoren in einer Umspannanlage 


5.6.2.2 Z=ioL (rein induktive Belastung) 


Aus (5.52b) und der Definition von k erhält man: 


u Lia/Lı 
TE a7 77771 Er 


Der Quotient ist rein reell, d.h. die Phasenverschiebung ist 
immer g = 180°. Das Spannungsverhältnis hängt ab vom Ver- 
hältnis Za(1 — k?)/L. 





Beispiel 


Es sei k® = 0,9, L,/L = 10. Dann folgt aus (5.55): 
(ORNDhN = 1(U,/U,)ı=; wobei L = oo dem un- 
belasteten Fall entspricht. Dies ist klar, weil durch die 
Parallelschaltung von Z = 0,12; die zusätzliche Belas- 
tung von 10% gleich den Koppelverlusten von 10 % ist. 
Für k? = 1 hat die Belastung durch Z keinen Einfluss auf 
das Verhältnis U,/U}. 4 


5.6.2.3 Z = 1/(i®C) (rein kapazitive Belastung) 


Das Verhältnis 
0 _ Lı2 
U] Lı = @2CL,L;(1 — k?) 


wird größer als beim Leerlaufbetrieb (Z = oo) in (5.52b)! Für 
die Resonanzfrequenz 


1 
RTVCHU-®) 


wird U}, solange Verluste im Transformator vernachlässigt wer- 
den, unendlich groß! Man nennt dies die Resonanzüberhöhung 
des Trafo-Übersetzungsverhältnisses. 


(5.56) 


5.6.3 Anwendungsbeispiele 


Transformatoren spielen in technischen Anwendungen sowohl 
bei der Umwandlung von Spannungen als auch bei der Erzeu- 
gung hoher Ströme eine wichtige Rolle [6, 7] (siehe Abb. 5.39). 


Ein Beispiel ist der Transformator in Abb.5.40, dessen Se- 
kundärwicklung nur aus einer Windung besteht, die als Rinne 
ausgebildet ist. Wird der Strom 75 durch diese Windung groß 
genug, so kann die Temperatur des Ringes durch die in ihm ver- 
brauchte Leistung E - R so groß werden, dass Metalle in der 
Rinne schmelzen, falls ihr Schmelzpunkt niedriger ist als der 
des Ringes. 


Solche Hochstromtransformatoren werden für Schmelzöfen bei 
der Aluminiumschmelze und auch zur Edelstahlgewinnung ver- 
wendet. 


Beispiel 


N 005 190 ZN er Eye a 
ut =23V,KÜ =460A,Pı =ER=106kW + 





Abbildung 5.40 Transformator mit nur einer Sekundärwicklung zum 
Schmelzen von Metallen 
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Sekundär-- Werkstück 


wicklung 
a) b) des Trafos 
Abbildung 5.41 Transformatoren mit großem Sekundärstrom a zum 
Punktschweißen; b zur induktiven Aufheizung eines Metallstabes durch 
Wirbelströme 


Auch zum Punktschweißen von Stahlblechen kann die große 
Stromdichte genutzt werden, die beim Zusammendrücken der 
beiden spitzen Stifte im Sekundärkreis des Transformators in 
Abb. 5.41a punktuell durch die beiden Bleche fließt. 


Schließt man an die Sekundärspule eines Transformators mit 
wenigen Sekundärwicklungen eine zweite Spule an, in die man 
einen Metallstift steckt, so wird der Stift durch Wirbelströme so 
heiß, dass er glüht (Abb. 5.41b). 


Hochspannungstransformatoren, die ein großes Windungsver- 
hältnis N>/N, besitzen, kommen in Fernsehgeräten zur Erzeu- 
sung der Ablenkspannung für den Elektronenstrahl (Zeilen- 
Trafo) und für viele andere Hochspannungsanwendungen zum 
Einsatz. 


5.7 Impedanz-Anpassung 


bei Wechselstromkreisen 


Oft hat man das Problem, aus einer Wechselspannungsquelle 
eine maximale Leistung auf einen Schaltkreis mit komplexem 
Widerstand Z übertragen zu müssen. Dies gelingt nur, wenn die 
komplexen Widerstände von Quelle und Verbraucher einander 
angepasst sind. 


Um die Bedingung für optimale Anpassung zu finden, be- 
trachten wir in Abb. 5.42 eine Wechselspannungsquelle mit der 
Spannung U = Ugcoswr, welche über einen „Anpassungswi- 
derstand“ Z; mit dem Verbraucher mit Widerstand 


1 
Z» —R,+i (01 - -) 
@Ch) 
verbunden ist. 


Der effektive Strom /er durch den gesamten Schaltkreis ist 


If = Uer/Z mitt Z=Z +2. 


Die im Kreis 2 verbrauchte Wirkleistung ist 


2 


_ U 
Pa = Ic Ro = FE "Ro. 





(9.37) 


Anpassung 





Zo Verbraucher 
Quelle () U=U, cos wt 


Abbildung 5.42 Anpassung des komplexen Quellenwiderstandes Z| an 
einen Verbraucher mit komplexem Widerstand Z> zur optimalen Leis- 
tungsübertragung 


Einsetzen des komplexen Widerstandes 


Z=Rı + Ra 


l 1 1 
Hilodtı +1) — = (< 7 )| 


ergibt die Wirkleistung: 


De (5.58) 
U ei Ro 
ee eg 

(Rı + Ro? + otı +) -1(4+%)]| 
Man sieht sofort, dass P.] maximal wird, wenn die zweite Klam- 
mer im Nenner null wird, d.h. wenn gilt: 


l | 
een Bl #—— |]: 
@Ch) @wCı 


Setzt man mit der Bedingung (5.59) die Ableitung von (5.58) 
nach R5 gleich null: 


539) 


dpi. _ 
dR 





so ergibt sich: Rp = Rı. 


Optimale Leistungsanpassung erhält man also, wenn die Wirk- 
widerstände gleich sind, aber die Blindwiderstände entgegenge- 
setzt gleich sind. In diesem Fall wird insgesamt keine Blindleis- 
tung erzeugt, und die übertragene Wirkleistung ist maximal. 


5.8 Gleichrichtung 


Da man für vıele wissenschaftliche und technische Geräte 
Gleichspannungen und -ströme benötigt, muss man Schaltun- 
gen entwerfen, welche den Wechselstrom aus der Steckdose 
oder aus der Sekundärwicklung eines Transformators in einen 
möglichst konstanten Gleichstrom, ohne nennenswerte Wellig- 
keit, umwandeln. Dies wird erreicht mithilfe von Gleichrichtern, 
die durch Röhrendioden (siehe Abschn. 5.9.1) oder Halblei- 
terdioden (siehe Bd. 3) realisiert werden. Das Schaltsymbol 
für solche Dioden ist in Abb. 5.43 gezeigt. Als Stromrichtung 
(durch die Richtung des Diodenpfeiles angegeben) hat man 
sich (aus historischen Gründen) auf die so genannte technische 
Stromrichtung geeinigt, welche der Stromrichtung positiver La- 
dungsträger entspricht und deshalb der Elektronenflussrichtung 


SE VEEEREEFEEV BE 


———a | I=0 

a) Durchlassrichtung Sperrrichtung 
2 

+ en m| = 

= n 
—— |] 

O00 
Durchlassrichtung 
b) c) 


Abbildung 5.43 a Technisches Symbol für eine Diode. Der Dioden- 
pfeil zeigt in die technische Stromrichtung, welche der Elektronenfluss- 
richtung entgegengesetzt ist. b Röhrendiode; c Halbleiterdiode 













\ 


Sättigungs- 
bereich 


/_ Anlaufstrom 


Sperrstrom 
0,01 


Abbildung 5.44 Diodenkennlinie mit Anlaufstrom und Sättigungsbe- 
reich. Die Skala für den negativen Strom im Sperrbereich ist hundert- 
fach gespreizt. Der Anlaufstrom wird durch die Raumladung um die 
Kathode (bzw. in der p-n Grenzschicht) bestimmt 


entgegengerichtet ist. Bei positiver Spannung der Anode gegen 
die Kathode bzw. des Kollektors gegen den Emitter leitet die 
Diode, bei negativen Spannungen sperrt sie. In Abb. 5.44 ist 
ein typisches Strom-Spannungs-Kennlinienbild einer Diode ge- 
zeigt. Bei kleinen negativen Spannungen misst man lediglich 
den kleinen Sperrstrom, der fließen kann, wenn die kinetische 
Energie der Elektronen noch die Sperrspannung überwinden 
kann, d.h. wenn Exin + eU > silt. 


5.8.1 Einweggleichrichtung 


Mit nur einer Diode (Abb. 5.45) wird immer nur die positive 
Hälfte des Wechselstromes durchgelassen, was zu großer Wel- 
ligkeit der Gleichspannung führt. Auch die Verwendung eines 
Glättungskondensators C (Abb. 5.46) ergibt für die meisten An- 
wendungen unbefriedigende Qualität der Gleichspannung. Die 
maximale Gleichspannung ist Un. 
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U, 


b) ! 


Abbildung 5.45 Einweggleichrichtung. a Schaltung. b Vergleich der 
Wechselspannung vor der Diode mit der pulsierenden Gleichspannung 
nach der Gleichrichtung 










U 
ö ohne 
Kondensator 
U, 
mit 


Kondensator 


t=R:& 


Abbildung 5.46 Glättung der pulsierenden Gleichspannung durch 
einen Kondensator 


5.8.2 Zweiweggleichrichtung 


Bei der Zweiweggleichrichtung (Abb. 5.47) bildet die Mitte der 
Sekundärwicklung des Transformators das Bezugspotential, das 
ım Allgemeinen geerdet wird. Die beiden Enden der Sekun- 
därspule werden über zwei parallel geschaltete Dioden wieder 
zusammengeführt und bilden dann nach der Gleichrichtung den 
anderen Pol der Gleichspannung. Die beiden Dioden leiten ab- 
wechselnd den Strom für die positive bzw. negative Halbwelle 
der Wechselspannung, sodass man die bei der Einweggleich- 
richtung auftretenden Lücken überbrückt. 


[N 
[7 
= 
Q 
© 
SL 





Die maximale Gleichspannung ist Ug/2 bei einer Eingangsspan- 
nung U, = Unsinwr zwischen den Enden der Sekundärspule 
des Transformators. Nachteil: Man braucht einen Transforma- 
tor mit Mittelabgriff. 
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Abbildung 5.48 Graetz-Gleichrichterschaltung 


5.8.3 Brückenschaltung 


Die heute überwiegend verwendete Gleichrichterschaltung ist 
die Graetz-Schaltung, bei der vier Dioden in einer Brücken- 
schaltung eingesetzt werden (Abb.5.48). Man bekommt sie 
inzwischen als integrierten Baustein für kleine und mittlere 
Leistungen. Wie man sich an Abb. 5.48 klar machen kann, er- 
hält man die gleiche Form der Gleichspannung wie bei der 
Zweiweggleichrichtung, aber mit der Spannungsamplitude Ug 
statt Ug/2. 


Die Glättung der pulsierenden Gleichspannung wird häufig 
durch eine Kombination von Ladekondensator C und frequenz- 
abhängigem Spannungsteiler (Siebglied) realisiert (Abb. 5.49). 


Die Ausgangsspannung U, ist bei einer Spannung U] am Lade- 
kondensator C| 

U] 
YA - @2LC;)? + @1?/RR 
wie man sich mithilfe der Wechselstromwiderstände iwZL und 


1/(ioC) für Spule und Kondensator und der Parallelschaltung 
von R und C; überlegen kann. Während die Gleichspannung 


U,(®) = (5.60) 


Verbraucher 





Abbildung 5.49 Glättung der Gleichspannung durch Ladekondensator 
Cı und Siebglied Z und C> nach der Gleichrichtung 


(o = 0) ungeschwächt durchgelassen wird, werden alle Pul- 
sationen (w > 0) abgeschwächt. 


Die Siebschaltung in Abb. 5.49 stellt einen speziellen Tiefpass 
dar. Ersetzt man die Spule Z durch einen Widerstand R, so erhält 
man den Tiefpass der Abb. 5.33. Hier hat man allerdings auch 
für die Gleichspannung (® = 0) einen Spannungsabfall (siehe 
Aufg. 5.9). 


Beispiel 


DE Press lsaRe la EEE > 
or Sean — eo — or). 
während für die Gleichspannung silt: U,(® = 0) = 


In einer modernen Gleichrichtungsschaltung für kleine und 
mittlere Leistungen (z.B. als Netzteil für Computer oder besse- 
re Radios) wird die Ausgangsspannung elektronisch stabilisiert, 
wodurch die Restwelligkeit auf Werte AU/U < 10”°-10”* her- 
untergedrückt werden kann [5]. 


Für hohe Leistungen ist die Drehstromgleichrichtung am besten 
(Abb. 5.50). Da die Phasenverschiebung zwischen den einzel- 
nen Phasen nur 120° beträgt, hat der Gleichstrom bei Zwei- 
wesgleichrichtung bzw. Graetz-Gleichrichtung jeder Phase und 
Überlagerung der drei gleichgerichteten Anteile selbst ohne La- 
dekondensator nur noch eine Welligkeit 


U max — Umi 


- 0,13 = 13% 
U max 


(verglichen mit 100% bei der Zweiweggleichrichtung des Ein- 
phasenstromes). Durch einen Ladekondensator C wird die Glät- 
tung wesentlich effektiver als beim Einphasenstrom, weil die 
Zeitspanne Ar zwischen zwei aufeinander folgenden Span- 
nungsmaxima nur 1/3 der entsprechenden Zeit beim Einpha- 
senstrom beträgt. Deshalb ist der Abfall der Spannung während 
der Zeit Ar viel kleiner (AU & exp [-Ar/(RC)]). 


5.8.4 Kaskadenschaltung 


Für manche spezielle Anwendungen, insbesondere für Teilchen- 
beschleuniger (siehe Bd. 4, Kap. 3) braucht man sehr hohe 


| | 
4 | 
‚ 


Gesamt-Gleichspannung 





Abbildung 5.50 Drehstromgleichrichtung der drei Phasen R, S, T beim 
technischen Drehstrom 


C C C 
U. P | P; | P, 
so 
O ! D, D4 De 
= 
= D; D, D, 
S OÖ Ps 
So P, Py 6 Uo 
C, C, 


U. = U) cos wt 


Abbildung 5.51 Kaskadenschaltung zur Multiplikation der gleichge- 
richteten Spannung 


Gleichspannungen, die man mit den obigen Gleichrichterschal- 
tungen nicht realisieren kann, weil die elektrische Durchschlag- 
festigkeit der Sekundärwicklung von Hochspannungstransfor- 
matoren die maximal erreichbare Spannung begrenzt. 


Deshalb ist von Greinacher (1880-1974) eine geniale 
Spannungsvervielfacher-Gleichrichtung entwickelt worden, die 
eine Kaskade von Gleichrichtern und Kondensatoren benutzt. 
In Abb. 5.51 ist eine solche Kaskadenschaltung am Beispiel von 
sechs Dioden und sechs Kondensatoren illustriert. Ihr Verständ- 
nis verlangt etwas Gedankenakrobatik: 


Die untere Seite So der Sekundärwicklung des Hochspannungs- 
trafos wird geerdet. Während der negativen Spannungshalbwel- 
le in $; wird die Spannungsänderung vom Kondensator C| nach 
Pı übertragen. Da die Diode D, für negative Spannungen in Pı 
leitet, schließt sie Pı mit So kurz und hält ?, auf Erdpotenti- 
al, während 5, auf —Up liegt. Während der nächsten Halbwelle 


5.9 Elektronenröhren 


steigt die Spannung in 5] von —Ug bis +U)9. Dieser Spannungs- 
sprung von 2U, wird von C, auf P, übertragen, sodass dort 
jetzt die Spannung +2U, anliegt, die über D>, D;, D4, Ds und 
De. auf die Punkte P5-P, übertragen wird, wo jetzt überall die 
Spannung 2U, herrscht. Während der nächsten Halbwelle in Sı 
sınkt die Spannung in S; wieder auf —Uo, ın Pı aber nur bis auf 
U = (0. In P3 sinkt die Spannung auf +Uo9, weil der Kondensator 
C; den Spannungssprung AU = —Up in Pı voll auf P3 über- 
trägt. Bei der nächsten positiven Halbwelle in 5] gibt es wıeder 
einen Spannungssprung von AU = +2Un, der über die Dioden 
und Kondensatoren auf P3—-P; übertragen wird, sodass nun in P| 
die Spannung 2Un, in P3—-P, die Spannung 3Ug herrscht. Dies 
geht so weiter, bis in den Punkten ?,, die Spannungen U = n-Uy 
erreicht sind, also im Endpunkt ?; die Spannung +60 [8]. 


5.9  Elektronenröhren 


Elektronenröhren bestehen aus einem evakuierten Glaskolben, 
in den verschiedene Elektroden über eingeschmolzene leitende 
Durchführungen eingebaut werden. 


5.9.1 Vakuum-Dioden 


Die einfachste Ausführung ist die Vakuum-Diode mit nur zwei 
Elektroden, der Kathode K und der Anode A (Abb. 5.52). Von 
der geheizten Kathode K werden Elektronen emittiert, die bei 
positiver Spannung U„ zwischen Anode und Kathode auf die 
Anode zu beschleunigt werden. Der Strom durch die Diode 





Kathode 
Heiz- 
faden 
Heiz- 
b) spannung 


c) U, 


Abbildung 5.52 Vakuum-Diode. a Aufbau; b Glühkathode; ce Strom- 
Spannungs-Charakteristik 
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hängt ab von Temperatur und Oberfläche der Kathode und von 
der Anodenspannung (Abb. 5.52c). Wird U, negativ, so werden 
die aus der Kathode austretenden Elektronen wieder auf die Ka- 
thode zurückgedrängt und können die Anode nicht erreichen. 
Es fließt kein Anodenstrom. Die Vakuum-Diode kann daher 
als Gleichrichter verwendet werden. Obwohl inzwischen über- 
wiegend Halbleiterdioden eingesetzt werden, behauptet sich die 
Röhrendiode bei extremen Anforderungen (sehr geringer Spert- 
strom, hohe gleichzurichtende Spannung) immer noch. 


5.9.2 Triode 


Fügt man außer Kathode und Anode noch eine dritte Elektrode, 
das Steuergitter, ein (Abb. 5.53), so erhält man eine Triode. Das 
Steuergitter besteht aus einem zylindrischen leitenden Maschen- 
netz, das die Kathode umgibt. Die Elektronen müssen daher auf 
ihrem Weg von der Kathode zur Anode durch die Maschen des 
Steuergitters fliegen. Wenn die Gitterspannung genügend ne- 
gativ gegen die Kathodenspannung ist, können die Elektronen 
nicht zur Anode gelangen, der Anodenstrom wird null. Durch 
geringe Änderung der Spannung Uc zwischen Gitter und Ka- 
thode kann der Elektronenstrom /ı von der Kathode zur Anode 
stark beeinflusst werden (Abb.5.53b). Solange U, < 0, kann 
der Strom leistungslos gesteuert werden. 


+ Un, 





UA Wand 
A 


SE 


Heizfaden 





Abbildung 5.53 Triode. a Aufbau; b Einfluss der Gitterspannung auf 
den Anodenstrom 
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Abbildung 5.54 Modulation des Anodenstroms durch die Gitterspan- 
nung 


Gibt man auf das Gitter z. B. zusätzlich zur Gleichspannung Uc, 
eine Wechselspannung 


Us = Us, ta:-coswt, 
so wird der Anodenstrom 
I =I, +b-coswt 


moduliert (Abb. 5.54). Die zwischen Anode und Kathode abge- 
griffene Spannung 


U =Uw,-Rı A 
ist dann ebenfalls moduliert mit der Modulationsamplitude 
AUı=-Rı:b-coswt, 


die im Allgemeinen wesentlich größer ıst als die an das Gitter 
angelegte Steuerspannung AUG = a-coswt. 


Die Spannungsverstärkung 


Rı:b 


a 





Vu = 


hängt von den Betriebsparametern Uc,, Ua,, Ra und von der 
geometrischen Struktur der Triode ab. Abbildung 5.55 zeigt den 
realen Aufbau einer Triode [9]. Man erreicht Werte zwischen 
V = 10bis V = 1000. Die Tetrode hat ein zusätzliches zweites 
Gitter (Schirmgitter) das gegenüber der Kathode eine positive 
Spannung hat (Abb. 5.56). Es schirmt das Steuergitter gegen 
die Anode ab. Der Anodenstrom ist oberhalb einer Schwell- 
wertspannung praktisch unabhängig von der Anodenspannung 
und wird im Wesentlichen durch die Steuergitterspannung fest- 
gelegt. Tetroden werden in der Hochfrequenztechnik für große 
Leistungen eingesetzt. 
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Abbildung 5.55 Realer Aufbau einer Triode 





b) 


Abbildung 5.57 a Beispiel für eine Pentode mit Röhrensockel. b So- 
ckel einer Elektronenröhre. Oben: röhrenseitig, unten: schaltungsseitig 


Die Anschlüsse an die verschiedenen Elektroden werden durch 
eingeschmolzene Metalldurchführungen realisiert, die in ge- 
normte Sockel passen, an denen dann die Leitungen zu den 
Komponenten der elektronischen Schaltung angelötet werden 
(Abb. 5.57). 


Für die meisten Anwendungen werden heute statt der Vakuum- 
Heizfaden trıoden Halbleitertransistoren verwendet, die in Bd. 3 behandelt 
werden. Bei sehr großen Leistungen Pı = Ua Ia (z.B. für 
Rundfunk- und Fernsehsender oder in Mikrowellenherden) wer- 
den jedoch auch heute noch große Elektronenröhren eingesetzt 
Abbildung 5.56 Tetrode. G; = Steuergitter, G2 = Schirmgitter [10-12]. 
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5 Elektrotechnische Anwendungen 


Zusammenfassung 


m Die mechanischen Drehmomente, die auf stromdurchflosse- 
ne Spulen ım Magnetfeld wirken, werden ın Elektromotoren 
zum Antrieb ausgenutzt. 

= Elektrische Generatoren erzeugen eine Wechselspannung, 
die auf der beim Drehen einer Spule im Magnetfeld auftre- 
tenden Induktion beruht. 

m Die mittlere Leistung des Wechselstroms ist 


= l 
P=Üe-lIr:’cosp = > Ug-Io-cosp, 


wobei @ der Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung 
ist. 

= Ein Dreiphasenstrom erzeugt ein magnetisches Drehfeld, das 
zum Antrieb in Elektromotoren benutzt wird. 

= Ein elektrischer Schwingkreis ist eine Anordnung aus Induk- 
tivität ZL und Kapazität C. Er hat die Resonanzfrequenz 


o=1/vL-C. 


Aufgaben 


3.1. a) Eine Schaltung in einem verschlossenen Kasten (Abb. 
5.58) besteht aus einem Widerstand R und einem Kondensa- 
tor C. Bei einer Gleichspannung U, hat sie einen Widerstand 
von 100 22, bei einer Wechselspannung von 50 Hz einen Wi- 
derstand von 20 22. Wie ist die Schaltung aufgebaut, und wie 
groß sınd R und C’? 

b) Ein Frequenzfilter im Kasten der Abb.5.58 hat maximale 
Transmission |U|/|U,| bei wg = 758"! und |U>|/|U,| = 
0,01 beiw = 0. Es besteht aus Widerstand R, Kondensator C 
und Spule ZmitR, = 12,L= 0,1H. Wie ist die Schaltung 
aufgebaut, und wie groß sind Rund C? 





Abbildung 5.58 Zu Aufg.5.l 


5.2. Berechnen Sie den frequenzabhängigen Widerstand 
Z(w) und seinen Betrag |Z(&)| für den Parallel-Schwingkreis in 
Abb. 5.35a. Wie groß sind Resonanzfrequenz wo und Halbwerts- 
breite Aw zwischen den Frequenzen ®; und @, bei denen |Z| 
auf die Hälfte des Maximalwertes gesunken ist, wenn = 1%, 
L= 10*HundC = 1yuF sind? 


= Serien- und Parallelschwingkreise zeigen bezüglich der Fre- 
quenzabhängigkeit ihres komplexen Widerstandes Z ein 
komplementäres Verhalten: Bei der Resonanzfrequenz ist 
für Parallelkreise Z reell und maximal, für Serienkreise 
minimal. 

= Transformatoren sind durch einen Eisenkern miteinander 
induktiv gekoppelte Spulen. Sıe formen eine Eingangs- 
wechselspannung um. Bei vollständiger Kopplung ist das 
Spannungsverhältnis U,/U. dem Windungsverhältnis von 
Sekundär- zu Primärspule proportional. 

m Wechselspannungen werden gleichgerichtet durch Dioden. 
Eine Gleichrichterschaltung mit vier Dioden in einer Brücke 
heißt Graetz-Schaltung. 

m Durch geeignete Kombination von Gleichrichtern und Kon- 
densatoren kann die Spannung vervielfacht werden. 

= Zur Spannungs- oder Stromverstärkung kann man auch eine 
Triode verwenden. 


5.3. Ein Luftspulentransformator besteht aus zwei langen 
Zylinderspulen mit Querschnittsfläche 7, die dicht übereinan- 
der gewickelt sind und die Windungszahlen N, und N; haben. 
Bestimmen Sie Sekundärspannung U> und Sekundärstrom 7 
sowie ihre Phasenverschiebung gegen die Primärspannung U}, 
wenn der Trafoausgang 

a) mit dem Widerstand R, 

b) mit einem Kondensator C, belastet wird. 

Wie groß ıst die Eingangsleistung, wenn Verluste im Trafo ver- 
nachlässigbar sind’? 

53.4. Berechnen Sie für die Schaltung in Abb. 5.59 die Trans- 
mission |Ua|/|U,| und |7|/\/,| bei einer Eingangsspannung 
UL = Uycoswt fürL = O,1IH, C = 100uF, R = 508%, 
o = 300s-!. 





Abbildung 5.59 


Zu Aufg. 5.4 


5.5. Eine flache Kreisspule mit einer Fläche von 100 cm? 
und 500 Windungen rotiert in einem homogenen Magnetfeld 
B = 0,2T um eine Achse in der Spulenebene senkrecht zu 
B (Abb. 5.1). Welche mechanische Leistung muss man aufbrin- 
gen, wenn hinter dem Kommutator ein Verbraucherwiderstand 
vonR = 102% angeschlossen wird? Der Spulenwiderstand sei 
R; =5 2, die Frequenz v = 50 Hz. 


5.6. _ An eine Wechselspannungsquelle U = Ugcoswt mit 

o = 2n-50s"1,U9=15V sei 

a) eine Einweggleichrichtung (Abb. 5.45), 

b) eine Graetz-Gleichrichtung (Abb. 5.48) angeschlossen. 
Bestimmen Sie bei einem Verbraucherwiderstand R = 50.2 
und einem Ladekondensator C = I mfF den zeitlichen Ver- 
lauf der Ausgangsspannung U; (t), die Restwelligkeit und die 
verbrauchte Gleichstromleistung. 
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5.7. Ein Kondensator (C = 10 uF) mit einem Leckwider- 
stand von IOMS2 wird an eine Wechselspannungsquelle U = 
Uycoswt mit Un = 300V und = 2r - 505”! angeschlos- 
sen. Welcher Strom (Blind- plus Wirkstrom) fließt, und welche 
Leistung wird ım Kondensator verbraucht? 

5.8. An den Wechselstromkreis der Abb.5.29 wird eine 
Wechselspannung U = U, sin wt gelegt. Welche Spannung UL 
(Amplitude und Phase) liegt an der Spule Z? 

Zahlenbeispiel: R = 202,L = 5-10”H, C = 50uF, 
U, = 30V,» = 2x -50s"!. 

5.9. Bestimmen Sie das Verhältnis (U,/U.) als Funktion der 
Frequenz ®, wenn man statt des ZL, C>-Siebglieds in Abb. 5.49 
den Tiefpass in Abb. 5.33 verwendet. 

5.10. Leiten Sie Gl. (5.7) her, und bestimmen Sie, bei wel- 
chem Verbraucherstrom /, die Klemmenspannung Uk der Ne- 
benschlussmaschine ihren größten Wert hat. 


8. E. Baldinger: Kaskadengeneratoren, in: S. Flügge (Hrsg.): 
Handbuch der Physik, Bd. 44 (Springer, Berlin, Heidelberg 
1959) S. 1 

9. Elektronenröhre. www.nonstopsystems.com/radio/pdf-hell/ 
article-elektronenröhre.pdf 

10. http://www.elektronikinfo.de/strom/roehren.htm 

11. Elektronenröhren. 
http://de.wikipedia.org/wikv/Elektronenröhre 

12. ©. Zinke, H. Brunswig, A. Vlcek, H.L. Hartnagel: Hochfre- 
quenztechnik 2: Elektronik und Signalverarbeitung (Sprin- 
ger, Berlin, Heidelberg 1998) 

13. L. Ratheiser: Das große Röhren-Handbuch (Franzis Verlag, 
München 1995) 


161 


in 
© 
= 
Q 
© 
SL 





Elektromagnetische 
Schwingungen 

und die Entstehung 
elektromagnetischer Wellen 





6.1 Derelektromagnetische Schwingkreis ... 222222222: 164 
6.2 Gekoppelte Schwingkreise .... 22222222 eneneene nenn 167 
6.3 Erzeugung ungedämpfter Schwingungen... . 2.2.2222... 168 
6.4 Offene Schwingkreise; Hertz'scher Dipol .... 2... 222222... 170 
6.5 Die Abstrahlung des schwingenden Dipols.......... 2222... 176 
ZUSAINMENTaSSINE - nen erh near ink 181 
Aufgaben ..... 2.22 on none een nn 181 
ER IUR n n ee a Dre e e n r a B 182 


Vo 
© 
u 
= 
© 
XL 





© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017 163 
W. Demtröder, Experimentalphysik 2, Springer-Lehrbuch, https://doi.org/10.1007/978-3-662-55790-7_6 


164 


AN 
je?) 
> 
+ 
DB 
o>) 





6 Elektromagnetische Schwingungen und die Entstehung elektromagnetischer Wellen 


Die beiden nächsten Kapitel sind von großer Wichtigkeit, nicht 
nur für die Hochfrequenztechnik, sondern vor allem für ein 
srundlegendes Verständnis der Entstehung, der Eigenschaften 
und Ausbreitung elektromagnetischer Wellen. Die mathemati- 
sche Behandlung ist in weiten Teilen analog zur Beschreibung 
mechanischer Schwingungen und Wellen, die ausführlich in 
Bd. 1, Kap. 11, dargestellt wurde. 


6.1 Der elektromagnetische 


Schwingkreis 


Ein elektromagnetischer Schwinskreis stellt eine Schaltung aus 
Kondensator C und Induktivität Z dar (siehe Abschn. 5.4), in 
welcher der Kondensator periodisch aufgeladen und entladen 
wird. Die Analogie zum mechanischen Modell der schwingen- 
den Masse m, die durch Federkräfte an ıhre Ruhelage gebun- 
den ist (harmonischer Oszillator, Bd. 1, Abschn. 11.1), wird 
durch Abb. 6.1 verdeutlicht: Der potentiellen Energie der Mas- 
se m entspricht die elektrische Energie W. = 1/2: CU? des 
geladenen Kondensators (Abb. 6.1a). Der Kondensator C ent- 
lädt sich über die Spule Z, und der dabei fließende Strom 
I = dO/dtr erzeugt in der Spule ein Magnetfeld B mit der 
magnetischen Energie Wu = 1/2:-L:T, der im mechani- 
schen Modell die kinetische Energie entspricht. Wegen ihrer 
trägen Masse schwingt die Kugel über die Ruhelage hinaus 
und wandelt dabei ihre kinetische Energie wieder in potentiel- 


le Energie um. Im elektrischen Fall sind Induktionsgesetz und 
Lenz’sche Regel das Analogon zur Trägheit. Wenn der Strom 
I abzunehmen beginnt, entsteht in der Spule eine Induktionss- 
pannung, welche die Abnahme von / hemmt, also den Strom 
weiter treibt, bis der Kondensator umgekehrt aufgeladen ist 
(Abb. 6.1c). Jetzt beginnt wieder dasselbe Spiel in umgekehrter 
Richtung. 


6.1.1 Gedämpfte 


elektromagnetische Schwingungen 


Genau wie im mechanischen Modell, bei dem die Reibung 
die Schwingung dämpft, wirken beim elektromagnetischen 
Schwingkreis die Ohm’schen Widerstände R von Spule und 
Leitungen als Energieverlustquellen, sodass die Energie pro Se- 
kunde um AW/At = I?-R abnimmt. Es entsteht eine gedämpfte 
Schwingung (Abb. 6.2). 


Betrachten wir als Beispiel wieder unseren Serienkreis der 
Abb. 5.29. Wird der Kreis von außen einmal zu Schwingungen 
angeregt, wie dies z.B. durch einen elektrischen Puls geschehen 
kann (Abb. 6.2a), so führt er nach Ende des Pulses (U. = 0) ge- 
dämpfte Schwingungen aus, deren mathematische Behandlung 
von (5.21) ausgeht: 


d?I d/ 
L4-—.ER 


.— 6.1 
di? di en 


l 
—I=U, 
c 





Abbildung 6.1 Vergleich zwischen elektromagnetischem Schwingkreis und dem mechanischen Modell eines Oszillators, realisiert durch eine 


schwingende Masse m, die zwischen zwei Federn aufgehängt ist 








Abbildung 6.2 Gedämpfter Schwingkreis. a Experimentelle Realisie- 
rung zur Messung von U,(f) und /(t) = U(t)/R; b zeitlicher Verlauf 
von U und / 


Wir benutzen (völlig analog zu Bd. 1, Abschn. 11.4) den Lö- 
sungsansätz: 


I=A:ed, (6.2a) 


wobei A und A komplex sein können. Einsetzen in (6.1) ergibt 


für A die Gleichung 


R 1 
PHar+—=0, 
ur UT 


deren Lösungen 


FOREN R 1 
“a7 97 At: EC 
= -4+Bß (6.3) 


entscheidend vom Wert «&, d.h. vom Verhältnis R/L abhängen. 
Die allgemeine Lösung von (6.1) lautet 


I=Aee ML Meer (6.2b) 


6.1.1.1 Kriechfall 


Für R?/(4L?) > 1/(LC) wird ß reell. Da der Strom /(t) als phy- 
sıkalische Größe reell sein muss, folgt, dass A; und A> ebenfalls 
reell sein müssen. Mit den Anfangsbedingungen /(0) = Io und 
I(0) = Io erhält man aus (6.2a): 


a De h 
17 ß 28 


do 104 I; 
nl) 


6.1 Der elektromagnetische Schwingkreis 


Für Io = 0 erhält man die spezielle Lösung 


I) =h-e“ [cosh(8n + n sinne | (6.4a) 


Der Strom fällt monoton von /(0) = Io ab und erreicht / = 0 
nur asymptotisch (Kurve (a) in Abb. 6.3). Für den Fall /o = 0, 
Io # 0 ergibt sich 


I) = (lo/B) - e”” sinh(Pr) . 


Der Strom steigt erst von /(0) = 0 an und kriecht dann asym- 
ptotisch wieder gegen / = 0 (Abb. 6.3, Kurve b). 


(6.4b) 


6.1.1.2 Aperiodischer Grenzfall 


Für ö = 0 erhält man den aperiodischen Grenzfall mit der Lö- 
sung (siehe Bd. 1, Abschn. 11) 


I(t) = e*(l, + Ast) (6.5) 


mit der Konstanten A; = In + an. 


Für /o = 0 wird 
It) = lt: er 


(rote Kurve (b) in Abb. 6.3). Auch hier hat /(t) für /, > O kei- 
nen Nulldurchgang. Für andere Anfangsbedingungen (/(0) < 0, 
Io(0) > 0) geht /(r) einmal durch Null (Kurve c). 


6.1.1.3 Gedämpfte Schwingung 


Der uns hier eigentlich interessierende Fall der gedämpften 
Schwingung liegt vor für R < 4L/C, d.h. ß ist imaginär. Wir 
setzen # =1-@ und erhalten mit (6.3) die Lösung von (6.1) als 


Id) = e"[A)e”" +Ae"”], (6.6) 


wobei die Koeffizienten A, =a + ıb und A = a — 1b komplex 
konjugierte sind, damit der Strom /(t) eine reelle physikalische 
Größe wird. Damit wird aus (6.6) 


It) = 2|A]| - e”°" cos(wt + p) (6.7) 










aperiodischer 
Grenzfall mit 


Kriechfall mit 
ze I(0) = Io z0 


Abbildung 6.3 Grenzfälle der gedämpften Schwingung. (a) Kriechfall, 
(b) aperiodischer Grenzfall mit /(0) = 0, (c) aperiodischer Grenzfall 
mit /(0) < 0 
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6 Elektromagnetische Schwingungen und die Entstehung elektromagnetischer Wellen 


mit |JA| = va? + b? und tanp = b/a. Die Größen a und b sind 
aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen. 


Der Strom /(t) im Schwingkreis führt also eine gedämpfte 
Schwingung aus mit der Resonanz-Frequenz 


IR 
Or 
n EC AR 


die für R = O0 in die Frequenz @p = 1/vL-C des un- 
sedämpften Kreises übergeht. Die Schwingungsdauer dieses 
Schwingkreises ist 


(6.8) 


an 
T= —. 
OR 


Beispiel 


L= 107H,C = 1I0"FRR = 102 > oo = 86- 
lO’rad/s > v = 14AkHz > T = 0,7ms. Für R=0 
würde sich og = 10*rad/s; vo = 1,6kHz; To = 0,63 ms 
ergeben. = 


6.1.2 Erzwungene Schwingungen 


Wenn an den Serienschwingkreis in Abb.6.4a eine äußere 
Wechselspannung U = Up - cos wt angelegt wird, so schwingt 
der Kreis mit der stationären Schwingungsamplitude Uo, und 
auch der Strom / = Ig - cos(wt — @) durch den Kreis hat 
eine zeitlich konstante Amplitude I, = Un/|Z| (erzwungene 
Schwingung), wobei Z der im Abschn. 5.4 eingeführte komple- 
xe Widerstand des Kreises ist. 


Die im Widerstand R verbrauchte Wirkleistung ist: 


| U? 
wirk _ 2p —_ 
Pr =IRe Z -R 
|Uo i cos(wt)] 


: R. (6.9) 


Setzen wir für Z den Ausdruck (5.25) ein, so ergibt sich wegen 
(cos wt) = B für den mittleren Leistungsverlust: 


ÜER 


| 1 
Wie 
2 R+(oL- —) 


(6.10) 


Der Leistungsverlust erreicht im Serienschwingkreis für 
@® = wog den maximalen Wert 


2 
( EN = il U; 


| 6.11 
max > R ( ) 


U,cos wt 


a: 
U,cos wt 
D&D: 





b) @g @ 


Abbildung 6.4 Im Schwingkreis verbrauchte Wirkleistung AP, als 
Funktion der Frequenz ® bei periodischer äußerer Anregung. Serien- 
schwingkreis; Parallelschwingkreis 


In Abb. 6.4a ist der Leistungsverlust eines Serienschwingkreises 
als Funktion der Frequenz ® aufgetragen. Die Halbwertsbreite 
der Kurve AP.ı(®) ist für R/®L << 1: Awıya X R/L. 


Analoge Verhältnisse erhält man für den Parallelschwingkreis 
der Abb.6.4b, dessen Widerstand |Z| allerdings für © = wo 
maximal statt minimal wird. Deshalb wird hier die im Schwing- 
kreis verbrauchte Wirkleistung minimal für © = wo (siehe 
Aufgaben 5.8 und 6.2). 


Ein experimentelles Beispiel für die Anregung gedämpfter 
Schwingungen ist in Abb. 6.5 illustriert, wo der Schwingkreis, 
wie in Abb. 6.2 gezeigt, durch eine periodische Pulsfolge zu 
Schwingungen angestoßen wird, deren Dämpfung vom einstell- 
baren Wert R/L abhängt. Mit dieser Anordnung lassen sich auf 


Ue 





Abbildung 6.5 Anregung gedämpfter elektromagnetischer Schwin- 
gungen durch eine Folge elektrischer Pulse 





Abbildung 6.6 Funkenschwingkreis 


dem Oszillographen durch Variation von R oder Z die oben 
diskutierten Fälle wie Kriechfall, aperiodischer Grenzfall und 
sedämpfte Schwingungen leicht demonstrieren. 


Die historisch erste Realisierung gedämpfter elektrischer 
Schwingungen basierte auf dem in Abb. 6.6 gezeigten Funken- 
schwingkreis. Ein Kondensator C wird von einer Gleichspan- 
nungsquelle mit der Spannung U, über den Widerstand R auf- 
geladen. Sobald die Kondensatorspannung U die Zündspannung 
einer Funkenstrecke F übersteigt, zündet diese. Der Entladungs- 
strom des Kondensators baut ın der Spule Z ein Magnetfeld auf, 
das (völlig analog zu Abb.6.1) bei seinem Abbau den Kon- 
densator umlädt und so zu einer gedämpften Schwingung im 
Kreis C, L, F führt, wobei der Widerstand R der Funkenstrecke 
die Schwingung dämpft. Wenn die Schwingungsfrequenz hoch 
genug ist, bleibt die Leitfähigkeit der einmal gezündeten Fun- 
kenstrecke auch beim Nulldurchgang des Stroms erhalten, weil 
die gebildeten Ionen nicht so schnell rekombinieren oder aus 
dem Entladungskanal herausdiffundieren. 


6.2 Gekoppelte Schwingkreise 


Genau wie bei mechanischen Oszillatoren, die man durch elas- 
tische Federn miteinander koppeln kann (gekoppelte Pendel, 
Bd. 1, Abschn. 11.8), lassen sich auch elektromagnetische 
Schwingkreise induktiv, kapazitiv oder Ohm’sch miteinander 
koppeln, sodass ein Teil der Schwingungsenergie des einen 
Kreises auf den anderen übertragen werden kann. 


Als Beispiel sind in Abb. 6.7 zwei induktiv gekoppelte Schwing- 
kreise gezeigt. Zur Induktionsspannung Una = —-L: d//dr in 
jedem Kreis kommt jetzt noch die durch die gegenseitige Induk- 
tion erzeugt Spannung U, = —-L»dh/ dt für den ersten Kreis 
bzw. U: = -L12dl/, / dt für den zweiten Kreis hinzu, sodass wir 
statt (5.21) die gekoppelten Differentialgleichungen 


d I, d/ı I, d’R 
Lı—— + Rı— + — = -L» —. 6.12 
dr ee dr Ei Cı “ar . 
2 d’A ER dh m Rh n d’/, (6.12b) 
* dr do "ar 


6.2 Gekoppelte Schwingkreise 


R, R, 
L} Lı2 @lo 
a ——>- 


©; &; 


Abbildung 6.7 Induktiv gekoppelte Schwingkreise 


erhalten. Setzen wir wieder /; = Igx e® (k= 1,2)so ergeben 
sich aus (6.12a,b) die beiden gekoppelten Gleichungen 


l 
(10? + 1oRı + —.) I, = oo L5b = 
1 


1 
-oE5L + (10? + 1wR>) + ) I» =) (6.13) 
3 
für /; und 7, die nur dann nichttriviale Lösungen /; #0, #0 
haben, wenn die Koeffizientendeterminante null ist. 


Dies ergibt die Bestimmungsgleichung für die Resonanzfre- 
quenzen & der gekoppelten Kreise 


1 
Rı +iloLı - — 
R+i(o 5) 
1 
|R+ilokn-—- || = -o’L,, 
&+i(or =] 2 


deren allgemeine Lösung etwas mühsam ist. Wir wollen deshalb 
die Lösungen an dem einfachen Spezialfall zweier gekoppelter 
gleicher und verlustfreier Schwingkreise (RR =R =(,L;ı = 
I» =L,Cı = & = C) verdeutlichen: Hierfür erhält man mit 
dem Kopplungsgrad k = L1>/L (siehe Abschn. 5.6) aus (6.14) 
durch Lösen der quadratischen Gleichung für o°: 


1 
= \ (L-Ln)C 


wo won 


(6.14) 





= —— > s 6.15 
vl-L»/L v1l-k ” 
1 wo 
= jo ——— | 6.15b 
= \ (L+L2)CE Ji+k 


Durch die Kopplung spaltet die Frequenz &y des ungekoppelten 
Kreises auf in zwei Frequenzen |; und @. Die Aufspaltung 
Aw = ®ı — @ wird für schwache Kopplung (La « Ld.h. 


k<|) 
Av=w'k= wo: 12 
0 07 > 
also proportional zum Kopplungsgrad k. Man vergleiche die 
völlig analogen Verhältnisse bei mechanisch gekoppelten Pen- 


deln (Bd. 1, Abschn. 11.8). 


(6.16) 


Außer der induktiven Kopplung wird in der Praxis auch die 
kapazitive Kopplung durch einen gemeinsamen Kondensator C 
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6 Elektromagnetische Schwingungen und die Entstehung elektromagnetischer Wellen 


U. U. 
——o 
C, Li+R; En .E 
Ok Ok 
U, 
C; L2+R Ci © 
a) 





Abbildung 6.8 a Kapazitive Kopplung von Parallel- und Serien- 
schwingkreisen. b Galvanische Kopplung von Schwingkreisen 


(Abb. 6.8a) oder die galvanische Kopplung durch einen gemein- 
samen Widerstand R beider Schwingkreise (Abb. 6.8b) verwen- 
det. Sie werden mathematisch analog behandelt. Anstelle des 
Kopplungsgliedes &“L}> in (6.13) tritt dann 1/C bei kapazitiver 
Kopplung und ® - R bei galvanıscher Kopplung [1]. 


Legt man an den ersten der beiden induktiv gekoppelten 
Schwingkreise mit den komplexen Widerständen Z; = R; + 
i(wL; — 1/wC;) von außen eine Wechselspannung U = Uy- e”' 
an, so erhält man statt (6.13) nach Division durch iw die Glei- 
chungen: 


U=Zlh+1wlLlnb, 


Ve iwLı>/i + Zl i (6.17) 
Durch Elimination von /} ergibt sich für den im zweiten Kreis 
fließenden Strom 


wLp» 


Der — 
I, + 72% 


(6.18) 


Setzt man die Ausdrücke für Z; ein, so ergibt sich eine etwas 
längliche Formel. Mit der Abkürzung 


1 
X = Im{Z} = wL - — 
wC 
lässt sie sich jedoch für gleiche gekoppelte Kreise (Z; = Zı = 
Z) vereinfachen zu: 


@L12 
I | FE zer: 


[0212, + R? — X?]” + 4R2X? 


(6.19a) 





Abbildung 6.9 Resonanzkurve des Stromes J(w) in einem gekoppel- 
ten Schwingkreis, wenn an den anderen Kreis eine Wechselspannung 
U = Uy cos wr gelegt wird 


Anmerkung. Das Symbol X ist in der Elektrotechnik ge- 
bräuchlich für den Blindwiderstand Im{Z}, der oft auch Reak- 
tanz genannt wird. < 


Für verlustfreie Kreise (R = 0) wird aus (6.19a) mit dem Kopp- 
lungsgrad k = L1>/L: 


7 $) | w°k / L 

— = u.  , (6.19b) 
Ul w+HR-1)+ 2050? - wg 

wobei @p = 1/vL- C die Eigenresonanzfrequenz des ungekop- 
pelten Kreises ist. Die Kurve || /|U| als Funktion der Frequenz 
o istin Abb. 6.9 für verschiedene Kopplungsgrade aufgetragen. 
Man sieht, dass man für k # 0 zwei Maxima erhält, deren Ab- 
stand mit wachsender Kopplung zunimmt [1]. 


6.3 Erzeugung 
ungedämpfter Schwingungen 


Um ungedämpfte Schwingungen zu realisieren, muss der Ener- 
gieverlust dem Schwingkreis dauernd von außen ersetzt werden. 
Dies kann auf verschiedene Weise geschehen. 


Ein einfaches Beispiel, welches nur bei sehr langsamen Schwin- 
gungen realisiert werden kann, aber für Demonstrationen sehr 
eindrucksvoll ist (Abb. 6.10), benutzt die manuelle Betätigung 
eines Schalters, der dem Kondensator im richtigen Zeitpunkt 
die fehlende Energie aus einer Gleichspannungsquelle wieder 
zuführt. Induktivität Z und Kapazität C werden so groß gewählt, 
dass die Schwingungsfrequenz etwa 1 Hz beträgt, damit die pha- 
senverschobenen Schwingungen von Strom und Spannung auf 
zwei großen Zeigerinstrumenten im Hörsaal demonstriert wer- 
den können. Durch eine Glühbirne als Widerstand R lassen sich 
die Schwingungen direkt als periodische Helligkeitsschwankun- 
gen sichtbar machen. 


Für höhere Frequenzen versagt die manuelle Synchronisation, 
und man muss eine elektronische Rückkopplung verwenden. 


\ ; | 
ohne mit 
Energiezufuhr 





a) b) 


Abbildung 6.10 Erzeugung von ungedämpften langsamen Schwingun- 
gen eines gedämpften Schwingkreises. Zu den Zeiten „ =h+n-t 
(n = 0, 1,2,...) führt man dem System Energie zu, indem man kurz 
den Schalter S schließt. a Anordnung; b Zeitverlauf der Schwingungen 
mit und ohne periodische Energiezufuhr 
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Abbildung 6.11 Meißner’sche Rückkopplungsschaltung zur Erzeu- 
gung ungedämpfter Schwingungen im Radiofrequenzbereich 


Ein Beispiel ist die in Abb. 6.11 gezeigte Meißner’sche Schal- 
tung, bei der durch induktive Kopplung zwischen der Schwing- 
kreisspule Z und der Rückkopplungsspule Zr die Stromzufuhr 
aus einer externen Gleichspannungsquelle mit der Spannung Ug 
gesteuert wird. Dies geschieht z.B. über eine Elektronenröh- 
re (Triode, siehe Abschn. 5.9), in welcher der Elektronenstrom 
durch die Spannung am Gitter G gesteuert wird. Ist die Gitter- 
spannung Uc negativ gegenüber der Kathode, so können die 
von der Kathode emittierten Elektronen die Anode nicht errei- 
chen [2, 3]. 


Wird nun (durch eine äußere Störung) eine Schwingung (wenn 
auch mit beliebig kleiner Amplitude) im Schwingkreis ange- 
regt, so wird durch den entsprechenden Wechselstrom durch 
die Spule Z aufgrund der induktiven Kopplung in der Spule Zr 
eine Wechselspannung induziert, welche das Gitter periodisch 
positiv und negatıv vorspannt. Bei richtiger Phasenlage wird 
dadurch der Strom durch die Triode so moduliert, dass er den 
Wechselstrom / durch die Spule Z phasenrichtig verstärkt und 
dadurch eine stabile Schwingung U = Ugcoswt erzeugt mit 
zeitlich konstanter Amplitude Un, die von der Spannung U, und 
von der Gittervorspannung U. abhängt. 


Als Beispiel einer ungedämpften nicht sinusförmigen, aber pe- 
riodischen Schwingung soll die Kippschwingung dienen, deren 
Schaltung in Abb. 6.12 erläutert ist. Wird zur Zeitt = 0 der 


6.3 Erzeugung ungedämpfter Schwingungen 





b) 


Abbildung 6.12 Kippschwingung. a Versuchsaufbau; b Zeitlicher Ver- 
lauf der an der Glimmlampe anliegenden Spannung 


Schalter S geschlossen, dann lädt die Gleichspannungsquelle 
mit der Spannung Ug den Kondensator C so lange auf (siehe 
Abschn. 2.2.3), bis bei der Spannung Uz die Glimmlampe G 
zündet. Wegen des kleinen Widerstandes Rs < R der gezünde- 
ten Lampe entlädt sich der Kondensator wieder schnell bis zur 
Löschspannung Ur, bei welcher die Glimmentladung erlischt. 
Dann beginnt die Aufladung erneut. Aus (2.11) erhält man für 
die Periode T der Kippschwingung: 


U6=UL 


T=RCc:h — 
Ug — Uz 


(6.20) 


Für sehr hohe Frequenzen sind Induktivitäten und Kapazitäten 
im Schwingkreis der Abb.6.11 zu groß. Außerdem genügen 
Elektronenröhren nicht mehr zur Anfachung von Schwingun- 
gen mit > 10!°s-!, weil die Laufzeit der Elektronen in 
der Röhre größer wird als die Schwingungsdauer. Für diesen 
Frequenzbereich ist deshalb das Klystron entwickelt worden, 
das aus zwei Hohlraumresonatoren (siehe Abschn. 7.8.2) be- 
steht (Abb. 6.13). Elektronen werden von einer Glühkathode 
emittiert und durch eine positive Spannung von etwa 1kV be- 
schleunigt, bevor sie in den ersten Hohlraumresonator eintreten. 





H1 H2 
+ Elektronen- 
_ strahl 
U RER WEI ER EB 2 
" - 
Hoch- 
frequenz Ausgang 
Rückkopplung 


Abbildung 6.13 Schematische Darstellung eines Klystrons. Hl, H2: 
Hohlraumresonatoren 
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6 Elektromagnetische Schwingungen und die Entstehung elektromagnetischer Wellen 


Eine Hochfrequenzspannung zwischen Kathode und Beschleu- 
nigungselektrode beschleunigt bzw. bremst die Elektronen wäh- 
rend ihrer Durchflugzeit, sodass die Stromdichte j = 0 - v beim 
Eintritt in den zweiten Resonator moduliert ist. Die Elektronen 
kommen in Form von Dichtepaketen im zweiten Resonator an. 
Da eine zeitlich modulierte Raumladungsdichte zu einer zeitlich 
modulierten Spannung führt, regen die Elektronenpakete den 
zweiten Resonator zu Schwingungen an. Die Wechselspannung 
wird mit der richtigen Phase auf den ersten Resonator zurück- 
gekoppelt, sodass dort die Modulationsamplitude des Elektro- 
nenstrahls verstärkt wird. Durch diese Rückkopplung entwickelt 
sich aus statistischen Schwankungen der Elektronenstrahldichte 
eine stabile ungedämpfte Schwingung mit der Resonanzfre- 
quenz des Hohlraums, die bei geeigneter Dimensionierung der 
Resonatoren im Gigahertz-Bereich (10°-10'? s“!) liegt. Da sol- 
che statistischen Schwankungen immer auftreten, können sie 
eine Schwingung mit der Hohlraum-Resonanzfrequenz auch 
ohne äußere Hochfrequenz anstoßen, die sich dann durch Rück- 
koppplung verstärkt. Man braucht deshalb die in Abb. 6.13 
gezeigte Hochfrequenzeinspeisung gar nicht. 


6.4 Offene Schwingkreise; 
Hertz’scher Dipol 


Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten elektromagne- 
tische Schwingkreise behandelt, bei denen die Energie peri- 
odisch zwischen elektrischer Feldenergie eines Kondensators 
und magnetischer Energie einer Induktivität oszilliert. Den ge- 
schlossenen Schwingkreis der Abb. 6.1, bei dem C und Z noch 
räumlich getrennt sind, kann man kontinuierlich in einen offe- 
nen Schwingkreis überführen, wie dies in Abb. 6.14 illustriert 
ist. Die Induktivität Z der Spule in Abb. 6.14a geht in Abb. 6.14b 
über in die Induktivität der Leiterschleife. Die Kapazität C 
wird durch Ausbiegen der Schleife immer kleiner und geht 
schließlich in die des geraden Leiters mit den Endplatten über 
(Abb. 6.14c), welche man dann auch noch weglassen kann, 
sodass man zu einem einfachen geraden Draht gelangt. Die- 
ser kann als offener Schwingkreis mit räumlich gleichmäßig 
verteilter Kapazität C und Induktivität Z angesehen werden 
(Abb. 6.14d). 


Der entscheidende Unterschied zwischen dem geschlossenen 
Schwinskreis der Abb.6.14a und dem geraden Draht der 
Abb.6.14d, in dem Ladungen periodisch zwischen den En- 


a) b) c) d) 


Abbildung 6.14 Kontinuierlicher Übergang vom Schwingkreis mit 
Kondensator und Spule zum geraden Draht einer Antenne als Quelle 
elektromagnetischer Wellen 
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Abbildung 6.15 Illustration der Änderung des elektromagnetischen 
Feldes beim Übergang vom Schwingkreis mit räumlich begrenzten 
elektrischen und magnetischen Feldern zum offenen Schwingkreis mit 
Feldern, die weit in den Raum hinausreichen 


den des Drahtes schwingen, ist in Abb. 6.15 verdeutlicht. In 
Abb. 6.15a sind elektrisches Feld und magnetisches Feld räum- 
lich lokalisiert. Der größte Teil der elektrischen Feldenergie 
ist im Volumen zwischen den Platten des Kondensators kon- 
zentriert, das Streufeld ist vernachlässigbar. Ebenso ist das 
magnetische Feld überwiegend auf das Volumen innerhalb der 
Spule beschränkt (siehe Abschn. 3.2.6.4). 


In Abb. 6.15b ist zwar das elektrische Feld noch lokalisiert, das 
magnetische Feld reicht jedoch als Feld einer Leiterschleife (sıe- 
he Abschn. 3.2.6.2) weit in den Raum hinaus. Beim geraden 
Draht, in dem ein Wechselstrom fließt, reichen sowohl das ma- 
gnetische als auch das elektrische Feld weit in den Raum hinaus. 
Bei zeitlicher Änderung von Strom- und Ladungsdichte ändern 
sich die magnetischen und elektrischen Felder. Diese Änderung 
breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit im Raum aus und führt zu 
einer Energieabstrahlung dieser Senderanordnung in Form von 
elektromagnetischen Wellen. 


Wir müssen nun vier Fragen beantworten: 


Wie erreicht man experimentell, dass in einem geraden Draht 

Ladungen schwingen? 

m Wie sehen elektrisches und magnetisches Feld einer solchen 
schwingenden Ladungsverteilung aus” 

m Welcher Zusammenhang besteht zwischen diesen zeitlich 
veränderlichen Feldern und elektromagnetischen Wellen, die 
in den Raum hinaus laufen? 

= Welche Strahlungsleistung strahlt der Sender ab? 


6.4.1 Experimentelle Realisierung 


eines Senders 


Zur Anregung elektromagnetischer Schwingungen in einem of- 
fenen Schwingkreis kann man die induktive, kapazitive oder 
galvanısche Kopplung an einen rückgekoppelten geschlossenen 
Schwinskreis verwenden, dem die Kopplungsenergie von außen 
wieder zugeführt werden muss. Eine schematische Schaltung ist 
in Abb. 6.16 gezeigt. Die praktische Realisierung wird durch das 
Beispiel in Abb. 6.17 illustriert, wo als Hochfrequenzquelle ein 
mit konstanter Amplitude schwingender Kreis verwendet wird, 
dem durch die kapazitive Kopplung an das Gitter der Triode 
periodisch Energie aus der Anodenspannungsquelle zugeführt 
wird. Diese Energie deckt den Energieverlust durch Joule’sche 
Wärme ım Kreis selbst und die durch induktive Kopplung an 
den offenen Schwingkreis abgegebene Energie, die von der 
im Draht schwingenden Ladungsverteilung in den Raum abge- 
strahlt wird. 


Der erste Kreis dient dabei als Impedanzwandler (sie- 
he Abschn.5.7) zwischen der Energiequelle (Anoden- 
spannungsquelle) und dem Verbraucher (schwingende Ladung 
ım Draht). 


Wie wir im Abschn.5.7 gesehen haben, kann Energie optimal 
von der Energiequelle an den Energieverbraucher übertragen 
werden, wenn die Wirkwiderstände von Quelle und Verbraucher 
gleich und die Blindwiderstände entgegengesetzt gleich sind. 
Wenn der erste Kreis mit der Gesamtinduktivität (L}; + Lj2) so 
abgestimmt ist, dass er bei der gewünschten Frequenz in Re- 
sonanz ist, dann ist sein Widerstand reell. Der Betrag |Z| kann 
durch geeignete Wahl von Z und C an den Innenwiderstand des 
Generators (Röhre +R,) optimal angepasst werden. Die induk- 
tive Kopplung zwischen Antenne und Schwingskreis wirkt wie 
ein Transformator, der auf den kleineren Widerstand der Anten- 
ne (größerer Strom!) transformıert. 


Man kann den Strom 7; im geraden Draht durch ein Glühlämp- 
chen G sichtbar machen. Dabei lässt sich durch Variation der 





Abbildung 6.16 Schematische Darstellung der Erzeugung eines hoch- 
frequenten Wechselstroms in einer Stabantenne. Gezeigt ist der Elek- 
tronenstrom /. und ein ebener Schnitt durch die elektrischen Feldlinien 
während zweier um 180° verschobenen Phasen des Wechselspannungs- 
generators. Die Feldlinien sind rotationssymmetrisch um die Antenne 


6.4 Offene Schwingkreise; Hertz’scher Dipol 





Abbildung 6.17 Induktive Kopplung eines offenen Schwingkreises an 
einen mit konstanter Amplitude schwingenden geschlossenen Kreis mit 
kapazitiver Rückkopplung an das Gitter G der Triode, deren Strom die 
Verlustenergie des Kreises nachliefert. Die Induktivität Z> braucht kei- 
ne konkrete Spule zu sein, sondern kann die Induktivität des geraden 
Drahtes sein 


Entfernung zwischen L; und L> oder durch Änderung der Orien- 
tierung des geraden Drahtes oder Stabes der Grad der Kopplung 
zwischen beiden Schwingkreisen verändern, was durch eine 
entsprechende Änderung der Helligkeit des Glühlämpchens an- 
gezeigt wird, die proportional zu 7* ist, wobei die Temperatur T 
des Glühfadens von der elektrischen Leistung R - (I?) abhängt. 


Fließt in dem Stab mit der Länge l ein Wechselstrom 
I(z,t) = Iu(z) -sinot, 
so erzwingt die Randbedingung 
ee |, 


an den beiden Stabenden, dass die räumliche Verteilung 
der Stromamplitude /o(z) Nullstellen an beiden Enden hat 
(Abb. 6.18). 


; U(Z,to) 


(Z,to) 





a) b) 


Abbildung 6.18 Stromverteilung /(z,tu) und Spannungsverteilung 
U(z, to) entlang eines geraden Drahtes zum Zeitpunkt io. Nachweis der 
Stromverteilung (/°(z)), mithilfe von Glühlämpchen 
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6 Elektromagnetische Schwingungen und die Entstehung elektromagnetischer Wellen 


Der resonante Wechselstrom /(w,t) hat eine räumliche 
Stromverteilung /o(z), die eine stehende Welle bildet mit 
den möglichen Wellenlängen A = 21/n (n ganzzahlig). 


Für die niedrigste Resonanzfrequenz wo des Stabes erhält man 
daher 


ZIT Vph y10 
= Zr — —*+DVp 
A l 
wobei 
© 1 


Uph = = —— 
yEerh 6EEOHMO 
die Phasengeschwindiskeit ist, mit der sich das elektromagneti- 
sche Feld im Stab ausbreitet, während (eopto) '/” die Vakuum- 
lichtgeschwindigkeit ist. 





Man kann die Stromverteilung /o(z) experimentell mit einer 
Reihe von Glühlämpchen nachweisen, die entlang des Stabes 
angebracht sind, und deren Helligkeit proportional zu IE (z) ist. 


Die Spannungsverteilung ist gegenüber der Stromverteilung um 
ı/4 verschoben, weil durch die Ladungstrennung die Span- 
nungsextrema an den Enden des Stabes auftreten. 


6.4.2 Das elektromagnetische Feld 
des schwingenden Dipols 


Ein leitender gerader Stab möge die Ladungsdichte o haben. 
Wenn in ihm ein Wechselstrom induziert wird, dann schwingen 
die negativen frei beweglichen Elektronen gegen die feststehen- 
den Ionenrümpfe. Die Stromdichte J = o - v der Elektronen 
hängt von Ladungsdichte o und der Geschwindigkeit v(r) der 
schwingenden Elektronen ab. 


Nach (3.14) ist das Vektorpotential A(r,) einer stationären 
Stromverteilung mit der Stromdichte j(r>) 


ko ? dV> 


Art 
v2 


Alrı) = (6.21) 


rı2 


wobei rı2a = |rı — r2| der Abstand zwischen der Ladung dg = 
eo dV» und dem Aufpunkt ?} ist (Abb. 6.19). 


Will man A(rı,t) für eine zeitlich veränderliche Stromdichte 
J(r2,t) als Funktion der Zeit bestimmen, so muss man berück- 
sichtigen, dass die Ausbreitung des elektromagnetischen Feldes, 
das am Ort der schwingenden Ladung g entsteht, bis zum Punkt 
Pı die Zeit At = rı2/c benötigt. Jede Änderung des Feldes 
im Volumenelement dV, aufgrund der Änderung von j oder q 
braucht die Zeit Ar, bis sie in ?}} ankommt (Retardierung). 


Deshalb muss man in (6.21) berücksichtigen, dass das Vektor- 
potential A(rı,t) im Punkte ?P,, das zur Zeit t gemessen wird, 
von Strömen im Volumenelement dV> zur Zeit (t — rı2/c) er- 
zeugt wird: 


(r2,t— - AV 
Alrı,f) = n je (6.22) 


rı2 





Abbildung 6.19 Zur Bestimmung des zeitabhängigen Vektorpotentials 
A im Punkte Pı, das von der schwingenden Ladungsverteilung j = 0° 
v(t) im Stab erzeugt wird 


In großer Entfernung vom Stab mit der Länge /! (ra > I) kann 
man (6.22) sofort lösen, wenn man folgende Näherungen ver- 
wendet: 


= Für einen festen Aufpunkt P| ist die Entfernung ra = r für 
alle Punkte des Stabes praktisch gleich, d.h. 1/rı2 kann vor 
das Integral gezogen werden. 

m Die Geschwindigkeit v, mit der die Ladung dg = eo db; 
schwingt, ist sehr klein gegen die Lichtgeschwindigkeit c. 
Auch die Laufzeit 7 = I/c der elektromagnetischen Welle 
über die Stablänge / ist klein gegen die Schwingungsperiode 
T = 2n/w der schwingenden Ladung dq = 0 - dV>. Dies 
bedeutet, dass die Laufzeitdifferenz A(rı>/c) von verschie- 
denen Punkten des Stabes zum Aufpunkt ?} klein ist gegen 
T, d.h. alle Wellen, die von verschiedenen Punkten r> des 
Stabes zur Zeit t; starten, kommen in P} praktisch alle zur 
gleichen Zeit» = tı + r/c an, d.h. praktisch auch mit glei- 
cher Phase! 


Damit wird aus (6.22) 


Alrı,t) = (nein r/o dr. (6.23) 


Da der Wechselstrom im Stab durch den Fluss von Elek- 
tronen mit der Ladungsdichte o bewirkt wird, können 
wir den Integranden in (6.23) auffassen als eine nega- 
tive Ladung dg = 0 - dV> der Elektronen, die mit 
der zeitlich sich ändernden Geschwindigkeit v(f) gegen 
die räumlich feste positive Ladung der Ionenrümpfe oszil- 
liert (Abb. 6.20). 


Ist d der Abstand zwischen den Ladungsschwerpunkten +g der 
positiven und —qg der negativen Ladungsverteilung, so ändert 
sich d = do - sinwt, wenn ein Wechselstrom / = Ig cos wt durch 
den Stab fließt. Man kann deshalb den Stab als schwingenden 
elektrischen Dipol auffassen (Mertz’scher Dipol) mit dem zeit- 
abhängigen Dipolmoment: 


pt) =qg-dı-sinwt-e,=gqg-d. (6.24) 


Man beachte: Die Amplitude do, ist wesentlich kleiner als 
die Stablänge ! der Antenne, weil die Elektronen bei einer 


Ihr, 


, 
d=dysinot 
N 


Abbildung 6.20 Hertz’scher Dipol 


Geschwindigkeit v «x c während einer viertel Schwingungs- 
periode 7 nur die Strecke do = 1v - T zurücklegen. Allerdings 
nehmen alle N Leitungselektronen im Stab an der Schwingung 
ei. ng N 82 


Beispiel 


Für Kupfer ist die Beweglichkeit u = 4,3 (mm/s)/ 
(V/m). Bei einer Feldstärke von IkV/m = Driftge- 
schwindigkeit vp = u-E = 4,3 m/s. Bei einer Frequenz 
vonvy = MEZ > T=10"s:; > dy=,-43-107 2 
10°’ m, während die Antennenlänge L einige Meter ist. 

<« 


Wegen v = d folgt aus (6.24) 


P_lon 
dr 

und wir erhalten aus (6.23) für das Vektorpotential des 
Hertz’schen Dipols: 


0 


d 
Afrı,d) = I, pt =r/o). (6.25) 


Wegen ® - (t-r/c) = wt - (?2n/A)-r = wt — kr ergibt das 
Einsetzen von (6.24) in (6.25): 


uo cos(wt — kr), 
A(rı,t) = 4,4 d@ —— —E; 


(6.26) 


Dies ist die Gleichung einer Kugelwelle (siehe Bd. 1, Ab- 
schn. 11.9.4), welche sich vom Mittelpunkt des Hertz’schen 
Dipols aus mit der Geschwindigkeit c = &/k (Lichtgeschwin- 
digkeit) ausbreitet. Dies bedeutet: 


Die schwingende Ladung g erzeugt ein zeitlich verän- 
derliches Vektorpotential A (und damit auch ein zeitlich 
veränderliches magnetisches und elektrisches Feld), das 
sich mit Lichtgeschwindigkeit in den Raum ausbreitet. 


6.4 Offene Schwingkreise; Hertz’scher Dipol 


Wie sehen nun elektrisches und magnetisches Feld des schwin- 
senden Dipols aus? Um das Magnetfeld B zu berechnen, wählen 
wir die Dipolachse als z-Achse (Abb. 6.21). Dann folgt aus 
A = {0,0,A,} undB = rot A (siehe Abschn. 3.2) 


nr, 


BA, 
y y B:=Q, 


ze (6.27) 
d.h. das B-Feld liegt in der x-y-Ebene. 


Bei der räumlichen Differentiation von (6.25) nach y müssen wir 
beachten, dass auch r(x, y,z) von y abhängt. Deshalb erhalten 
wir nach Produkt- und Kettenregel mit p = |p| = p: 


Mol. r\ 0 fl L 0. =2; r 
Ze ee ge). 
nl , Oy (:)+5 (ö( ))] 
Setzen wir u= t-r/cundp = dp/du, so wird mit du/dr = 


= je res 437 + 7 San 


op Op du Or „1, 


er 


EA 6 WU, 
oy\r) PR 


erhalten wir schließlich, wenn wir noch die Relation uo&o = 
1/c? verwenden: 


Wegen 





A 
B, = -,—— |P3 | 6.28 
Aregc = 02 m) 
In analoger Weise lässt sich B, berechnen: 
— 55 +5 | (6.286) 
” Anreoc? ae 


Mithilfe von Polarkoordinaten lassen sich x und y für beliebige 
Raumpunkte P(x, y,z) schreiben als 


x=r-sind-cosp; y=r-sind-sing, 





Abbildung 6.21 Zur Berechnung des Magnetfeldes B aus dem Vektor- 
potential des schwingenden Dipols mit der Dipolachse in z-Richtung 
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6 Elektromagnetische Schwingungen und die Entstehung elektromagnetischer Wellen 


PDS V.Z) 





Abbildung 6.22 Zur Herleitung von (6.29) 


wobei r = x? + y? + z? der Abstand des Aufpunktes Pı vom 
Mittelpunkt des Dipols (Ursprung des Koordinatensystems) und 
d der Winkel gegen die Dipolachse ist (Abb. 6.22). Gleichung 
(6.28) lautet dann: 


1 p(u) sin d sin 
Ba je 
Art &oc? r2 


(6.29a) 


p(u) sin d sin 
MA e|. 
r-c 





Bl 


01 p(u) sind cos Y 
Anegc? r? 


u) sind cosp | | (6.290) 


f*tC 


was wir in die Vektorgleichung 


B(r,t) = c xr) + - x n| (6.30) 


Artegcr? 


zusammenfassen können. 


Es sei daran erinnert, dass wegen der Retardierung das Magnet- 
feld B(r,t) zur Zeit r vom Dipol p zur Zeit (t— r/c) erzeugt 
wird, d.h. in (6.30) müssen p und p zur Zeit (t— r/c) berechnet 
werden. 


Weil p || p || # ist, folgt B_pundB Lr. 


In großer Entfernung vom Dipol (r > do) steht das Ma- 
gnetfeld B senkrecht zur Dipolachse p und senkrecht auf 
der Ausbreitungsrichtung r der vom Dipol ausgesandten 
Welle. 


Das Magnetfeld (6.30) hat zwei Anteile, die mit wachsen- 
der Entfernung r vom Dipol unterschiedlich stark abfallen. In 
großer Entfernung überwiegt der zweite Term mit pP, der mit 1/r 
abfällt, während der erste Term mit p proportional zu 1/r” klei- 
ner wird. 


Ein Vergleich mit dem Biot-Savart Gesetz (3.16) 


l jxr 
— sad 
Anegc r 








Pix,y,z=D) 





Abbildung 6.23 Zur Illustration der Entstehung des zweiten Terms in 
(6.30). Die gestrichelte Kurve gibt die Einhüllende der mit 1/r abfal- 
lenden Magnetfeldamplitude an 


zeigt, dass wegen [j- dV = p der erste Term in (6.30) das Ma- 
snetfeld darstellt, welches direkt von der zeitlich oszillierenden 
Stromdichte j erzeugt wird. 


Der zweite Term in (6.30) wird zwar indirekt auch vom schwin- 
senden Dipol erzeugt (wie die Herleitung zeigt); aber die 
Tatsache, dass er mit wachsender Entfernung r langsamer als 
der erste Term abfällt, deutet darauf hin, dass eine zusätzliche 
Quelle für das Magnetfeld vorhanden sein muss, die wir uns 
jetzt klar machen wollen [4]. 


Wir betrachten in Abb. 6.23 das zeitlich veränderliche Magnet- 
feld B in einem Punkte ? in der x-y-Ebene, dessen Verbindungs- 
linie r zum Dipolmittelpunkt senkrecht auf der Dipolachse steht, 
in dem also 9 = 90° ist. 


Der zweite Term in (6.30) ergibt dann im raumfesten Punkt ?, 
wo gilt:p _rundp L rein zeitlich veränderliches Magnetfeld 


.. d. 
P  _. gdow 
Anesocr  Anege’r 








B(r,r)| = sin(wt— kr). 


Während die Einhüllende der mit 1/r abfallenden Amplitude 
die räumliche Änderung von B angibt, ist für den Beobachter 
im raumfesten Punkt P die Änderung von B durch die zeitliche 
Änderung B gegeben. Da die Welle mit der Geschwindigkeit c 
über den Punkt P hinwegläuft, ist die Änderung dB/ dr für den 
Beobachter sehr groß. Diese zeitliche Änderung erzeugt nach 
dem Faraday’schen Induktionsgesetz ım Punkte ? ein zeitlich 
veränderliches elektrisches Feld E(t). Dieses wiederum bewirkt 
nach (4.21) einen Verschiebungsstrom und damit ein zusätzli- 
ches Magnetfeld. Dieser Anteil wird durch den zweiten Term 
in (6.30) beschrieben. Die beiden Anteile zum Magnetfeld im 
Punkte ? sind bereits in der Maxwell-Gleichung (4.25b) 


tB + . 
ro = — — 
KoJ 2 3% 


enthalten. Der erste Term in (4.25b) entspricht dem ersten Term 
ın (6.30), der zweite in (4.25b) dem zweiten in (6.30). 


Die zeitabhängigen Felder E(r, r) und B(r, t), die vom schwin- 
genden Dipol am Ort des Dipols erzeugt werden, breiten sich 
mit Lichtgeschwindigkeit ım Raum aus. Dabeı erzeugen sich 
elektrisches und magnetisches Feld an jedem Raumpunkt wech- 
selseitig durch ihre zeitlichen Änderungen. Die so entstehenden 
Sekundärfelder überlagern sich den primär vom Dipol erzeugten 
Feldern. In wachsender Entfernung vom Dipol wird der relative 
Anteil der Sekundärfelder immer größer, weil ihr Anteil nur mit 
l/r abfällt, während der vom Dipol direkt erzeugte Anteil mit 
1/r? abfällt. 


Das elektrische Feld E können wir mithilfe des elektrischen 
Potentials &.ı bestimmen, welches mit dem Vektorpotential A 
durch die Lorenz’sche Eichbedingung (4.29) 


: l Odeı 
dvA = —— 
= c2 9 





(6.31) 


zusammenhängt. Mit A = {0,0,A,} wird divA = 0A,/0z, und 
wir können völlig analog zur Berechnung von 2, in (6.28) die 
Differentiation ausführen und erhalten aus (6.25) 


i Fb4 (JPle-rja 


N OEL 
Art eoc? r? 


(6.32) 


Mit (6.31) ergibt dies für das elektrische Potential durch zeitli- 
che Integration: 





r:|p+ Or en 


‚t) = 6.33 
Del (r ) Arteo pP ( ) 
woraus wir schließlich wegen (4.28) 
oA 
E = -Vo. — — 
Del RP 
das elektrische Feld als Summe zweier Anteile erhalten: 
E(r,t) =Eı(r,t) + Es(r, t). (6.34) 


Der erste Term lässt sich aus (6.33) durch Bildung des Gradien- 
ten ableiten. Man erhält: 


Erd) = _ -p* +3 p* 7] (6.342) 
Asteor 
mit 
p* =pti-r/J)+ - Dt = r/c) (6.34b) 


undr = r/r. Dies ist das Feld eines elektrischen, zeitabhängi- 
gen Dipols p*, wenn man die Retardierung berücksichtigt. Das 
elektrische Feld E,(r,t) entsteht durch das elektrische Dipol- 
moment zur Zeit (E— r/c) und durch seine zeitliche Änderung 
p(t — r/c), die zu dem elektrischen Strom durch den Dipol 
führt [4]. 


6.4 Offene Schwingkreise; Hertz’scher Dipol 175 


Der zweite Anteil 


E;(r,t) = | —d(t—r/c)x r| xr (6.34c) 


Artegc?r? 


=  —ött = 7/0) - 6-5 r/o))R| 
TEHC"T 

ist der von den sich ändernden Masgnetfeldern erzeugte Anteil 
des elektrischen Feldes. Er ıst proportional zur 2. zeitlichen Ab- 
leitung des elektrischen Dipolmomentes und steht senkrecht auf 
r und, wie man durch Vergleich mit (6.30) sieht, auch senkrecht 
auf B. Während der erste Anteil mit wachsendem Abstand stark 
(& 1/r?) abfällt, sinkt der zweite Anteil nur proportional zu 1/r. 
Im Nahfeld überwiegt E,, im Fernfeld E>. Insgesamt stellen 
die sich zeitlich und räumlich periodisch ändernden elektrischen 
und magnetischen Felder elektromagnetische Wellen dar, die 
sich in den Raum ausbreiten. In jedem von der Welle erfassten 


C 
oo! 
ut— 


+ 
Je = 0 t=to+ 1/4 
Js 4 t=to+ T/2 
Js=0 t=to+ 34T 
+ 


t=to+T 


to) 

© 
= 
© 

XL 


Abbildung 6.24 Elektrisches Feldlinienbild des Hertz’schen Dipols zu 
Zeitpunkten t = tu + n: T/4. Die Verteilung ist rotationssymmetrisch 
um die Dipolachse 
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6 Elektromagnetische Schwingungen und die Entstehung elektromagnetischer Wellen 


I|=l,sin ot r. 





Abbildung 6.25 Magnetisches Feldlinienbild des Hertz’schen Dipols 
in der Äquatorebene 


Raumpunkt führt das sich ändernde elektrische Feld zur Erzeu- 
gung eines magnetischen Feldes und umgekehrt. 


In einem Raumpunkt ? in der Richtung von r, die den Winkel d 
mit der Dipolachse bildet (Abb. 6.22), kann (6.34c) geschrieben 
werden als 


’(t-r/c)sind 


Ex(r, d,1)| = Bi (6.34d) 


Aregc!r 
Man beachte, dass 5 = d’p/du? mit u = (t— r/c) bedeutet, 
d.h. die zeitliche Differentiation betrifft die Änderung von p am 
Ort des Dipols zur Zeit (r—- r/c). In Abb. 6.24 sind „Moment- 
aufnahmen“ der elektrischen Feldlinien des Hertz’schen Dipols 
zu Zeitpunkten t = tu+n-T/4 im Abstand einer viertel Schwin- 
gungsperiode 7 dargestellt. 


Die magnetischen Feldlinien sind Kreise um die Dipolachse 
(Abb. 6.25). Zu einem festen Zeitpunkt io hat der Betrag der 
magnetischen Feldstärke für große Entfernungen r von der Di- 
polachse eine räumliche Modulation B(r) = (Bo/r) - coskr mit 
Nullstellen im Abstand Ar = rc/o. 


Analoges gilt für die elektrische Feldstärke E, deren Feldlinien- 
bild in der Polarebene eine nierenförmige räumliche Verteilung 
hat (Abb. 6.26). Die elektrischen Feldlinien stehen senkrecht auf 
der Äquatorebene. 


k 


Abbildung 6.26 Die räumliche Verteilung der elektrischen Feldlinien. 
Die Wellenlänge A der abgestrahlten elektromagnetischen Welle ent- 
spricht dem doppelten räumlichen Abstand zwischen zwei Nullstellen 
des elektrischen Feldes 


Oo, 


6.5 Die Abstrahlung 
des schwingenden Dipols 


Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass der Hertz’sche 
Dipol elektromagnetische Wellen ın den Raum abstrahlt, die 
sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Wir wollen jetzt die 
abgestrahlte Leistung und ihr Frequenzspektrum bestimmen. 


6.5.1 Die abgestrahlte Leistung 


Der Vergleich von (6.34c) für das E-Feld mit (6.30) für das B- 
Feld zeigt, dass in großem Abstand vom Dipol (Fernfeld) der 
Betrag von B um den Faktor 1/c = 3,3 - 10° s/m kleiner ist als 
der von E. Setzen wir diese Relation in (4.20a) für die Energie- 
dichte des elektromagnetischen Feldes ein, so ergibt sich: 


1 
I — 5 EN (E? 2. c’B?) — SE. (6.35) 
Daraus ergibt sich die Energiestromdichte (Energie, die pro 
Zeiteinheit durch die Flächeneinheit transportiert wird) zu 


Sr eh (6.36) 


Setzen wir für den Betrag der elektrischen Feldstärke den Aus- 
druck (6.34d) ein, so erhalten wir mit p = gqdı sinw(t — r/c) 
> D = —-gdyw“ sinw(t— r/c) für die Energie, die pro Sekunde 
durch 1 m? einer Kugelfläche im Abstand r > do um den Dipol 
unter dem Winkel d gegen die Dipolachse geht, den Ausdruck: 


A N 
Se ul sin” (w(t — r/c)) 


16r7?eoc?r? vn 


Der Dipol strahlt also bevorzugt in die Richtungen senk- 
recht zur Dipolachse (d = 90°), während in Richtung der 
Dipolachse keine Energie abgestrahlt wird (Abb. 6.27). 


Aus der 1/r*-Abhängigkeit von $ sieht man, dass der gesam- 
te Energiestrom durch eine Kugelfläche mit Radius r konstant, 
d.h. unabhängig von r ist. 


Mit wachsendem Abstand r tragen immer mehr die Terme mit 
l/r des magnetischen Feldes (6.30) und des elektrischen Feldes 
(6.34c) zum Energietransport bei, während die anderen Anteile 
(& 1/r für E und & 1/r* für B) zu schnell gegen null gehen, als 
dass sıe einen merklichen Beitrag zum Enersgietransport leisten 
könnten. 


Durch ein Flächenelement dA = r’sin®d - dd - dp (siehe 
Bd. 1, Abschn. 13.2.3) dieser Kugelfläche strömt die Leistung 


Abbildung 6.27 Räumliche Verteilung der Leistungsabstrahlung eines 
schwingenden Dipols. Die Länge der Strecke r(d) ist proportional zur 
Energiestromdichte 5 


dP.m = 5 dA, woraus man durch Integration über ® und o die 
in den gesamten Raum abgestrahlte Leistung 





22 4 
Py= ds. dA = er sin? (w(t — r/c)) 


(6.37) 
erhält. Wegen sin’ &(t— r/c) = 3 ergibt dies im zeitlichen Mit- 
tel für die gesamte abgestrahlte Leistung des mit der Frequenz 
v = &/2n schwingenden Dipols mit dem maximalen elektri- 
schen Dipolmoment po = g do 


p_- Th (6.38) 
ne | 


Man beachte die Abhängigkeit von &*! 


6.5.2 Strahlungsdämpfung 


Die gesamte mittlere Energie eines harmonischen Oszillators 
mit der Masse m, der Schwingungsfrequenz ® und der Schwin- 
gungsamplitude do ist (siehe Bd. 1, Abschn. 11.6): 


EEE — l 

W = Ekin + Epor = „mo do (6.39) 
Dies gilt auch für den Hertz’schen Dipol, bei dem Ladungsträger 
g mit der Masse m mit der Geschwindigkeit v = ® do - coswtr 
schwingen. 


Wird dem schwingenden Dipol nicht von außen die abgestrahlte 
Energie wıeder zugeführt, so nımmt sie im Laufe der Zeit durch 
Abstrahlung gemäß (6.38) ab, d.h. die Schwingungsamplitude 
do nimmt ab. Die relative Energieabnahme ist dann der Quotient 
aus (6.38) und (6.39) 





dw. ge (6.40) 
ww  6nemd a: 
Aus dW/dr = —yW folgt durch Integration: 
Wit) =Wo-e”". (6.41) 


6.5 Die Abstrahlung des schwingenden Dipols 





Abbildung 6.28 a Exponentieller Abfall der Energie des gedämpften 
Oszillators. b Frequenzspektrum der abgestrahlten Leistung des ge- 
dämpften schwingenden Dipols, der durch eine äußere Anregung zu 
stationären Schwingungen gezwungen wird 


Nach der Zeit r = 1/y ist die Energie auf 1/e ih- 
res anfänglichen Wertes Wo = W(t = 0) abgesunken 
(Abb. 6.28a). 


Beispiel 


Beschreiben wir ein Atom, bei dem ein Elektron der 
Masse m, angeregt wird, durch das Modell des gedämpf- 
ten Oszillators, der seine Anregungsenergie in Form von 
Licht aussendet, so können wir in (6.40) die entsprechen- 
den Werte m = m, = 9-10 ?!kg,q = —e = -1,6- 
0 @ro9E Pre a 738 ee 50m 
einsetzen und erhalten y = 9 - 10’ s”!, woraus eine Ab- 
klingzeit vont = 1/y = 1,1: 10°® s folgt. 


Die mittlere Energie des angeregten Atoms ist W x 
4. 10-19 J, woraus eine Schwingungsamplitude des ange- 
regten Elektrons dyg = 8: 10”!! m folgt. Die abgestrahlte 
Leistung des Atoms ist dann: 





dW u 
(7) = yW = 9.10°.4.10 °W 


z 3,6-101?W. 


Um aus einer Gasentladungslampe 1 W Lichtleistung zu 
erhalten, müssen etwa 3 - 10!! Atome pro Sekunde ange- 
regt werden. < 


6.5.3 Frequenzspektrum 
der abgestrahlten Leistung 


Die Schwingungsamplitude dy eines gedämpften Oszillators mit 
der Auslenkung | 
z=d= dee, 
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6 Elektromagnetische Schwingungen und die Entstehung elektromagnetischer Wellen 


der durch die elektrische Feldstärke E = Ey - e'®' zu erzwun- 
genen stationären Schwingungen angeregt wird (siehe Bd. 1, 
Abschn. 11.5), kann aus der Bewegungsgleichung 


2+2ß2 + oz = En eier (6.42) 


ermittelt werden. Damit die Energie W & d” wie W(t) = 
W,e”’' abfällt, muss 8 = y/2 sein. Setzt man den Lösungs- 
ansatz 


z=Xo ee 


in (6.42) ein, erhält man die komplexe Schwingungsamplitude 


m)E 
EN. En (6.43) 
(©) = ) PL%® 
deren Betragsquadrat 
2 /m2\E2 
a (6.44) 


(2 — 2)” + y2w2 


ist. Mit |zo| = do erhalten wir aus (6.38) das Frequenzspektrum 
der zeitlich gemittelten abgestrahlten Leistung (Abb. 6.28b) 


DW _ g’w°E, 1 


= nn 6.45 
dr 12rre0m?c? (w2 — 2)” + y20w2 Si, 


Für (05 — @)” — *y* fällt der zweite Faktor in (6.45) auf die 
Hälfte seines Maximalwerts bei = wo. Daraus erhält man die 


beiden Lösungen 
12 = jo; = y?/4 + y/2 


für die Frequenzen, bei denen die mittlere Leistung P auf die 
Hälfte ihres Maximalwertes gesunken ist. Das Frequenzintervall 
Aw = ı —@a = y heißt deshalb die volle Halbwertsbreite der 
Spektralverteilung der abgestrahlten Leistung. 


Beispiel 


Wenn Licht passender Frequenz ® auf Atome fällt, kön- 
nen diese das Licht absorbieren und dadurch in einen 
energetisch höheren Zustand übergehen. Die Anregungs- 
energie wird dann als Resonanzfluoreszenz wieder gemäß 
(6.28) abgestrahlt. Variiert man die Frequenz & des an- 
regenden Lichtes kontinuierlich, so ändert sich die abge- 
strahlte Leistung P(w) gemäß (6.45). Für y = 10° s"! 
undo = 3,8 - 10!°s-! erhält man eine Halbwertsbreite 
(Linienbreite) von Av = 10°s"! > Av = 16 MHz. Die 
relative Linienbreite ist mit Av/® = y/w® = 2,6: 10° 
sehr klein. Angeregte Atome senden Licht also nur in sehr 
schmalen Frequenzbereichen aus. « 


6.5.4 Die Abstrahlung 
einer beschleunigten Ladung 


Wir hatten in Abschn. 6.4.2 gesehen, dass die Amplitude Eo 
des vom schwingenden Dipol abgestrahlten elektrischen Feldes 
in großem Abstand vom Dipol proportional zur zweiten zeit- 
lichen Ableitung ? des Dipolmomentes p = q :d ist (6.34d), 
also proportional zur Beschleunigung a = d der schwingen- 
den Ladung g. Die abgestrahlte Leistung ist dann gemäß (6.364) 
proportional zum Quadrat der Beschleunigung. 


Dies ist nicht auf harmonisch schwingende Ladungen be- 
schränkt, sondern gilt ganz allgemein für beliebig beschleunigte 
Ladungen [35, 6]. 


Man kann sich die von beschleunigten Ladungen ausgesandten 
elektromagnetischen Wellen folgendermaßen anschaulich klar 
machen: 


Im Abschn. 3.4.1 hatten wir das elektrische Feld einer mit der 
Geschwindigkeit v bewegten Ladung diskutiert. Wenn die La- 
dung beschleunigt wird, ändert sie ihre Geschwindigkeit, und 
damit ändert sich die räumliche Verteilung der elektrischen 
Feldlinien. Dies ist nochmals in Abb. 6.29a-d illustriert: 


In Abb. 6.29a ist das elektrische Feldlinienbild einer ruhenden 
Ladung g dargestellt. Wird q zur Zeit t = to fast ıinstantan auf 
eine hohe Geschwindigkeit v S c ın x-Richtung beschleunigt, 
so ändert sich ıhr Feldlinienbild in das einer mit der Geschwin- 


digkeit v bewegten Ladung (Abb. 6.29b). 
' 


t<to 
a) v=0 fürt<to b) v=095c 
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Abbildung 6.29 a Elektrische Feldlinien einer ruhenden Ladung. 
b Stationäres Feldlinienbild einer mit konstanter Geschwindigkeit v be- 
wegten Ladung. c Feldlinienbild einer Ladung g zur Zeitt=ty + R/c, 
wenn die vorher ruhende Ladung zur Zeit io plötzlich auf die Ge- 
schwindigkeit v beschleunigt wurde. d Feldlinien einer kontinuierlich 
beschleunigten Ladung mit. a || v 





Abbildung 6.30 Schnitt durch die räumliche, um die Richtung von a 
rotationssymmetrische, Abstrahlcharakteristik einer gleichförmig be- 
schleunigten Ladung (a || v) bei verschiedenen Geschwindigkeiten v 


Diese Änderung kann sich aber nicht sofort im ganzen Raum 
bemerkbar machen, sondern breitet sich mit der Lichtgeschwin- 
digkeit c aus. Das veränderte Feld, das von der Ladung zu einem 
Zeitpunktt; = tu+ Arim Punkte B erzeugt wird, kann von einem 
Beobachter zur Zeit 12 noch nicht gemessen werden, wenn sein 
Abstand R von q größer ist als c - ( — tı). Er beobachtet dann 
noch das Feld einer im Punkte A ruhenden Ladung. 


Da die Feldlinien in Abb. 6.29a gleichmäßig über alle Richtun- 
gen verteilt sind (Coulomb-Feld), in Abb. 6.29b aber um den 
Winkel « = 90° gegen die Richtung von v zusammengedränst 
sind, gibt es auf der Fläche R = c- (m — tı) einen Sprung der 
Feldliniendichte, der in Abb. 6.29c schematisch dargestellt ist. 


In dem mehr realistischen Fall einer gleichmäßigen Beschleuni- 
gung erfolgt die Änderung der Feldlinien nicht abrupt, sondern 
kontinuierlich. Für eine gleichförmig beschleunigte Ladung q 
erhält man daher statt des Feldliniensprunges eine Krümmung 
der Feldlinien (Abb. 6.29d) (siehe z.B. den Film: „Charges that 
start and stop“ von Ealing [2, 3]). 


Genauso verhält es sich mit dem magnetischen Feld. Wenn 
sich die Geschwindigkeit v der Ladung g ändert, so ändert 
sich entsprechend die Stromdichte 7 = n:-q: vr n= 
Zahl der Ladungen g/Volumen) und damit das Magnetfeld. 


Für die abgestrahlte Leistung einer Ladung g, deren Beschleu- 
nigung a parallel zur Geschwindigkeit v in x-Richtung er- 
folgt, erhält man eine Winkelverteilung, die gegenüber der von 
Abb. 6.27 gegen die Richtung von a geneigt ist (Abb. 6.30). 


Die allgemeine mathematische Behandlung der Abstrahlung 
beliebig beschleunigter Ladungen erfolgt in der theoretischen 
Elektrodynamik. Wir beschränken uns hier auf zwei experimen- 
telle Beispiele: 


6.5.4.1 


In einer evakuierten Röhre (Abb. 6.31) werden aus der Katho- 
de K Elektronen emittiert und durch eine Spannung U von 
10-100kV auf eine hohe Geschwindigkeit v gebracht. Danach 
treffen sie auf die Anode A, die aus massivem Material (Kupfer 
oder Wolfram) besteht. 


Röntgenbremsstrahlung 


6.5 Die Abstrahlung des schwingenden Dipols 







evakuierter 


Glaskolben Röntgen- 


strahlen 


Abbildung 6.31 Röntgenröhre 


N 
.„. Bahn ohne 
Ablenkung 


E,.(0)- AE Bremsstrahlung 


Abbildung 6.32 Abbremsung der Elektronen im Coulomb-Feld der 
Atomkerne der Anodenatome 


Im Coulomb-Feld der Kerne der Anodenatome werden die Elek- 
tronen abgelenkt (Abb. 6.32), sodass sich die Richtung ihrer 
Geschwindigkeit ändert. Wegen der dabei auftretenden großen 
Beschleunigung strahlen die Elektronen einen Teil ihrer Ener- 
gie in Form von Röntgenstrahlung mit einem kontinuierlichen 
Spektrum P.em(w) wieder ab (Bremsstrahlung). 


6.5.4.2 Synchrotronstrahlung 


Elektronen, die auf sehr hohe Energien W (MeV-GeV) be- 
schleunigt wurden, können durch ein Magnetfeld auf einer 
Kreisbahn mit Radius R gehalten werden, wenn die Beträge von 
Lorentz-Kraft e- v - B und Zentripetalkraft m - v*/R gleich sind. 


Auf dieser Sollbahn laufen sie dann mit konstantem Betrag 
v = (e/m)B - R der Geschwindigkeit, wobei m = m(v) ih- 
re relativistische Masse ist. Ihre Zentripetalbeschleunigung ist 
a = v?/R und ihre abgestrahlte Leistung ist proportional zu a”. 
Die Beschleunigung a steht hier immer senkrecht zur Geschwin- 


digkeit v. 


Bei großen Geschwindigkeiten wird aufgrund relativistischer 
Effekte dıe räumliche Verteilung der abgestrahlten Leistung ge- 
ändert (Abb. 6.33), wobei mit zunehmender Geschwindigkeit 
die Verteilung immer mehr in die Richtung der Geschwindig- 
keit verschoben wird. 


Für die Elektronen in einem Synchrotron ist v = 0,99999 c, so- 
dass die emittierte Strahlung der beschleunigten Ladung nur in 
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6 Elektromagnetische Schwingungen und die Entstehung elektromagnetischer Wellen 


DB, 


<\ 


Bahn 
Bahn 





a) b) 


Abbildung 6.33 Abstrahlcharakteristik einer beschleunigten, mit kon- 
stanter Geschwindigkeit auf einer Kreisbahn umlaufenden Ladung. 
aFür v < c ergibt sich die um die x-Achse rotationssymmetrische Ver- 
teilung wie beim Hertz’schen Dipol. Man erhält sie durch Rotation der 
schraffierten Fläche um die x-Achse. b Für v S c wird die Verteilung 
auf einen schmalen Winkelbereich um v konzentriert 


dS 





Elektronenbahn 


Synchrotron- 
strahlung vom 
Kreissegment 
dS=R-® 


7 


Abbildung 6.34 Synchrotronstrahlung, emittiert von Elektronen, die 
mit konstanter Geschwindigkeit auf einem Kreis umlaufen 


einen engen Raumwinkel um die Tangente an die Bahn emit- 
tiert wird (Abb. 6.34). In Abb. 6.35 sind für einige Werte der 
Elektronenenergie die spektralen Verteilungen der Synchrotron- 
strahlung für den Speicherring DORIS in Hamburg auf einer 
doppelt-logarithmischen Skala gezeigt [7, 8]. 


Man sieht, dass z.B. bei E = 6GeV das Maximum der Syn- 
chrotronstrahlung bei einer Wellenlänge von 0,03nm (also im 
kurzwelligen Röntgenbereich) liegt. 


Wegen ihrer großen Intensität über einen großen Spektral- 
bereich (siehe Abb. 6.35), die durch spezielle Anordnungen, 
(Wiggler und Undulatoren) noch sehr gesteigert werden kann, 
findet die Synchrotron-Strahlung immer weitere Anwendungs- 
bereiche in der Materialforschung, der Biologie und Medizin. 
Deshalb wurden weltweit spezielle Synchrotrons gebaut, die 


Watt/(nm) 
10 


Strahlungsleistung 
o o o 
> [e%) D 


—_ 
oO 
O1 





10' 10° 10! 10° 


Wellenlänge/nm —— 


Abbildung 6.35 Spektrale Verteilung der abgestrahlten Synchrotron- 
strahlungsleistung im Wellenlängenintervall AA = Inm im Speicher- 
ring DORIS bei einem Elektronenstrom von 0,16pA (10° Elektronen 
pro Sekunde) für verschiedene Elektronenenergien 





Abbildung 6.36 Synchrotron SOLEIL in Gif-sur-Yvette, bei Paris, mit 
8 Strahlrohren und Messplätzen für die Synchrotronstrahlung. Der klei- 
ne Ring im Inneren ist der Vorbeschleuniger für die Elektronen 


ausschließlich zur Erzeugung intensiver Synchrotron-Strahlung 
verwendet werden. In Abb. 6.36 ist als Beispiel eine Anlage 
in Frankreich gezeigt, die 8 Strahlrohre hat, durch die Syn- 
chrotron-Strahlung zu den verschiedenen Experimentierplätzen 
geleitet wird. 


Zusammenfassung 


m Elektromagnetische Schwingungen in einem Schwingkreis 
aus Kondensator und Spule basieren auf einem periodischen 
Austausch zwischen elektrischer und magnetischer Feld- 
energie. 

m Die Schwingungsresonanzfrequenz ist in einem Kreis aus 
Kapazität C, Induktivität Z und Ohm’schen Widerstand R 


1 R° 
Dei er, 
IC 41? 


= Durch induktive, kapazitive oder galvanische Kopplung kann 
Schwingungsenergie von einem Schwingkreis auf einen an- 
deren übertragen werden. Der Kopplungsgrad bei induktiver 
Kopplung istk = L»/vLı 1». 

m Beim offenen Schwingkreis sind elektrisches und magne- 
tisches Feld nicht mehr räumlich lokalisiert. Die Schwin- 
gungsenergie breitet sich in Form von elektromagnetischen 
Wellen in den Raum aus. 


Aufgaben 


6.1. _ Ein Parallelschwingkreis oszilliere mit einer Frequenz 

von 80OOKHz. Nach 30 Schwingungen ist die Spannungsampli- 

tude am Kondensator C = InF auf die Hälfte ihres Anfangs- 

wertes gesunken. Wie groß sind R und /? 

6.2... Auf welchen Bruchteil des Maximalwertes ist die Leis- 

tungsresonanzkurve eines Serienschwingkreises, deren Maxi- 

mum bei wo liegt, bei; = @p + R/Lund &» = wo + 2RL 

gesunken? Wie groß ist beim Parallelschwingkreis das Verhält- 

nis |Z(@o a= R/L)| ji IZ(oo)|? Warum tritt das Maximum der 

Wirkleistung nicht bei der Resonanzfrequenz or auf? 

6.3... Wie groß sind die Eigenfrequenzen &; und @ eines 

Systems aus zwei gekoppelten gleichen Schwingkreisen mit 

@o = 10°s"!,L= 10*HundZLı = k- Lmitk = 0,05? 

6.4. Das Elektron im Wasserstoffatom hat eine kinetische 

Energie von 13,6 eV und einen Bahnradius von 5,3 - 10”!! m. 

Wie groß wäre in einem klassischen Modell die abgestrahlte 

Energie 

a) pro Umlauf und b) pro Sekunde? 

c) Wie würde die Bahn bei Berücksichtigung dieses Energiever- 
lustes aussehen? Um wie viel würde sich der Bahnradius pro 
Umlauf ändern? 


Aufgaben 


= Ein Modell für einen offenen Schwingkreis ist der Hertz’sche 
Dipol, bei dem eine Ladung —qg gegen eine Ladung +g 
periodisch schwingt und der dadurch ein oszillierendes elek- 
trisches Dipolmoment p = g : do - sin wt darstellt. 

m Die vom Hertz’schen Dipol in den gesamten Raum abge- 
strahlte zeitlich gemittelte Leistung ist 


Pmxgdo*. 


Die in den Raumwinkel dS2 unter dem Winkel ® gegen die 
Dipolachse abgestrahlte Leistung ist im nichtrelativistischen 
Fall x sin? 9: d2. 

= Jede beschleunigte Ladung g strahlt Energie in Form elektro- 
magnetischer Wellen ab. Die abgestrahlte Leistung ist Pem X 
g° - a*, wenn a die Beschleunigung ist. 

m Bei großen Geschwindigkeiten (v * c) der Ladung g ändern 
sich Betrag und Richtungsverteilung der abgestrahlten Leis- 
tung. Diese konzentriert sich auf einen Winkelbereich Ad 
um die Richtung der Geschwindigkeit, wobei Ad _ & 1/y 
mity=(1-v/e) 12. 


6.5. Wie groß ist die Leistung, die von einem geladenen 

Teilchen mit der Ladung g abgestrahlt wird, das sich mit der 

Geschwindigkeit v «X c in einer Ebene senkrecht zu einem 

Magnetfeld B bewegt’? Wie ändert sich dadurch seine Geschwin- 

digkeit v und sein Bahnradius R? 

6.6. Ein Proton durchläuft in einem linearen Beschleuniger 

auf einer Strecke von 3m eine Potentialdifferenz U = 10° V 

und wird dadurch konstant beschleunigt. 

a) Welche Energie strahlt es dabei ab? 

b) Wie groß ist die abgestrahlte Leistung’? 

c) Man vergleiche dies mit der Leistung, die ein Proton mit der 
Energie von 1 MeV abstrahlt, das mit konstanter Geschwin- 
digkeit auf einem Kreis mit Umfang 3 m umläuft. 

6.7. Ein System aus oszillierenden Dipolen, die in einem 

kleinen (praktisch punktförmigen) Volumen konzentriert sind, 

strahlt isotrop eine Leistung von 10* W ab. 

a) Wie groß sind in einer Entfernung vonr = Im 
(r > Quellenausdehnung) die Amplituden des elektrischen 
und magnetischen Feldes? 

b) Wie groß ist die Intensität der elektromagnetischen Welle? 
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6 Elektromagnetische Schwingungen und die Entstehung elektromagnetischer Wellen 


6.8. Ein nicht isotroper Sender strahlt elektromagnetische 
Wellen gerichtet in einen Raumwinkel von 10°? sr ab. In einer 
Entfernung von 1 km hatdas elektrische Feld eine Amplitude von 
10 V/m. Wie groß ist die abgestrahlte Leistung des Senders? 
Wie groß sind die Schwingungsamplituden do der Elektronen 
in einer Antenne mit 1 cm? Querschnitt und 10m Länge bei ei- 
ner Elektronendichte n. = 10°® m’, wenn der Sender bei einer 
Frequenz v = 10 MHZ sendet. 
6.9. Die Sonne strahlt der Erde eine Leistung von 1,4 - 
10° W/m? (Solarkonstante) zu. 
a) Wie groß sind elektrische und magnetische Feldstär- 
ke der Sonnenstrahlung auf der Erde, wenn Reflexion 
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und Absorption in der Erdatmosphäre nicht berücksichtigt 
werden? 
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abgestrahlte Leistung? 

c) Wie groß ıst die elektrische Feldstärke der Strahlung auf der 
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Sonnenstrahlung. Welche Leistung müsste die Lampe haben, 
damit die Feldstärken gleich sind’? 


5. J.D. Jackson: Klassische Elektrodynamik, 2. Aufl. (de Gruy- 
ter, Berlin 1988) 

6. Heilmann: Antennen (Bibliographisches Institut, Mannheim 
1970) 

7.K. Wille: Physik der Teilchenbeschleuniger und Synchro- 
tronstrahlungsquellen (Teubner, Stuttgart 1992) 

8. E.E. Koch, C. Kunz: Synchrotronstrahlung bei DESY. Ein 
Handbuch für Benutzer (Hamburg, DESY 1974) 


Elektromagnetische Wellen 
im Vakuum 





m 
[7 
= 
QO 
© 
XL 





71 DieWellengleichung ...... 22 22mm sonen. 184 
7.2  Ebeneelektrische Wellen .. 2.2.2.2... 2 con eeeeennnnn 184 
73 Periodische Wellen . „2.2... 22 Cocoon 185 
7.4 Polarisation elektromagnetischer Wellen .... 2.2.2.2... 2222 2.. 186 
75 Das Magnetfeld elektromagnetischer Wellen... .......2..... 187 
7.6 _ Energie- und Impulstransport 
durch elektromagnetische Wellen ... 2.2.2... 2 2222 nneeeen. 188 
7.7. Messung der Lichtgeschwindigkeit ..... 22222222. 192 
7.38  Stehende elektromagnetische Wellen ...... 2.22.22. 22200 .. 194 
7.9 Wellen in Wellenleitern und Kabeln ....... 2222222220 0.. 197 
7.10 Das elektromagnetische Frequenzspektrum ... 2.2.2222 202.. 204 
ZI AOENTSES ING 4 0.0 ae ann hehe ei 206 
AND. 2 a ne Be ne en 206 
A 7: 11 | 208 
© Springer-Verlag GmbH Deutschland 2017 183 


W. Demtröder, Experimentalphysik 2, Springer-Lehrbuch, https://doi.org/10.1007/978-3-662-55790-7_7 


184 


AN 
je?) 
ee 
= 
ep 
Sn 





7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 


Im vorangegangenen Kapitel wurde gezeigt, dass ein schwin- 
sender Dipol Energie in Form von elektromagnetischen Wellen 
abstrahlt. Wir wollen uns in diesem Kapitel etwas genauer mit 
der Beschreibung dieser Wellen und mit ihren Eigenschaften 
befassen. Dem Leser wird empfohlen, die analoge Darstellung 
mechanischer Wellen in Bd. 1, Kap. 11 zu vergleichen. 


7.1 Die Wellengleichung 


Wir beginnen mit den Maxwell-Gleichungen, die sich im 
ladungs- und stromfreien Vakuum (0 = 0, j = 0) vereinfachen 
zu 


oB 
VxE=---, 7.1 
x 2, (7.1a) 
odE 
u (7.1b) 


Wendet man auf beide Seiten von (7.la) den Differentialopera- 
tor rot an und setzt rot B aus (7.1b) ein, so erhält man 


oB 
SANS eo 


%E 


— ae » 


d 
——(VxB 
u 


(7.2) 


wobei die zeitliche Differentiation vorgezogen werden kann, da 
V nicht von der Zeit abhängt. 


Nun gilt für rot rot E (siehe Bd. 1, Abschn. 13.1.6) 


VxVxE=V(V-E)-V-(VE) 
— sgrad(divE) — div(grad E). 


Im ladungsfreien Raum ist o = O und daher nach (1.10) auch 
divE = o/&0 = 0. Deshalb erhalten wir aus (7.2) die Gleichung 


2 


E 
AE = &oWo — 


nn: (7.3) 


wobei A = divgrad der Laplace-Operator ist. Ein Vergleich 
mit (11.69) in Bd. 1 zeigt, dass dies eine Wellengleichung ist, 
welche die Ausbreitung eines zeitlich veränderlichen elektri- 
schen Feldes E(r, t) im Vakuum mit der Lichtgeschwindigkeit 


= (7.4) 
6 E0oMo 


beschreibt. Dies ist eine Vektorgleichung, die drei Kompo- 
nentengleichungen vertritt. Für die E,-Komponente ergibt z.B. 
(7.3) in kartesischen Koordinaten 





VE, WE, VE, 
0x2 9y2 02° 


..60E, 
92 














(7.34) 


Entsprechende Gleichungen gelten für E, und E;. 


Eine ganz analoge Wellengleichung erhält man für das magne- 
tische Feld B(r, r), wenn man von (7.1b) rot rot B bildet und 
entsprechend (7.1a) einsetzt (siehe Aufg. 7.1). 


Anmerkung. Die Lichtgeschwindigkeit c im Vakuum lässt 
sich im SI gemäß (7.4) durch die beiden Konstanten &o (Di- 
elektrizitätskonstante) und wo (Permeabilitätskonstante) aus- 
drücken. Dies folgt: 


a) aus der aus den Maxwell-Gleichungen hergeleiteten Wellen- 
gleichung (7.3) und Vergleich mit Bd. 1, (11.69) 

b) aus dem Vergleich zwischen Lorentzkräften in zwei ver- 
schiedenen Inertialsystemen (Abschn. 3.4.3). « 


7.2 Ebene elektrische Wellen 


Besonders einfache Lösungen der Wellengleichung (7.3) erhält 
man, wenn E nur von einer Koordinate, z.B. der z-Koordinate 
abhängt. Dann gilt 


OdE 


OE 


Ox y 


0, (2) 


d.h. der Vektor E hat auf einer Ebene z = x = const zu ei- 
nem festen Zeitpunkt 7 = ru überall den gleichen Wert und die 
gleiche Richtung. 


Die Wellengleichung (7.3) vereinfacht sich dadurch zu 


“E 10E 7.6) 
I oe | 
Aus divE = 0 im ladungsfreien Vakuum folgt dann wegen 
Be: 
dE, as 
Ei 0 > E,=a= räumlich konstant. 
re 


Wir wählen die Randbedingungen so, dass die Konstante a = 0 
wird. Die Welle hat dann nur noch £,- und E,-Komponenten: 


F= 12,0): 
Die allgemeinen Lösungen von (7.6) für ebene Wellen sind 


E&t) =hR-c)+glztec), 


BZ DIET. (7.7) 
Dabei sind f und g beliebige stetig differenzierbare Funk- 
tionen des Arguments (z — ct) bzw. (z + ct) (siehe Bd. 1, 
Abschn. 11.9). Sie stellen ebene, aber nicht notwendigerweise 
periodische Wellen dar (Abb. 7.1), weil die Ebenen z = const 
Flächen konstanter Phase sind, d.h. für alle Punkte der Ebe- 
nez = zu Ist das Argument (z + ct) zur gleichen Zeit gleich. 
Diese Phasenflächen laufen für die Funktion f(z — cr) mit der 





Zo z 


Abbildung 7.1 Nichtperiodische ebene Welle, die sich in +z-Richtung 
ausbreitet 


Geschwindigkeit c in die +z-Richtung, denn aus z— ct = const 
folgt durch Differentiation 


el 
vw ee 


Für die Funktion g(z + ct) laufen sie in die —z-Richtung. 


Die Lösungen (7.7) der Wellengleichung (7.6) sind ebene frans- 
versale Wellen, weil der elektrische Feldvektor E = {E,, E,,0} 
senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung e; steht. 


Man beachte: 


m Die Transversalität E _ e; folgt aus divE = O und gilt des- 

wegen ım Allgemeinen auch nur im ladungsfreien Raum! In 
einem Medium mit Raumladungen 0 # 0 oder wenn leitende 
Begrenzungsflächen vorhanden sind, braucht die Welle nicht 
transversal zu sein. Beispiele sind Wellen in Hohlleitern oder 
in anisotropen Medien (siehe Abschn. 7.9). 
Bei seitlich begrenzten Wellen gilt die Transversalität ı. Allg. 
nicht mehr. So wird z.B. eine in z-Richtung laufende und in 
x-Richtung linear polarisierte Welle, die in der x-Richtung 
beschränkt ist, durch 


Ex 
Er. 0 
-G/k) 





beschrieben. 

= Eine Welle braucht nicht unbedingt periodisch zu sein. 
Man denke an Stoßwellen (Bd. 1, Kap. 11), elektromagne- 
tische Pulse oder an elektromagnetische Wellen, die von 
elektrischen Funken erzeugt werden und die ein breites 
Frequenzspektrum mit statistisch verteilten Phasen der ein- 
zelnen Komponenten haben. Auch solche unperiodischen 
Wellen sind Lösungen der Wellengleichung (7.3) und haben 
die Form (7.7), wenn es ebene Wellen sind. 


7.3 Periodische Wellen 


7.3 Periodische Wellen 


Ein besonders wichtiger, in der Physik häufig anzutreffender 
Spezialfall elektromagnetischer Wellen sind die ebenen pe- 
riodischen Wellen, die durch Sinus- oder Cosinusfunktionen 
dargestellt werden können. 


Wir nennen die räumliche Periode, nach der (zum gleichen Zeit- 
punkt) die Funktion f in (7.7) wieder den gleichen Wert hat, die 
Wellenlänge A (Abb. 7.2a). 


a +i-aMd=fz-c). (7.8) 
Benutzen wir für periodische Wellen den Ansatz 
E=Eo:flz-ct) =Eo-sink(z- ct), (7.9a) 


so folgt aus der Periodizitätsbedingung (7.8) für die Konstante 


k: 
2% 


Man bezeichnet k als Wellenzahl. Wir können dann (7.9a) we- 
genc = v-A schreiben als 
m, 
N 


— Ev - sin(kz - wt). 


(7.10a) 


E=Ey- sin (« 
(7.9b) 


Natürlich können wir auch Cosinusfunktionen als periodische 


Lösungen von (7.8) ansetzen: 
E = Ey - cos(kz — wi). (7.9c) 


Die richtige Wahl hängt von den Anfangsbedingungen ab. Häu- 
fig wird die komplexe Schreibweise 


BE Ao ellkz=wr) +4% eikz=or) 


= Age Lec. 





F& E, sin(kz — N, 


Abbildung 7.2 Harmonische elektromagnetische Welle, deren E- 
Vektor in y-Richtung schwingt und die sich in +z-Richtung ausbreitet. 
a Momentaufnahme zum Zeitpunkt t,; b Zeitabhängigkeit am festen Ort 
2] 
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7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 
Phasenflächen 


K-(r-1)=0 
> 
—>k-r=const 
für alle Punkte | 
einer Ebene Lk 





0 


Abbildung 7.3 Ebene Welle in Ausbreitungsrichtung k. Die Phasenflä- 
chen sind die Ebenen k -r = const, senkrecht zu k 


verwendet, wobei c.c. die Abkürzung für den englischen Aus- 
druck „conjugate complex“ bedeutet. 


Wenn die Amplitude Ao ein reeller Vektor ist, wird aus (7.9d) 


E = 2A, cos(kz — wt).. (7.9e) 


Der Vergleich mit (7.9c) zeigt, dass dann Eo = 24Ap ist. 


In einer Kurzschreibweise lässt man (in 7.9d) oft den komplex 
konjugierten Anteil weg. Man sollte aber immer daran denken, 
dass die Feldstärke E eine reelle Größe ist. 


Breitet sich eine ebene Welle in einer beliebigen Richtung aus, 
so können wir einen Ausbreitungsvektor k = {k,,k,,k;} defi- 
nieren, den wir Wellenvektor nennen und für dessen Betrag gilt: 


DIT 
kl=k=-—-. 
k > 
Die Phasenflächen sind dann Ebenen senkrecht zu k. Der Wel- 
lenvektor k ist daher Normalenvektor auf den Phasenebenen 
(Abb. 7.3). Die komplexe Darstellung solcher Wellen ın Kurz- 
form ist dann: 


(7.10b) 


E = Ay: eK) (7.11) 


Für k = {0,0,k, = k} geht (7.11) wegenk-r=kx+ky+ 
k,z = kz wieder in (7.9d) über. 


7.4 Polarisation 
elektromagnetischer Wellen 


Die Polarisation einer elektromagnetischen Welle ist durch die 
Richtung des elektrischen Vektors E definiert. 


7.4.1 Linear polarisierte Wellen 


Zeigt der Vektor Eo einer Welle 


E = Ey: cos(wt — kz) 


— 


E= Eo cos(wt -kz) 





Abbildung 7.4 Momentaufnahme einer linear polarisierten Welle E = 
Evo : cos(wt — kz). a Richtung des Vektors E in der x-y-Ebene. b Räum- 
liche Darstellung des elektrischen Vektors E(z,t = tı) 


immer in die gleiche Richtung _ e;, d.h. ist 


Eo = Eox&x + Eoyey » (7.12) 


so heißt die Welle linear polarisiert (Abb. 7.4). Beide Kompo- 
nenten der Welle 


E, = Ey : cos(wt — kz) 
E, = Eoy : cos(wt — kz) 


schwingen in Phase. 


7.4.2 Zirkular polarisierte Wellen 


Sind die Beträge von Eo, und Eo, gleich (Eox = Eo, = Eo), aber 
ihre Phasen um 90° gegeneinander verschoben, d.h. gilt 


E, = Eox : cos(wt — kz) 
E, = Eoy : cos (o: — kz — >) (7.13a) 
= Eon, - sin(wt — kz) 
so beschreibt die Spitze des Vektors 
E(z=0,1) = E£, + Eye, 
= Ey (e, cos(wt) + e, sin(® - 1)) 


einen Kreis in der x-y-Ebene mit der Kreisfrequenz = do/dt 
d.h.o = @ - t. Der elektrische Vektor E mit dem Betrag 
IEl = Ev beschreibt dann eine Kreisspirale um die z-Richtung 
(Abb. 7.5). 


In Komponentendarstellung lässt sich (7.13a) in der komplexen 

Kurzschreibweise (Abschn. 7.3) zusammenfassend schreiben: 
Ex = Au: 9) = Ay [cos(wt — kz) + isin(ot — kz)] 
E,=49:i: elek) — A, [- sin(wt — kz) + icos(wt — kz)] 


1 
mitAo = Ev. 


> (7.13b) 


Anmerkung. Gleichung (7.13b) beschreibt Licht, dessen 
E-Vektor eine Rechtsschraube durchläuft, wenn man in Aus- 
breitungsrichtung schaut. Wir wollen es o*-Licht nennen. In der 





Abbildung 7.5 Linkszirkular polarisierte elektromagnetische Welle. 
a Eo(x,y) mit Blick in —z-Richtung; b räumliche Darstellung 


älteren Literatur wird es links zirkular polarisiert genannt, weil 
E eine Linksschraube durchläuft, wenn man gegen die Licht- 
richtung, also auf die Lichtquelle hin schaut (Abb. 7.5a). Es gilt 
also 


o > rechts zırkular u 
polarisiert. 
o' <> links zirkular 


Die neue Bezeichnung o*,0” ist deshalb sinnvoll, weil der 
Drehimpuls einer zirkular polarisierten Welle für o*-Licht in 
Richtung des Ausbreitungsvektors k zeigt, für o”-Licht ist 
er antiparallel, zeigt also in —k-Richtung (siehe auch Ab- 
schn. 9.6.7). < 


7.4.3 Elliptisch polarisierte Wellen 


Ist Eox # Eo, oder ist die Phasenverschiebung Ay zwischen 
den beiden Komponenten E,, E, der Welle nicht genau 90°, so 
beschreibt der E-Vektor eine elliptische Spirale. Solche Wellen 
heißen elliptisch polarisiert. 


7.4.4 Unpolarisierte Wellen 


Wenn der Eo-Vektor der Welle (7.9) keine zeitlich konstante 
Richtung in der x, y-Ebene hat und auch keine Ellipse durch- 


7.5 Das Magnetfeld elektromagnetischer Wellen 
läuft, sondern seine Richtung statistisch im Laufe der Zeit 
ändert, liegt eine unpolarisierte Welle vor. 


Lichtwellen sind im Allgemeinen unpolarisiert, weil sie ei- 
ne Überlagerung der Anteile von vielen statistisch orientierten 
schwingenden Dipolen (den angeregten Atomen) darstellen. 


Wie man polarisierte Lichtwellen herstellen und ihre Polarisati- 
on messen kann, wird im nächsten Kapitel erläutert. 


7.5 Das Magnetfeld 
elektromagnetischer Wellen 


Für eine in x-Richtung linear polarisierte Welle E = Eye, - 
e(o'=kz) erhalten wir durch Anwendung des Differentialopera- 
tors rot: 








VxE,.=0: WZE,;=V; 
or; 
VX&E),= 7.14 
Aus der Maxwell-Gleichung 
oB 
— =—-(VxE 
ot vn 
folgt damit: 
oB, 0B, Q (7.15) 
8 98 


und damit B,(t) = const und B,(f) = const. 


Die Lösungen für die B,- und B,-Komponenten ergeben also 
nur zeitlich konstante Felder, die zur eigentlichen Welle nichts 
beitragen. Wir können die Randbedingungen immer so wählen, 
dass die Konstanten null werden. Das B-Feld der Welle hat dann 
nur eine y-Komponente. Aus (7.14) folgt 


OB, OE, 
ot 9 


woraus sich durch zeitliche Integration ergibt: 


ikEy | el@t—kz) dr 





= HL, 


B, 


k , 
= nee. (7.16) 
(0) 


Mit der Relation w/k = c wird dies zu |B| = El. 


DaE = {E,,0,0} und B = {0, B,,0}, steht B senkrecht auf E 
(Abb. 7.6). Beide Vektoren stehen wiederum senkrecht auf der 
Ausbreitungsrichtung k. Wir können dies durch die Vektorglei- 
chung 


(7.16a) 


1 
B=-(kxE) 
0) 


beschreiben. 


187 


m 
[7 
= 
QO. 
© 
XL 





188 


AN 
je?) 
ee 
+ 
Ds 
J 





7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 
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Abbildung 7.6 Elektrischer und magnetischer Feldvektor einer linear 
polarisierten ebenen elektromagnetischen Welle 


Bei einer ebenen elektromagnetischen Welle im Vakuum 
stehen elektrischer und magnetischer Feldvektor senk- 
recht aufeinander. Beide Felder schwingen in Phase. Der 
Betrag von B ist 


1 
Bl= IE. (7.17) 


E und B stehen senkrecht auf k. 


Beispiele 


l. Eine 100 W-Glühbirne strahlt im sichtbaren Bereich 
eine Lichtleistung von etwa SW aus. In 2m Entfer- 
nung fallen dann etwa 0,1 W auf eine Fläche von | en. 
Die elektrische Feldstärke ist dort |E]| = 6 V/m wäh- 
rend die magnetische Feldstärke nur |B| = |EI/c = 
20 Nm Dal reslassı 

2. Filtert man aus dem Sonnenlicht ein Spektralinter- 
vall von AA = Inm bei A = 500nm heraus, so 
hat das durchgelassene grüne Licht eine Intensität auf 
der Erdoberfläche von etwa 4 W/m?. Dies ergibt eine 
elektrische Feldstärke von etwa 40 V /m. 

Die magnetische Feldstärke ist dann |B| = 3,3 - 10° - 
Assmann Fr Gauba Dies 
ist sehr klein gegen das statische Erdmagnetfeld von 
0,2 Gauß. < 


Die Ursache für die Wirkungen von Licht auf Materie (z.B. Be- 
lichtung einer Photoplatte, Anregung der Sehzellen in unserer 
Netzhaut) ist überwiegend der elektrische Anteil der Welle. Der 
magnetische Anteil einer elektromagnetischen Welle hat (vor al- 
lem ım sichtbaren Spektralbereich) einen wesentlich geringeren 
Einfluss als der elektrische Anteil. 


Man beachte: 


= Nur in großer Entfernung vom Hertz’schen Dipol (r > do) 
sind E(t) und B(t) in Phase (Fernzone). 
In der Nahzone des Dipols ist für das Magnetfeld B der ers- 
te Term in (6.30) dominant, der proportional zu p ist und 


deshalb eine andere Phase hat als der zweite Term, der pro- 
portional zu p ist. Für E ist in (6.34) der erste Term Eı 
dominant, der von p und p abhängt. 
Am Dipol selbst sind E und B um 90° phasenverscho- 
ben, wie man aus Abb. 6.2 für Strom und Spannung eines 
Schwingkreises und aus den elektrischen und magnetischen 
Feldlinienbildern in Abb. 6.24 bzw. Abb. 6.25 erkennt. 
Beim Übergang von der Nahzone zur Fernzone ändert sich 
die Phasenverschiebung kontinuierlich, bis E und B phasen- 
gleich sind. 

= Die Relation B L E und die Transversalität der elektroma- 
gnetischen Welle gelten allgemein nur im Vakuum. Liegen 
Ströme oder Raumladungen vor, so braucht B nicht mehr 
senkrecht auf E zu stehen. 


7.6 Energie- und Impulstransport 
durch elektromagnetische 
Wellen 


In Abschnitt 4.4 haben wir für die Energiedichte des elektroma- 
snetischen Feldes den Ausdruck 


Wem = „0(E? + cB?) = &oE’ (7.18) 
(wegen B? = E?/c?) erhalten (4.20). Diese Energiedichte wird 
von einer elektromagnetischen Welle mit der Ausbreitungsge- 
schwindigkeit c in der Ausbreitungsrichtung k des Wellenvek- 
tors transportiert (Abb. 7.8). Wir nennen die Energie, die pro 
Zeit durch die Flächeneinheit senkrecht zu k transportiert wird, 
die Intensität oder auch Energiestromdichte 


I=c::E. (7.19) 


DaE = Eu - cos(wtr —k-r) eine periodische Funktion der Zeit 
ist, varıiert bei linear polarisierten Wellen die Intensität 


It) =In-cos(wt-k-r) mit bh = c&eoEs 


periodisch mit der Frequenz 2» (weil cos®’wt = s( + 
cos 2wt)). Die Intensität wird also zweimal pro Schwingungspe- 
riode 7 null! Der zeitliche Mittelwert ist wegen (cos? ot) =:H2 


(I) = Se EB (7.202) 


Anmerkung. 


1. Benutzt man die komplexe Schreibweise E = Ay e@'N 4 
c.c. (siehe Abschn. 7.3), so wird I = c:&: |E? = 
Aceo|Ao|? cos’(wt — kr), und der zeitliche Mittelwert wird 


(Id) = 2ceo |Aol. (7.20b) 
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2. Bei zirkular polarisierten Wellen ist wegen der Phasenver- 
schiebung von 90° zwischen E, und E,-Komponente die 
Intensität 


I = ceo(Ei + E,) 
= ceoE) [sin“(or —k-r) +cos(wt—k- r)| 
—_ ceoEs 


zeitlich konstant (im Gegensatz zur linear polarisierten 
Welle). 4 


Die auf die Erde treffende Sonnenstrahlung hat eine Intensität 
von 1,367 kW/m?. Durch Absorption und Rückstreuung durch 
die Erdatmosphäre gelangt davon in Deutschland nur etwa die 
Hälfte auf die Erdoberfläche, d.h. etwa 700 W/ m?. Die elektri- 
sche Feldstärke ist dann gemäß (7.20) Ed = Y2I/(c-&) = 
720 V/m. Dies ist klein gegen die inneratomare Feldstärke 
zwischen Atomkern und Elektronenhülle, die etwa 10!° V/m 
beträgt. Selbst Fokussieren der Sonnenstrahlung auf eine Flä- 
che von Imm? erhöht die Feldstärke nur um den Faktor 10°, 
also auf etwa 7: 10° V/m. Mit Lasern ist eine wesentlich höhere 
Intensität erreichbar. 


Abb. 7.7 zeigt eine Solaranlage, welche die Strahlungsenergie 
der Sonne in elektrischen Strom umwandelt mit einem Wir- 
kungsgrad von etwa 10%. Bei einer Fläche von 300 m? ergibt 
das eine elektrische Leistung von 20 kW bei optimaler Sonnen- 
einstrahlung. 


Die Richtung des Energieflusses wird durch den Poynting- 
Vektor 
S=ExH (7.21a) 


gegeben, der im Vakuum wegen c? = 1/o&o zu 
S= oc (ExB) (7.21b) 
wird. Der Betrag von $ ist dann nach (7.17) und (7.20) 
S = |S| = soc*]E| - |B]| 
Zn, vw», 





Abbildung 7.7 Sonnenkollektorfeld  (http://www.yaacool-bio.de/ 
index.php’?article=1637) 
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Abbildung 7.8 Energietransport durch eine ebene Welle 


und die Maßeinheit von $ ist 
[S] = 1W/m?. 


Bei einer ebenen elektromagnetischen Welle im Vakuum gilt: 
E _L B,E 1 kundB _L k. Dann muss der Poynting-Vek- 
tor S = &oc’(E x B) in Richtung des Wellenvektors k, also 
in Ausbreitungsrichtung der Welle, zeigen (Abb. 7.8 und 7.9b). 
Gleichung (7.22) kann man sich folgendermaßen veranschauli- 
chen: 


Wir betrachten ein Volumen V im Vakuum (Abb. 7.9), in dem 
die Feldenergie 


Win | &o0E” - dV 


enthalten ist. Der Energiefluss pro Zeiteinheit durch die Ober- 
fläche A dieses Volumens muss gleich der zeitlichen Abnahme 
dieser Energie sein: 


ö 
[oe av= ds. - divS-dV,  (7.23a) 


wobei die letzte Gleichsetzung aus dem Gauß’schen Satz 
folgt. Da dies für beliebige Volumina gelten muss (Energie- 
Erhaltung), folgt für die Integranden: 


— = (eoE?) — divS. (7.23b) 







dA 


Wem= ob dV 





WemzegE-V 
d _ u z 
a) = 5 Wem=PS-A b) I=|S|=C:-Weom/V 


Abbildung 7.9 Zur Herleitung des Poynting-Vektors als Vektor des 
Energieflusses pro Flächeneinheit. Bei einer ebenen Welle steht $ senk- 
recht auf den Phasenebenen. Sein Betrag ist gleich c - Wem = C* Wem/V 
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7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 


Nun gibt div $ die „Quellergiebigkeit“ des elektromagnetischen 
Feldes an, d.h. die Energie, die pro Zeiteinheit aus dem Ein- 
heitsvolumen strömt (bzw. in dieses Volumen hineinströmt). 
Aus (7.23a) folgt dann, dass S der Energiestrom durch die Flä- 
cheneinheit der das Quellvolumen umgebenden Fläche ist und 
damit |S| nach (7.18) die Intensität / der das Volumen verlas- 
senden elektromagnetischen Welle darstellt. 


Anmerkung. Dies gilt nicht mehr in anisotropen Medien, wo 
Energiefluss $ und Ausbreitungsrichtung k in unterschiedliche 
Richtungen zeigen können (siehe Abschn. 8.5). < 


Beispiele 


1. Während der Aufladung eines Kondensators baut sich 

zwischen den Platten ein elektrisches Feld E auf, und 
durch die Zuleitungen fließt ein Strom / = dO/dr. 
Um das ansteigende elektrische Feld im Raum zwi- 
schen den Platten bilden sich ringförmige Magnet- 
feldlinien B (Abb. 7.10a). Der Poynting-Vektor S = 
&oc”(E x B) zeigt radial nach innen. 
Der Energiestrom zum Aufbau des elektrischen Fel- 
des ıst also nicht parallel zum Zuleitungsdraht in 
z-Richtung gerichtet (wie man vermuten könnte), son- 
dern die Energie strömt radıal von außen in das Feld- 
volumen ein! 

2. Durch einen geraden Draht mit Widerstand R fließt ein 
konstanter Strom /, der im Draht die Joule’sche Wär- 
meleistung dW,.ı/dt = I? - Rerzeugt. Die verbrauchte 
Leistung muss ım stationären Betrieb natürlich nach- 
geliefert werden. Auch hier ıst der Poynting-Vektor 
radial in den Draht hineingerichtet, d.h. die Energie 
strömt nicht durch den Draht, sondern radial von au- 
ßen ın den Draht (Abb. 7.10b). Die Erklärung dafür ist 
die Folgende: 

Die den Strom tragenden Elektronen bewegen sich 
mit der sehr kleinen Driftgeschwindigkeit vp (siehe 
Abschn. 2.2). Bei einem Strom von 10 A durch einen 
Draht von Imm? Querschnitt ist vv = 0,8mm/s. 
Das elektrische Feld und das Magnetfeld des Stroms 
pflanzen sich aber beim Schließen des Stromschal- 
ters entlang dem Draht mit der Geschwindigkeit v = 
(eco io) * fort. Die Energie wird daher durch das 
elektromagnetische Feld transportiert, nicht durch den 
materiellen Ladungstransport! m 


Einer ebenen elektromagnetischen Welle lässt sich nicht nur ei- 
ne Energiestromdichte S zuordnen, sondern auch ein Impuls pro 
Volumeneinheit 


1 
Akt = 2° = &0(ExB). (7.24) 


Er hat die Richtung des Poynting-Vektors $ und den Betrag 
Iasl=&°E-B=wumfce=l/c, 


(7.25) 


wobei / die Intensität der Welle ist. 





Abbildung 7.10 Richtung des Poynting-Vektors a beim Aufladen eines 
Kondensators, b beim Nachschub der in einem Strom führenden Draht 
verbrauchten Joule’schen Wärme 


Laserstrahl 


Skala 





Quarzfaden 


Abbildung 7.11 Messung des Strahlungsdruckes durch die Auslen- 
kung einer empfindlichen Quarzwaage mit absorbierender Fläche A 


Die Impulsdichte der elektromagnetischen Welle beträgt also 
TTst = Wem/c. Ein Teilchen, welches sich mit Lichtgeschwindig- 
keit c bewegt, hat die Energie E = mc? und den Impulsbetrag 
p=m-c=E/c (siehe Bd. 1, Abschn. 4.4). Man kann deshalb 
in analoger Weise der elektromagnetischen Welle eine Massen- 
dichte 0 = Wem/c? = (&0/c?) E’ zuordnen. 


Wird eine elektromagnetische Welle von einem Körper ab- 
sorbiert (siehe Abschn. 8.2), so überträgt sie ihren Impuls auf 
diesen Körper, der daher einen Rückstoß erfährt. Bei der Re- 
flexion der Welle wird der doppelte Impuls übertragen. Da der 
Impulsübertrag pro Sekunde und Flächeneinheit dem Druck 
auf die Fläche entspricht, ist der Strahlungsdruck der elektro- 
magnetischen ebenen Welle bei senkrechtem Einfall auf einen 
völlig absorbierenden Körper 


ps C° Irsı| — &oE” = Wem (7.26) 


mit 
Ws N 


Im 


gleich der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. 


Man kann den Strahlungsdruck durch eine empfindliche Waage 
messen (Abb. 7.11). 
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Strahlung 


Schweife (Abb. 7.14), wobei der Staubschweif stärker 
gekrümmt ist [2—4]. g 
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Abbildung 7.12 Lichtmühle im Vakuum 


Beispiele 


1. Ein Lichtstrahl mit der Leistung P. = 10W fällt 
senkrecht auf eine absorbierende Fläche A = I mm?. u 
Er überträgt pro Sekunde den Impuls |dp/dt| = rg: - a: 
A .c auf die Fläche. Der Betrag der wirkenden Rück- 
stoßkraft ist dann 






N 
N 
IN) RN 


dp Ber 
Fi = nz — IE ICH (D27) 
Abbildung 7.13 Ablenkung eines Kometenschweifs durch den Strah- 


lungsdruck der Sonnenstrahlung 


Ihr Betrag ist F = 3,3 - 10°® N. Der Strahlungsdruck 
psı = F/A = 3,3 - 10°? Pa ist also sehr klein und nur 
bei großen Lichtleistungen mit empfindlichen Waagen 
messbar. 

2. Mit sehr intensiven gepulsten Lasern mit Intensitäten 
bis zu 10° W/cm? lassen sich Lichtdrücke bis zu 
10° bar = 10!* N/m? erreichen [1]. 

3. Bei möglichst reibungsarmer Lagerung kann man mit- 
hilfe des Strahlungsdruckes eine „Lichtmühle‘ im Va- 
kuum betreiben, die aus vier Flächen besteht, welche 
auf einer Seite reflektierend und auf der anderen Sei- 
te absorbierend sınd (Abb. 7.12). Da der Impulsüber- 
trag auf die reflektierenden Flächen doppelt so groß 
ist wie auf die absorbierenden, wird ein Nettodrehmo- 
ment ausgeübt, welches die Mühle (gegen die Lager- 
reibung) in Drehung versetzt. Die im Handel erhältli- 
chen Lichtmühlen drehen sich entgegengesetzt zu der 
in Abb. 7.12 angegebenen Richtung. Was ıst der Grund 
dafür? (Hinweis: Es herrscht kein Vakuum in diesen 
Lichtmühlen, siehe Aufg. 7.10). 

4. Der Strahlungsdruck der Sonnenstrahlung ist einer der 
Gründe (neben dem Sonnenwind) für die Krümmung 
von Kometenschweifen (Abb. 7.13). Der Schweif ei- 
nes Kometen entsteht aus Material des Kometenkerns, 
das beim Vorbeiflug des Kometen an der Sonne durch 
Absorption der Sonnenstrahlung verdampft. Er besteht 
aus neutralen Molekülen, aus Ionen und aus Staub. 
Die elektrisch geladene Ionenkomponente wird durch 
das Magnetfeld der Sonne und durch den Sonnenwind 
abgelenkt, die Staubkomponente wird stärker durch 
den Strahlungsdruck beeinflusst. Deshalb sıeht man 


im Allgemeinen zwei etwas verschieden gekrümmte Abbildung 7.14 Photographie des Kometen Mrkos, 1957 d. Mit 
freundlicher Genehmigung der Hale Observatories 
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7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 


Anmerkung. Durch die durch den Sonnenwind (Protonen und 
Elektronen) erzeugten inhomogenen elektrischen und magne- 
tischen Felder bricht der Schweif manchmal in mehr als zwei 
Komponenten auf [4]. <q 


7.7 Messung der 
Lichtgeschwindigkeit 


Nach unserem heutigen Kenntnisstand hängt die Ausbreitungs- 
geschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen im Vakuum 
nicht von ıhrer Frequenz & ab. Dies bedeutet, dass Phasen- und 
Gruppengeschwindigkeit im Vakuum immer gleich sind, es gibt 
keine Dispersion! (Siehe Bd. 1, Abschn. 11.9.7). 


EN EE 7. =. (7.28) 


Man kann den Wert von c daher bei beliebigen Frequenzen be- 
stimmen. Die meisten Messungen wurden bisher bei optischen 
Frequenzen durchgeführt [7]. Deshalb wird c auch allgemein 
als Lichtgeschwindigkeit bezeichnet, obwohl ihr Wert für das 
gesamte elektromagnetische Spektrum gleich ist. 


Die astronomische Methode 
von Ole Romer 


71.4 


Die älteste Methode zur Bestimmung der Lichtgeschwindig- 
keit basiert auf astronomischen Beobachtungen der Umlaufzeit 
der Jupitermonde. Diese Umlaufzeiten waren von mehreren 
Astronomen mit großer Genauigkeit vermessen worden, weil 
man ihre Verfinsterung, wenn sie vom Jupiter verdeckt wur- 
den, und ihr Wiederauftauchen gut beobachten konnte. Ole 
Christensen Römer (1644-1710) fand heraus, dass die aus den 
vorhandenen Tabellen für die Umlaufzeiten vorausberechneten 
Verfinsterungen eines Mondes gut mit den Beobachtungen über- 
einstimmten, wenn die Erde dem Jupiter nahe war (Stellung 1 ın 
Abb. 7.15), der Jupiter also in Opposition zur Sonne stand, dass 
die beobachteten Verfinsterungen aber etwa 22 Minuten zu spät 
eintraten, wenn der Jupiter in Konjunktion (Stellung 2 der Erde) 
stand. 


Im Gegensatz zu vielen zeitgenössischen Gelehrten führte Ro- 
mer diese Beobachtungsergebnisse auf die unterschiedliche 
Laufzeit des Lichtes vom Jupitermond zur Erde in den bei- 
den Positionen 1 bzw. 2 mit der Wegdifferenz As = 5 - Sı 
zurück. Damit konnte Romer zeigen, dass die Lichtgeschwin- 
digkeit endlich und nicht unendlich groß ist, im Gegensatz 
zur Auffassung von Descartes. Zur genauen Bestimmung der 
Wesgdifferenz As muss man berücksichtigen, dass sich Jupiter 
während der Zeitdifferenz At = » — tı um die Bogenlänge 
As; um die Sonne bewest hat. Da der Durchmesser der Erdbahn 
(D x 3: 10!!m) bereits gut bekannt war, hätte Romer auch 
aus seiner gemessenen Zeitverschiebung den Wert der Licht- 
geschwindigkeit bestimmen können. Er hat jedoch keinen Wert 





\ Ass Sp 54 


Abbildung 7.15 Zur Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit mithilfe 
der astronomischen Methode von Ole Römer. Die Zeichnung ist nicht 
maßstabsgerecht 


veröffentlicht, vermutlich weil ihm die Messungen zu ungenau 
erschienen [5]. Erst Huygens gab 1678 einen solchen Wert an 
in den Grenzen von 220000km/s bis 300000 km/s [6], ein 
Ergebnis, das innerhalb der Fehlergrenzen den wahren Wert um- 
schließt [7]. 


7.1.2 Die Zahnradmethode von Fizeau 


Während Romer als Messstrecke eine große Entfernung (3 - 
10'! m) benutzte, konnte Armand Fizeau (1819-1896) die zeit- 
liche Messgenauigkeit so weit steigern, dass er mit einer Mess- 
strecke auf der Erde auskam. Er benutzte eine Anordnung 
(Abb. 7.16), bei der das Licht der Lichtquelle LQ durch ein 
astronomisches Fernrohr zu einem parallelen Lichtstrahl gebün- 
delt wurde, welcher dann an einem Spiegel S in der Entfernung 
d reflektiert wurde. Ein Teil des reflektierten Lichtstrahls ge- 
langte durch den Strahlteiler St in das Okular des Fernrohrs und 
konnte dort beobachtet werden. 


Mit einem schnell rotierenden Zahnrad ZR wird der Strahl in 
der Brennebene der Linse L1 periodisch unterbrochen, sodass 
Lichtblitze der Dauer T; und der Frequenz v = 1/AT = 
1/(2T,) ausgesandt werden, wenn Steg und Lücke im Zahnrad 
gleiche Breite haben. 


Dreht sich jetzt das Zahnrad mit einer Winkelgeschwindigkeit 
a gerade so schnell, dass der von der Lücke n durchgelassene 
Lichtblitz nach Reflexion am Spiegel die nächste Lücke (n + 
1) wieder passiert, dann sieht man Helligkeit. Bei schnellerer 
Umdrehung trifft der reflektierte Lichtpuls auf einen Steg und 
man beobachtet Dunkelheit, bei 2o passiert er die Lücke n + 2, 
USW. 





Jar 


Abbildung 7.16 Messung der Lichtgeschwindigkeit mit der Zahnrad- 
methode von Fizeau 


Die Zeit zwischen zwei Lücken ist bei N Zähnen und N Lücken 
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sodass die Lichtgeschwindigkeit zu 


2d d:N:w 
Ü = — ZZ 
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bestimmt werden kann, wobei f die Drehfrequenz des Zahnrads 
ist. 


Fizeau wählte als Messstrecke die Entfernung d = 8,6km 
zwischen den Gipfeln zweier Berge. Sein Zahnrad hatte die 
Umdrehungsfrequenz f = 25,2s"!, N = 720 Zähne und unter- 
brach das Licht mit der Frequenz v = N -f = 720 - 25,2Hz = 
18,14 kHz. Er erhielt als Ergebnis c = 312000 km/s, also et- 
wa 5% zu hoch, was vor allem an der ungenauen Messung der 
Drehfrequenz des Zahnrades lag [8, 9]. 


7.1.3 Die Drehspiegelmethode von Foucault 


Eine wesentlich bessere Genauigkeit erzielte Bernard L&on Fou- 
cault 1850 mit seiner Drehspiegelmethode (Abb. 7.17). Hier 
wird das Licht durch die Linse L und die Blende B kollimiert 
und über einen mit der Frequenz & rotierenden Spiegel auf 
einen in der Entfernung d stehenden festen Hohlspiegel M ge- 
schickt, der es reflektiert und über den rotierenden Spiegel, der 
sich inzwischen um den Winkel « gedreht hat, auf eine Photo- 
platte abbildet. Bei einer Rotationsfrequenz = 2srf ist die 
Umdrehungszeit T = 2r/w und die Zeit zwischen der 1. und 
der 2. Reflexion 


2d 
N 
€ 2 0 © 
Der vom rotierenden Spiegel reflektierte Lichtstrahl gelangt um 
die Strecke Ax versetzt gegen die Blende B auf eine Photoplatte. 


Es gilt: Ax = L-tan2a x 2L-.o. 


7.1 Messung der Lichtgeschwindigkeit 





L 


Lichtquelle 


Abbildung 7.17 Prinzip der Drehspiegelmethode von Foucault 


Damit wird die Lichtgeschwindigkeit c = 2d-w/a = 4d:-w- 
L/Ax auf die Messung der Strecke Ax und der Drehfrequenz 
des Spiegels zurückgeführt. 


Heutzutage wird als Lichtquelle ein Laser verwendet, dessen 
Strahl besser gebündelt werden kann. Außerdem kann die Rota- 
tionsfrequenz des Drehspiegels, der auf einem kleinen Elektro- 
motor sitzt, um Größenordnungen höher sein als bei Foucault, 
sodass man mit wesentlich kürzeren Laufstrecken d eine höhe- 
re Messgenauigkeit erreicht. Ein solcher Versuch kann bereits 
im physikalischen Anfängerpraktikum oder sogar ın der Schule 
durchgeführt werden. 


7.1.4 Phasenmethode 


Statt mit einem Zahnrad wie bei der Fizeau-Methode kann man 
das Licht heutzutage mit optischen Modulatoren mit wesentlich 
höherer Frequenz f unterbrechen (Abb. 7.18). Dazu verwendet 
man einen gebündelten, parallelen Lichtstrahl eines Helium- 
Neon-Lasers, der durch eine Pockels-Zelle geschickt wird (dies 
ist ein elektrooptischer Modulator, welcher die Polarisations- 
ebene des Lichtes ım Takte einer angelegten Hochfrequenzspan- 
nung mit der Frequenz f dreht). Hinter einem Polarisator P wird 
dadurch die transmittierte Lichtintensität /, gemäß 


1 
L= hl! + cos’ (2rft)] 


moduliert. Ein Teil des Strahls wird durch einen Strahltei- 
ler auf die schnell reagierende Photodiode PD1 gelenkt. Nach 


Retro- 
P reflektor 





Abbildung 7.18 Phasenmethode zur Messung der Lichtgeschwindig- 
keit 
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7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 


Reflexionen an einem Spiegel wird der andere Teilstrahl mit 
einer zweiten schnellen Photodiode nachgewiesen und die Pha- 
senverschiebung Ay zwischen den Ausgangsspannungen der 
Dioden PDI und PD2 in Abb. 7.18 gemessen. Die Laufzeit- 
differenz AT = As/c des Lichtes zwischen den Detektoren 
PD1 und PD2 ist durch die Wegdifferenz As = 5» — sı mit 
sa = ST-PD2 und s; = ST-PD] gegeben. Sie ist mit der Pha- 
senverschiebung Ay verknüpft über 








AT = Ao/(Orf). 


Beispiel 


I a0 Eee N 
2d/c x 72°. Man kann go auf 0,1° genau messen. Damit 
folgt eine Messgenauigkeit von 0,14%. < 


7.1.5 Bestimmung von c aus der Messung 
von Frequenz und Wellenlänge 


Aus der Relation 
CeisA 


für elektromagnetische Wellen lässt sich die Lichtgeschwin- 
digkeit c bestimmen, wenn man Frequenz v und Wellenlänge 
ı einer Lichtwelle eines frequenzstabilen Lasers gleichzeitig 
misst. 


Dies ist mit modernen Methoden der Interferometrie (Ab- 
schn. 10.4) und der Frequenzmischung möglich [10]. Der ge- 
naueste gemessene Wert ist (als gewichteter Mittelwert ver- 
schiedener Messungen) 


c = 2,99792458 - 10° m/s. 


Tabelle 7.1 Historische Messungen der Lichtgeschwindigkeit 


Jahr Autor Methode Messwert 
[10° m/s] 

1677 Ole Römer astronomisch endlich 

1678 Huygens Auswertung der 220 200210. 
Romer-Messungen 

1849 A. Fizeau Zahnrad-Methode 315000 

1862 L. Foucault rotierender 298 000 
Spiegel 

1879 A. Michelson rotierender 299910 
Spiegel 

1926 A. Michelson _Interferometer 299 791 

1950 L. Essen Mikrowellen- 2997925 
resonator 

1973 K. Evenson Messung von v 299 792,45 
und A eines Lasers: 
en) 

seit 1983 - Definitionswert 299 792,458 


Dieser Wert wird heute als Definitionswert benutzt, um die Län- 
geneinheit | Meter zu definieren (siehe Bd. 1, Abschn. 1.6.1), 
sodass nur noch die Frequenz v zu messen ist, die man heut- 
zutage auch im optischen Bereich wesentlich genauer messen 
kann als die Wellenlänge [11]. Die Wellenlänge A wird also als 
Quotient 


A=c/v 


aus dem Definitionswert c und dem gemessenen Wert für die 
Frequenz v bestimmt [12, 13]. 


In Tab. 7.1 sind einige historische Messungen mit ihren ge- 
schätzten Fehlergrenzen zusammengefasst. 


7.8 Stehende 
elektromagnetische Wellen 


Stehende elektromagnetische Wellen können, genau wie me- 
chanische Wellen, erzeugt werden durch phasenrichtige Überla- 
gerung mehrerer, in verschiedene Richtungen laufender Wellen 
gleicher Frequenz w. 


7.8.1 Eindimensionale stehende Wellen 


Eindimensionale stehende Wellen entstehen durch Reflexion ei- 
ner ebenen Welle, die senkrecht auf eine leitende Ebene fällt 
(siehe Bd. 1, Abschn. 11.12). Betrachten wir z.B. eine ebene li- 
near polarisierte Welle E = Eo, cos(wr — kz) in z-Richtung mit 
dem elektrischen Vektor E = {E,,0,0} und dem magnetischen 
Vektor B = 10, B,,0} (Abb. 7.19). 


Da auf der Oberfläche eines idealen Leiters bei z = O keine 

Tangentialkomponente E, existieren kann, gilt am Ort der Ebene 
ze): 

E(z — 0) — Eoi + Eor —- 0 

—> Evo = -Ex . (7.29) 


Die Überlagerung von einfallender Welle E; und reflektierter 
Welle E, ergibt: 


E(z,t) = Eo; cos(wt — kz) + Ego, cos(wt + kz) 





— 2En - sin(kz) - sin(wr) (7.30) 
mitEo = Eoi = -Eor. Für den magnetischen Anteil erhalten 
wir aus der Relation 

OE, OB, 
oe 
die aus der Maxwell-Gleichung rot E = —-B folgt: 
B(z,t) = 2By cos(kz) - cos(wt) (7:31) 


mit Bo = {0, (k/w) - Ey, 0}. Zwischen den Maxima von E und 
denen von B tritt also eine räumliche Verschiebung von A /4 auf 
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Abbildung 7.20 Nachweis einer eindimensionalen stehenden elektro- 
magnetischen Welle mit Hilfe einer Dipolantenne 


dinatenursprung in eine Ecke des Quaders und die Koordinaten- 
achsen in die Kanten, so gelten für die elektrische Feldstärke 
E = {E,E,,E;} die Randbedingungen, dass die Tangential- 
komponenten auf den Wänden null sein müssen. Das heißt: 


E,=0 Sir zele ind yelo; 
E,=0 für x=0,a und z=0,c; (7.32a) 
EB=E0 ur zela nd yelßb; 


Wird eine elektromagnetische Welle mit Wellenvektor k = 
tkx,k,,k,} im Hohlraum erzeugt, so wird sie an den Wänden 





Ortsraum 
Abbildung 7.19 Eindimensionale stehende elektromagnetische Welle, 
die durch Reflexion an einer leitenden Ebene bei z = 0 durch Überla- 
gerung mit der einfallenden Welle erzeugt wurde 


und eine zeitliche Verschiebung von T/4 = n/2w, im Gegen- 
satz zur laufenden Welle, bei der E und B in Phase schwingen. 


Der Grund für die Phasenverschiebung ist der Phasensprung 
der elektrischen Komponente E bei der Reflexion (7.29), wel- 
cher bei der magnetischen Komponente nicht auftritt (siehe 
Abschn. 8.4). Diese hat gemäß (7.31) Maxima beiz = O0 und 
erleidet keinen Phasensprung bei der Reflexion. 


Solche eindimensionalen stehenden elektromagnetischen Wel- 
len im Wellenlängenbereich von etwa 0,1-Im kann man gut 
mit einer Dipolantenne nachweisen, welche man in z-Richtung 
bewegt und in deren Mitte ein Glühlämpchen angebracht ist 
(Abb. 7.20). An den Maxima der elektrischen Feldstärke leuch- 
tet das Lämpchen hell auf, an den Nullstellen ist es dunkel. 


7.8.2 Dreidimensionale stehende Wellen; 
Hohlraumresonatoren 


K, = N; n/a 





Abbildung 7.21 Quader aus leitenden Wänden als Hohlraumresonator 
Wir betrachten einen Quader aus ideal leitenden Wänden mit für stehende elektromagnetische Wellen. a Darstellung im Ortsraum; 


den Kantenlängen a, b und c (Abb. 7.21). Legen wir den Koor- b Illustration der Randbedingung (7.32b) und (7.33) 


196 


AN 
je?) 
ee 
- 
cn 
Sn 





7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 


reflektiert. Die Überlagerung der verschiedenen Komponen- 
ten mit Wellenvektoren {+k,, £k,, £k,;} führt genau dann zu 
stationären stehenden Wellen im Hohlraum, wenn die Randbe- 
dingungen 

kenn ,=mn/b, R=an)c (7.32b) 
erfüllt sind, wobei n, m, q ganze Zahlen sind. Für den Betrag des 
Wellenvektors k folgt wegen 


k|= [E+R+R 


und den Randbedingungen (7.32b) die Bedingung 


kl=k=n 2 


ee 


(33) 
Für die möglichen Frequenzen & einer beliebigen stehenden 
Welle im Quader erhalten wir wegen ® = co : k (hier ist co die 
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum) 


n? 


nr 


T 
b? 2 


=Co:N (7.34) 


In dem Quader sind also nur solche stehenden Wellen möglich, 
welche die Form 


E,„‚m.g = Eo(n,m,gq) - cos wt 


haben mit Eu = {Eox, Eoy, Eo., und 
Un . IT : Jtq 
Eox = A cos (—x) sin (= 5) sin ( 2) , 
a 


c 
. yrn am . (Tg 
Eoy = B- sin (— x) cos (—») sın (= 2) ; 
a b € 
Te 


n IC ng 
Fe, =C=sin (—x) sın (—») cos (Z ) ' 
a b % 


Ihre Feldamplitude ZEo steht senkrecht auf dem Wellenvektor k, 
der den Randbedingungen (7.32b) genügt. 


(7.35) 


Wir nennen den ideal leitenden Kasten einen Hohlraumreso- 
nator und die in ihm möglichen stehenden Wellen (7.35) seine 
Eigenschwingungen oder Resonatormoden. 


Die Frage ist nun, wie viele solcher Eigenschwingungen mit 
Frequenzen & bis zu einer vorgegebenen Grenzfrequenz wg &S 
in dem Resonator gibt. 


Um die Rechnung einfacher zu machen, betrachten wir statt des 
Quaders den Spezialfall des Würfels mitc = b = a. Die Fre- 
quenzbedingung (7.34) wird dann 


NO, ga or 
a 


> +m+g = wa /(cön >» (7.36) 
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Abbildung 7.22 Darstellung der k-Vektoren möglicher stehender Wel- 
len im Resonator als Gitterpunkte im k-Raum 


In einem Koordinatensystem mit den Achsen k,, k, und k; bil- 
den die Punkte (n, m, q) ein Gitter mit den Gitterkonstanten 
sr/a (Abb. 7.22). Es gibt also genauso viele Eigenschwingun- 
gen ım Hohlraum wie Gitterpunkte im k-Raum. In diesem 
Raum stellt (7.33) die Gleichung einer Kugel mit dem Radi- 
us |k| = n/ayn+m?+g? = w/co dar. Für n? + m’+ 
q° > 1 ist der Kugelradius k groß gegen die Gitterkonstante 
sr/a,d.h.A « 2a. Dann wird die Zahl Nc der Gitterpunkte 
mit n,m,qg > OÖ gut angenähert durch die Zahl der Einheitszel- 
len (n/a)? im Kugeloktanten (Abb. 7.23) mit dem Volumen im 
k-Raum 


(7.37a) 





K, = N; n/a 


Abbildung 7.23 Zur Herleitung der Zahl möglicher Eigenschwingun- 
gen im kubischen Resonator 


Es gilt deshalb 


IT Aw z 
Ne = Vı/E = (=) (7.376) 


6 JTCH 


wobei Vr = (n/a)? das Volumen der Einheitszelle im k-Raum 
ist. 


Berücksichtigt man noch, dass jede stehende Welle eine belie- 
bige Polarisationsrichtung haben kann, die man jedoch immer 
als Linearkombination aus zwei zueinander senkrecht polari- 
sierten Wellen darstellen kann (d.h. für eine stehende Welle in 
z-Richtung E = Ev - sinkz - sinwt ist Eo = Eoxex + EoyEy), 
so erhalten wir die Zahl der möglichen Eigenschwingungen im 
Hohlraumresonator mit Frequenzen w, die kleiner sind als eine 
vorgegebene Grenzfrequenz @g 


87 vaa” 


3 
Tr ([aA:wc 
No <= 5 ( TUCH ) u 3 








(7.38a) 


wobei wir vg = wg/2n eingesetzt haben. Dividiert man durch 
das Volumen im Ortsraum V = a? des Resonators, so erhält 
man die Zahl der Moden pro Volumeneinheit mit v < vg 


8 3 
N/V=n=——& 
3% 





(7.38b) 


Oft interessiert die spektrale Modendichte dn/dv,d.h. die Zahl 
der möglichen Eigenschwingungen pro Volumen des Resona- 
tors innerhalb des Frequenzintervalls v bis v + Av mit Av = 
1 Hz. 


Aus (7.38b) ergibt sich durch Differentiation nach v: 


dn/dv = 





a) 


dn/ dv heißt spektrale Modendichte. 
Anmerkung. 


m Die obigen Ergebnisse erhält man in einer ganz allgemeinen 
Form, wenn man die Wellengleichung 


1 E 
c? 97? 
löst unter den Randbedingungen E, = 0 fürx = 0,a;y = 


0,b;z=0,c. Die allgemeine stationäre Lösung ist dann die 
Linearkombination 


Bene N En 
n m q 


der Resonatormoden (7.35). 

m Bei nicht quaderförmigen Resonatoren kann man die Lö- 
sungen nicht immer analytisch angeben. Bei Kreiszylindern 
erhält man z.B. statt der Sinusfunktion in (7.35) Besselfunk- 
tionen als Amplitudenfaktoren der Resonatormoden [14]. 


AB= 


(7.40) 


7.9 \Wellen in Wellenleitern und Kabeln 


7.9 Wellen in Wellenleitern 
und Kabeln 


Wellenleiter, oft auch Hohlleiter genannt, sind Resonatoren mit 
offenen Endflächen, sodass außer stehenden Wellen auch fort- 
schreitende Wellen in Richtung der offenen Enden möglich sind, 
die aber in den dazu senkrechten Richtungen räumlich begrenzt 
sınd. Sie erhalten eine wachsende Bedeutung, nicht nur in der 
Mikrowellentechnik, sondern auch in der Optik als optische 
Lichtwellenleiter in Quarzfasern und in integrierten optoelek- 
tronischen Schaltungen. Wir wollen nun untersuchen, welchen 
Einfluss die durch die Begrenzungen gegebenen Randbedingun- 
gen auf die Lösungen der Wellengleichung (7.3) haben. 


Wellen zwischen zwei 
planparallelen leitenden Platten 


79.1 


Wir betrachten als einfaches Beispiel zwei planparallele leitende 
Platten im Abstand Ax = a, zwischen denen elektromagneti- 
sche Wellen hin- und herlaufen (Abb. 7.24). Eine Welle E = 
{0, E,,0} mit dem Wellenvektor k = {k,,0,k,} wird abwech- 
selnd an der oberen Wand bei x = a und an der unteren Wand 
bei x = 0 reflektiert. Bei der Reflexion wechselt k, sein Vor- 
zeichen, während k, erhalten bleibt. Die Welle erleidet einen 
Phasensprung von 7, sodass die Amplitude E ihr Vorzeichen 
umkehrt. 


Im Raum zwischen den Platten entsteht daher eine Überlage- 
rung der Welle mitk = {k,,0,k,} und der reflektierten Welle 
mitk = {-k,,0,k;}. Das Gesamtwellenfeld ist dann 


E =Eo| sin(ot — kıx — kzz) 
— sin(wt + k,x — kzz)]| 
—= — 2En sin(k,x) - cos(wt — kzz) (7.41) 
mit Eo = {0,E0,,0}. 
Weil allgemein die Tangentialkomponente der elektrischen 


Feldstärke E, = {0, E,, E,} auf den leitenden Ebenen x = O0 und 
x = anull sein muss, erhalten wir, analog zu den Überlegungen 





Abbildung 7.24 Wellenausbreitung zwischen zwei planparallelen Plat- 
ten 
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7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 











Ax 
x=a 
-E,X) 
nei ——a- Vpn 
—7 
x=0 
l 
x=a4a | 
m Vph 
n=>2 le el ZZ 2 En 
Knotenebene 
x=0 


Abbildung 7.25 Die Randbedingungen k, = n- n/a für die k,- 
Komponente einer zwischen zwei leitenden Platten in den Ebenen 
x = Oundx = a laufenden Welle führen zu Feldverteilungen E,(x) 
wie bei eindimensionalen stehenden Wellen 


im vorigen Abschnitt, die Randbedingung: 


kenaa meld: (7.42) 
Für die Komponente k, des Wellenvektors k gibt es dagegen kei- 
ne Einschränkung durch Randbedingungen. 


Die durch (7.41) beschriebene Welle ist wesentlich verschie- 
den von den stehenden Wellen (7.32) bzw. (7.35), denn (7.41) 
stellt eine in z-Richtung laufende Welle dar, deren Amplitude 
—2En sin(k,x) eine Funktion der Koordinate x ist (Abb. 7.25). 


Die Feldstärke E der Welle (7.41) ıst wegen (7.42) null in den 
Ebenen - 
xı=—=-. (7.43) 
n 
Man nennt diese Ebenen auch Knotenebenen (Abb. 7.25). 
Man beachte: 


= Außer den hier diskutierten speziellen Wellen mit der Am- 
plitude Eu = 10, Eo,, 0} ergibt die Wellengleichung (7.3) 
mit den Randbedingungen %u, = O fürx = 0Oundı =a 
unendlich viele weitere Lösungen mit Amplituden Eu = 
tEox, Eoy, Eozy. Beispiele sind: 


E = (Asink,x + Bcosk,x) cos(wt — k;z) 


mit A,B || e, oder Wellen mit einer Amplitude Eu = 
{0,0, Eo;} in z-Richtung. 
Man unterscheidet zwei Typen von Lösungen: Steht der elek- 
trische Vektor senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, d.h. ist 
Eo = tEox, Eoy, 0}, so nennt man die Wellen TE-Wellen 
(transversal-elektrisch). Hat E eine von null verschiedene 
Komponente E,, so muss die magnetische Feldstärke B = 
{Box , Boy, O} senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung stehen. 
Man nennt solche Wellen TM-Wellen (siehe Abschn. 7.9.2). 
= Die Einschränkung der Welle durch die Wände bei x = 0 
bewirkt eine räumliche Modulation der Feldamplitude in x- 
Richtung, während bei einer unendlich ausgedehnten ebenen 
Welle in z-Richtung die Feldamplitude unabhängig von x 
oder y ist. 


Der zweite Faktor in (7.41) beschreibt die in z-Richtung laufen- 
de Welle cos(wt — k,z), die sich mit der Phasengeschwindigkeit 


(02) 


Up = = 


7.44 
k (7.44a) 


in z-Richtung ausbreitet. 


Da die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum durch c = w/k = 
@/(k? + k2)\/? gegeben ist, lässt sich (7.44a) auch schreiben als 


C 


Uph = = 
k; 


= c:-y1l1+(k/k)>c! 


Dies zeigt das überraschende Ergebnis, dass sıch die Welle in 
dem Wellenleiter mit einer Phasengeschwindigkeit vpn > c, also 
schneller als im freien Raum, ausbreitet! 


kz+k 


(7.44b) 


Die Gruppengeschwindigkeit 


dw dw dk 
VUc = — I. 
dk. dk dk. 
c c” 
= — ,=— <c, (7.45) 
w Uph 


ist jedoch kleiner als für Wellen ım freien Raum, wo vg = 
vUpn = c gilt. 


Wellen in Hohlleitern zeigen also Dispersion, d.h. die 
Phasengeschwindigkeit vpn = ®/k und damit auch die 
Gruppengeschwindigkeit vs hängt von der Frequenz w ab 
(Abb. 7.26). 


Setztmanink” =k2+ _ die Randbedingung (7.42) k, = nnr/a 
ein, so folgt mitk = w/c: 





(7.46) 





N) 
Gr Welle im 


freien Raum 





Abbildung 7.26 a Phasen- und Gruppengeschwindigkeit für elektro- 
magnetische Wellen zwischen parallelen Grenzflächen als Funktion 
der Frequenz &; b Dispersionsrelation &(k) für eine elektromagne- 
tische Welle zwischen ebenen Platten (rot) verglichen mit w(k) für 
Wellen im freien Raum (schwarz). Der Quotient vpn = w/k gibt die 
Phasengeschwindigkeit an, während die Steigung dw/ dk der Gruppen- 
geschwindigkeit vg entspricht 


ass 
sod £ 


up = (7.47) 


wer 

wird, woraus man die Abhängigkeit vpn (®) erkennt. Man be- 
achte, dass vpn von n abhängt, also für verschiedene Moden 
unterschiedlich ist. 


In Abb. 7.26b ist die Dispersionskurve w(k) dargestellt, deren 
Steigung vg = dw/ dk; die Gruppengeschwindigkeit ergibt. 


Da k; für eine physikalisch reale Welle reell sein muss, folgt aus 
(7.46) für die Frequenz: 


CI 


Ders une (7.48) 
a 2a 


Dieser Grenzfrequenz vg kann man die Grenzwellenlänge 


2 
De Eee En (7.49) 
n 


VG 


einer Welle außerhalb des Wellenleiters zuordnen. Es gibt also 
eine untere Grenzfrequenz wg und eine obere Grenzwellenlänge 
Ic. Für ® < wc, d.h. A > Ac Kann sich keine Welle zwischen 
den Platten in z-Richtung ausbreiten. Die Wellenlänge A von 
Wellen zwischen den Platten darf höchstens gleich dem doppel- 
ten Plattenabstand a sein (dies entspricht dem Grenzfall k, = 0 
für A. = AG): 


Ein solcher Wellenleiter wirkt wie ein Filter, das nur Wellen mit 
Wellenlängen A < Ac durchlässt. Durch geeignete Wahl des 
Abstandes a lässt sich wg festlegen. 


Man beachte: Für k, = Owirdk = k, = w/cund vpp = c, 
d.h. es gibt dann keine Dispersion. Die Dispersion kommt also 
durch den Zickzackwesg der Wellenfronten infolge der Reflexio- 
nen an den Wänden x = O und x = a zustande, bei dem der 
Winkel von k gegen die z-Richtung von ® abhängt. 


7.9.2 Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt 


Gehen wir jetzt von dem oben diskutierten Plattenpaar zu ei- 
nem wirklichen Hohlleiter mit einem rechteckigem Querschnitt 
Ax- Ay = a-büber (Abb. 7.27), der in z-Richtung offen ist, so 
haben wir eine zusätzliche Randbedingung in y-Richtung. Des- 
halb wird die Feldamplitude Eo(x, y) der laufenden Welle 


E(x,y,z,t) = Eo(x, y) - cos(wt — k,z) (7.50) 


jetzt eine Funktion von x und y sein. 


Auf den leitenden Wänden muss die Tangentialkomponente von 
E null sein. 


Setzt man den Ansatz (7.50) in die Wellengleichung (7.3a) ein, 
so erhält man 


XE 


%”E w” 7,51) 
ox 


2 . 
tt 7-R)E=0. 
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Abbildung 7.27 Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt mit einer 
in z-Richtung laufenden TEıo-Welle (E = {0,E,0} und B = 
{Bx,0, B;y) [15] 


Analog zu den nur in x-Richtung begrenzten Wellenleitern er- 
halten wir zwei Typen von Lösungen: Transversal-elektrische 
TE-Wellen mit E = {E,, E,, 0} und transversal-magnetische 
TM-Wellen mit B = {B,,B,,0}. 


Die allgemeinen Lösungen (7.50) können dann aus (7.51) und 
mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen erhalten werden. Für TE- 
Wellen lauten sie mit den Randbedingungen 


Kkznnja. ,=ma)b (7.5la) 
NIT , MI 
Eox(x,y) = A cos —x-sin — y, 
a b 
‚NT MIT 
Eoy(X,y) = B- sin — x: cos Em y, (1.52) 
a 
El; 
Das Magnetfeld erhält man dann aus 
oB 
rot E = ger ’ (7.52a) 


Als Beispiel betrachten wir in Abb. 7.27 eine spezielle TE,m- 
Lösung mit E, = E, =QOundn = I,m = (0. Aus (7.52) und 
(7.50) ergibt sich dann mit k, = n/a: 
E, = Eosin (- x) cos(wt —kzz). (7.50a) 
a 


Das Magnetfeld dieser so genannten TEjo-Welle erhält man 
dann mit Hilfe von (7.52a) zu: 


k 
B, = --E» sin(k,x) - cos(wt — kzz) , 
0) 
(7.53) 


K; ö 
B; = ——Ey cos(k,x) - sin(wt — kzz) . 
0) 
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7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 
Man sieht, dass B = {B,,0,B;} nicht mehr senkrecht auf der 


Ausbreitungsrichtung z steht (Abb. 7.27), weil das Magnetfeld 
eine Komponente B; # O hat. 


Für die in Abb. 7.27 gezeigte Momentaufnahme zur Zeitt = 0 
gilt in den drei Ebenen o = 0, zı = 1 Aeft, = I Aert für das 
elektrische Feld: 


Be; 
E,(&,20) = Eosin —x 
a 
E,(&, zı) — 0 
an 
E,&,2) = -Eisin —% 
a 
und für das magnetische Feld bei u = 0: 


B.(x — 0,20) =) 
BR=45)-0 
B.%& = a/4,z0) = B.(x = 3a/4, 20) 
l E 
= --S2k,— 
2 0) 
E 
B.rea2x%)= Er 
@ 
DS, zo) — 0 r 


während bei z;ı = A /4 gilt: 


B.(&, zı) — 0) 
B&=DVzZ) = BES 87) 
wa 
B.(x = a/4,zı) = -B.(x = 3a/4,zı) 
1 E 
- San 
2 wa 


Bea.) 0: 
Die Werte von z> entsprechen denen von zo, aber mit umgekehr- 
ten Vorzeichen. 


Für den Wellenvektor in Ausbreitungsrichtung erhalten wir 
durch Einsetzen von (7.50) ın (7.51) die Bedingung 


2 
2 2 w 
k,E, + k,E, Zur; 


7 =0, 


woraus folgt: 
k; = v(w?/) - n?/a?. 


Die effektive Wellenlänge Asp = 2Tvpm/@w mit vn = w/k; er- 
gibt sich aus (7.47) zu: 


(7.54a) 


Ao 


T 
2 zo Ba: 


(7.54b) 


wenn Ao = c/v die Wellenlänge einer Welle gleicher Frequenz 
im freien Raum ist. Die Wellenlänge der Hohlleiterwelle ist also 
größer als im freien Raum! 


Außer den TE-Wellen gibt es in Hohlleitern auch TM-Wellen, 
bei denen das magnetische Feld transversal ıst und das elek- 
trische Feld eine Komponente in Ausbreitungsrichtung hat 
(Abb. 7.28). 


Die entsprechenden Lösungen der Wellengleichung sind z.B. 





Krk; 
Ex, — Ev 


2 + R cos(k,x) sin(k,y) 


-sin(ot — kzz) ; 


k,k 
F,=E Er sin(k,x) cos(k,y) (7.55a) 
eur 
-sin(ot — kzz) ; 
E, = Eo sin(k,x) sin(k,y) cos(wt — k.z) ; 
Be: 
ke” 
Bein (7.55b) 
a 97 us 
B=U 


mit den entsprechenden Randbedingungen (7.51a) für k, und X, 
[16]. 


Solche in Hohlleitern (Wellenleitern) fortschreitenden Wellen 
nennt man TE,„- bzw. TM,„„-Wellen, je nachdem, ob E oder 
B senkrecht auf der z-Richtung steht. Die räumliche Amplitu- 
denverteilung in der x-y-Ebene hat mit den Randbedingungen 
(7.5la) n Knotenflächen x = x, und m Knotenflächen y = y,„. 


Bei TE-Wellen ist es möglich, dass n oder m null sein kann, 
während bei TM-Wellen sowohl n als auch m ungleich null ist. 
Die in Abb. 7.28 dargestellte TM| ,-Welle ist also die einfachste 
TM-Welle. 


In Hohlleitern mit kreisförmigem Querschnitt erhält man aus 
den entsprechenden Randbedingungen statt der Vorfaktoren 
sin(k,x) bzw. cos(k,y) Besselfunktionen. 


Einige Beispiele für solche Amplitudenverteilungen E(x,y) in 
zylindrischen Hohlleitern sind in Abb. 7.29 illustriert. In diesem 
Fall steht n für die Zahl der radialen und m für die der azımutalen 
Knotenflächen. 


Die Grenzfrequenz lässt sich analog zu (7.48) bestimmen. Aus 


= /R-R—K 


erhält man mit k = &/c und den Randbedingungen (7.42): 


n m? 
— + — 


V>@a =c-n 
a? b? 


(7.56) 
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Abbildung 7.238 TEM-Wellen in einem Wellenleiter mit rechteckigem Querschnitt. Die roten Linien stellen die elektrischen Feldlinien dar. a TEjo- 
Welle. Die elektrischen Feldlinien zeigen in # y-Richtung. b TM;,-Welle. Das Magnetfeld steht senkrecht auf der Zeichenebene (x bedeutet: 
B zeigt in die Zeichenebene, e bedeutet: B zeigt aus der Zeichenebene) 


TEgı TE N == 


Abbildung 7.30 Verzweigung eines Hohlleiters 


Wählt man a und Db geeignet, so kann man erreichen, dass sich 
bei einer gewünschten Frequenz ® z.B. nur eine TE,; Welle 
ausbreiten kann. 


IM Solche Hohlleiter spielen für den Transport von Mikrowellen 

n eine große Rolle [17]. Sie verhindern, dass die von einem 

Abbildung 7.29 Beispiele für die Feldverteilung von TM,„- und TE,„- Mikrowellensender erzeugle Leistung sich AN salzen Raum 
Wellen in einem zylindrischen Hohlleiter mit kreisförmigem Quer- ausbreitet. Durch die leitenden Wände wird die Welle in ei- 
schnitt nem begrenzten Volumen bis zum Verwendungsort „geführt“, 
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7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 





Abbildung 7.31 Photo eines kommerziellen Mikrowellen-Hohlleiters 
mit T-Stück und Flanschen 


wo sie praktisch ungeschwächt ankommt. Man kann damit Wel- 
len auch „um die Ecke‘ leiten (Abb. 7.30). Dadurch lassen 
sıch große Variationsmöglichkeiten für die Wellenleitung rea- 
liısieren. Die kommerziell erhältlichen Hohlleiter bestehen aus 
Leiterstücken mit Flanschen (Abb. 7.31), sodass man durch Zu- 
sammensetzen verschiedener Teilstücke die an das jeweilige 
Problem angepasste Wellenleitung erhalten kann [13]. 


7.9.3 Drahtwellen; Lecherleitung; 
Koaxialkabel 


7.9.3.1 


Elektromagnetische Wellen können nicht nur in Hohlleitern 
„geführt“ werden, sondern sie können sich auch entlang elek- 
trisch leitenden Drähten ausbreiten. Zur Illustration dient der in 
Abb. 7.32 gezeigte Versuch: 


Lecherleitung 


Bringt man zwei ın z-Richtung verlaufende parallele Drähte, die 
an einem Ende miteinander verbunden sind (Lecherleitung), in 
das elektromagnetische Feld eines Hochfrequenzsenders, so be- 
obachtet man entlang der Lecherleitung stehende elektromagne- 
tische Wellen, die zu einer periodischen Spannungsverteilung 
U(z) und einer entsprechenden Stromverteilung /(z) führen. 
Die Spannungsverteilung U(z) lässt sich nachweisen mit einer 
Glimmlampe, die quer über die Lecherleitung gelegt wird und in 
z-Richtung verschiebbar ist (Abb. 7.32a). Am offenen Ende der 
Leitung tritt ein Spannungsbauch, am kurzgeschlossenen Ende 
ein Spannungsknoten auf. Die Stromverteilung /(z) kann über 
ihr Magnetfeld B(r, z) mit einer kleinen Induktionsspule gemes- 
sen werden, deren Enden an einen Oszillographen gehen. 


Mithilfe einer Gleichrichterdiode kann die Induktionsspannung 
auch direkt mit einem Voltmeter angezeigt werden (Abb. 7.32b). 


Der Strom /(z) ist null am offenen Ende der Leitung und hat ein 
Maximum am geschlossenen Ende. Dort tritt ein Phasensprung 


Draht 


Una = KZ) 


b) 





Abbildung 7.32 Lecherleitung. a Messung der Spannung U(z) mit- 
tels einer Glimmlampe; b Messung der Stromstärke /(z) mittels einer 
Induktionsspule. Der Strom hat Schwingungsbäuche an den kurzge- 
schlossenen Leiterenden und -knoten an den offenen Enden, bei der 
Spannung verhält es sich umgekehrt. Der Abstand d ist hier zu groß 
gezeichnet, um die Zeichnung übersichtlich zu machen 


um z auf. Wird der Abstand d zwischen den Leitungen sehr 
klein gegen die Wellenlänge A der stehenden Wellen, so sind 
die Ströme in den beiden Leitern gerade gegenphasig. 


7.9.3.2 Koaxialkabel 


In Kap. 6 haben wir gesehen, dass ein gerader Draht, durch 
den ein hochfrequenter Wechselstrom fließt, wie ein Hertz’scher 
Dipol wirkt, der Energie in Form von Wellen in den Raum ab- 
strahlt. Die abgestrahlte Leistung ist nach (6.38) proportional 
zur vierten Potenz der Frequenz @. 


Man kann deshalb bei hohen Frequenzen elektrische Ströme 
nicht mehr durch einfache leitende Drähte transportieren, weil 
der Energieverlust zu groß wird. 


Hier helfen Doppelleitungen wie in Abb. 7.32, bei denen der 
Abstand d der beiden Leiter klein ist gegen die Wellenlänge A, 
weil dann die von den beiden Leitern abgestrahlten Wellen um 
sr gegeneinander phasenverschoben sind und sich daher durch 
destruktive Interferenz auslöschen. 


Noch besser zur Vermeidung von Abstrahlverlusten eignen sich 
Koaxialkabel, die aus einem dünnen Innenleiter mit dem Ra- 
dius a und einem koaxialen Außenleiter mit Radius b bestehen 
(Abb. 7.33). Sie können als zylindrische Wellenleiter mit kreis- 
förmigem Querschnitt angesehen werden. Der Unterschied zum 
üblichen Hohlleiter ist allerdings, dass durch den Innenleiter 
eine zusätzliche Randbedingung auftritt. Wird der Außenleiter 





a — 


2b 


Abbildung 7.33 Koaxialwellenleiter mit radialen elektrischen und 
kreisförmigen magnetischen Feldlinien 


geerdet, so ist das elektrische Feld radial, wobei Richtung und 
Betrag von E vom Potential V(z) des Innenleiters abhängen. 


Die Magnetfeldlinien sınd konzentrische Kreise um den Innen- 
leiter, wobei sich ihr Drehsinn als Funktion von z periodisch mit 
der Wellenlänge als Periode ändert. 


Wenn eine elektromagnetische Welle in z-Richtung durch das 
Koaxialkabel läuft, wird die Spannung U zwischen Innen- und 
Außenleiter eine Funktion von z (Abb. 7.34). 


Ist Z die Induktivität und C die Kapazität pro m Kabellänge, so 
gilt nach dem Induktionsgesetz 


=. kl 
AU=-UR + A) -Do)- „Az 


woraus für Az > 0 folgt: 
uU 
2 


Die Ladung auf der Länge Az ist 


x 01 
a 


Fr (7.57) 


= C>D+ Az. 


Die zeitliche Änderung der Ladung dg/drt verhält sich wie der 
Strom 
AI=I(z+ Az) -I(@), 


der aus dem bzw. in das Volumen zwischen z und z-+ Az fließt. 
Deshalb gilt: 

0 OU 

a 


.=— 7.58 
Oz or 
Innenleiter 
KW — = I(z+AZ) 
u(z)! dQ/dt | U(Z+Az) z 
I 2 % 


Eu Außenleiter 


N 


Abbildung 7.34 Zur Herleitung der Wellengleichung (7.59) 


7.9 Wellen in Wellenleitern und Kabeln 


Differenziert man (7.57) nach z und (7.58) nach t und setzt 
9°1/(9zdt) in (7.58) ein, so ergeben sich die Gleichungen: 


KU „FU 

oT  aadd 

— =LCÜ—. 7.59b 

07? dt? 
Dies ıst eine Wellengleichung für die Spannung U = Uy 


-sin(ot — kz) und den Strom / = Ip - sin(wt — kz — o), deren 
Amplituden sich mit der Geschwindigkeit 


1 


A 


Re 





Up = (7 .60) 


in z-Richtung ausbreiten. Der im Allgemeinen komplexe Wider- 
stand Z = U/I hängt von der Phasenverschiebung @ zwischen 
U und / ab. Es gilt (siehe Abschn. 5.4) 


_ Im(Z) 
Reiz) ' 





tan o 


Der reelle Quotient Zyg = Uo/Ih = YL/ C heißt Wellenwider- 
stand des Koaxialkabels (siehe Aufg. 7.15). Seine Dimension 
ist [Zoll = 1V/A = 12. Schließt man ein Koaxialkabel am 
Ende mit einem Widerstand R = Zo ab, so wird die im Kabel 
laufende Welle nicht reflektiert. 


Beispiel 


Ein Koaxialkabel mit C = 100pF/m und L = 
0,25 uH/m hat einen Wellenwiderstand von Zy = 502. 
< 


Der Wellenwiderstand hängt für das Beispiel des Koaxfalleiters 
in Abb. 7.33 von den Radien a und 5b von Innen- und Außenleiter 
ab. Man erhält (siehe Aufg. 7.15) 


wnd 
u ZITEHC 





7; In(b/a) . (7.61) 


Bei einem flexiblen Koaxialkabel ist der Innenleiter ein dünner 
Draht, der Außenleiter ein Drahtgeflecht. Der Raum zwischen 
Innen- und Außenleiter ist mit einem Isolierstoff (e > 1) gefüllt. 
Dadurch wird die Kapazität C um den Faktor & größer, d.h. die 
Phasengeschwindigkeit um ‚/e kleiner (siehe auch Kap. 8). 


Im Koaxialleiter können, wie auch im freien Raum, sowohl 
E als auch B senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung stehen. 
Die Wellenformen der im Kabel laufenden Welle heißen dann 
TEM,m-Moden (transversal-elektromagnetische Moden). 


Sie haben n Knoten entlang der Radialkoordinate r und m Kno- 
ten entlang der Azimutalkoordinate o. 
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7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 


7.9.4 Beispiele für Wellenleiter 


Im Folgenden wollen wir einige Beispiele für Wellenleiter in 
ganz verschiedenen Wellenlängenbereichen betrachten. 


7.9.4.1 Radiowellen in der Erdatmosphäre 


Unter dem Einfluss des kurzwelligen ionisierenden Anteils der 
Sonnenstrahlung wird ein Teil der Moleküle und Atome ın der 
Erdatmosphäre ın Höhen oberhalb 50-100 km ionisiert. Diese 
Ionosphäre reflektiert elektromagnetische Wellen im Radiofre- 
quenzbereich. Man bezeichnet die Übergangsschicht, bei der 
sich die Dielektrizitätskonstante e schnell ändert und an der da- 
her eine Reflexion der Welle stattfindet, als Feaviside-Schicht 
(Abb. 7.35). Die Grenzfrequenz v, hängt von der Ionendichte 
ab, die wiederum von Jahres- und Tageszeit und Sonnenaktivität 
abhängt. Man unterscheidet die D-Schicht (> 80 km), E-Schicht 
(120 km) und F-Schicht (200-400 km). Die D-Schicht reflektiert 
Wellen mit v > 5-30 MHz. 


Infolge der Reflexion können die Radiowellen vom Sender S an 
Stellen der Erde gelangen, an die sie durch rein geometrische 
Ausbreitung nie hinkommen würden. Da die Ionosphäre und 
damit auch die Höhe der Heaviside-Schicht von dem Ionenfluss 
im Sonnenwind beeinflusst werden, kann beı Veränderungen des 
Ionenstroms von der Sonne (Protuberanzen, Flares) der Radio- 
funkverkehr auf der Erde gestört werden. 


7.9.4.2 Mikrowellenleiter 


Die im Abschn. 7.9.2 besprochenen metallischen Hohlleiter 
werden für die räumlich begrenzte Weiterleitung von Mikro- 
wellen vom Mikrowellengenerator durch eine Probe, deren 
Absorption von Mikrowellen untersucht werden soll, zum De- 
tektor eingesetzt. Man kann so Mikrowellen über viele Meter 
mit geringen Verlusten leiten. 


7.9.4.3 Lichtwellenleiter 


Auch Lichtwellen lassen sich über große Entfernungen (bis 
zu 1000km!) durch dünne flexible Quarzfasern leiten. Dies 


d v>vg=30 MHz 


— u 


u / R RN 
> ‚\onosphäre nn 


_ ——— 





: Kurzwellen- 
sender 






Abbildung 7.35 Reflexion von Radiowellen an der Heaviside-Schicht 
zwischen Ionosphäre und Mesosphäre. Die Grenzfrequenz v, hängt ab 
von der Ionendichte und damit von der Tageszeit 


wird heute in großem Umfang zur digitalen optischen Si- 
gnalübertragung mit Bitraten bis zu 10!!s”! ausgenutzt (siehe 
Abschn. 12.7). 


7.10 Das elektromagnetische 
Frequenzspektrum 


Die Maxwell-Gleichungen und die aus ihnen abgeleitete Wel- 
lengleichung (7.3) beschreiben elektromagnetische Felder und 
ihre Ausbreitung als Wellen im Raum. 


Periodische Wellen sind Spezialfälle der viel größeren Lösungs- 
mannigfaltigkeit der Wellengleichung. Dabei ist die Frequenz & 
und damit die Wellenlänge A = 2rrc/w dieser Wellen noch völ- 
lig offen. 


Alle Phänomene elektromagnetischer Wellen im Vakuum wie 
Ausbreitungsgeschwindigkeit c, Energiedichte Wem, Poynting- 
Vektor S etc. müssen für alle Frequenzen & durch die Maxwell- 
Gleichungen beschreibbar sein. 


Das gesamte uns zur Zeit bekannte Frequenzspektrum elektro- 
magnetischer Wellen, das über 24 Dekaden umfasst, ist schema- 
tisch in Abb. 7.36 dargestellt, um die Frequenzen v = w/2r, 
die Wellenlängen A = c/v und die entsprechenden Photo- 
nenenergien (in eV) übersichtlich vergleichen zu können. Ein 


Frequenz Wellenlänge Photonen- 
v/Hz Mm energie in eV 
‚024 19.” 40 
Gamma- 10-"4 408 
10° strahlung 
10° 
Röntgen- 40° 
strahlung 
0 
Ultraviolett 
Infrarot 402 
10" 
Mikrowellen 
-410° 
4n-8 
Radiowellen 2 
10. 


Ultra- 
langwellen 





Abbildung 7.36 Übersicht des gesamten bisher bekannten elektroma- 
gnetischen Spektrums 


7.10 Das elektromagnetische Frequenzspektrum 
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Abbildung 7.37 Spektrales Absorptionsverhalten der Atmosphäre. Die rote Kurve gibt die Höhe h in der Atmosphäre über dem Erdboden an, in 
der die Intensität /(A) der von außen einfallenden Strahlung auf 1/e abgeschwächt wird. Man sieht, dass es nur wenige spektrale „Fenster“ gibt, 


in denen /(\) praktisch ungeschwächt auf dem Erdboden ankommt 


Photon ist dabei die kleinste Energieeinheit eines elektroma- 
snetischen Feldes der Frequenz v, dessen Feldenergiedichte 
Wem „gequantelt“ ist und immer als Summe von Energiequan- 
ten h - v geschrieben werden kann, wobei die Konstante h 
das Planck’sche Wirkungsquantum heißt (siehe Bd. 3, Ab- 
schn. 3.1). 


Wenn auch der gesamte Spektralbereich für das elektromagne- 
tische Feld im Vakuum durch dieselben Gleichungen mit den 
gleichen Konstanten go, uUo beschrieben werden kann, so ändert 
sich dies grundlegend, wenn die Wechselwirkung des elektro- 
magnetischen Feldes mit Materie betrachtet wird. Hier spielen 
die freguenzabhängigen Eigenschaften der Materie wie z.B. 
Absorption, Streuung, Dispersion und Reflexion eine große Rol- 
le (siehe Kap. 8). 


Die Untersuchung dieser Materialeigenschaften für die ver- 
schiedenen Spektralbereiche hat unsere Kenntnisse über die 
submikroskopische Struktur der Materie entscheidend erweitert 
(siehe Bd. 3 und 4). 


Bis vor 100 Jahren stand für solche Untersuchungen nur der en- 
ge Spektralbereich (A = 400-700nm) des sichtbaren Lichtes 
zur Verfügung, weil das menschliche Auge der einzige damals 
bekannte Detektor für elektromagnetische Wellen war. Die in 
diesem Frequenzbereich auftretenden Phänomene und ihre Be- 
schreibung bilden den Gegenstand der Optik. Inzwischen gibt es 
Strahlungsquellen und Detektoren für den Infrarotbereich (A > 
700 nm), für den Mikrowellenbereich (A > 400 um), den Ultra- 
violettbereich (A < 400. nm), den Röntgenbereich (A s 1Onm) 
und den Gammastrahlungsbereich (A <s 0,01nm). In all diesen 
Spektralbereichen sınd neue Methoden des Nachweises und der 
quantitativen Messung entwickelt worden. Deshalb schließt die 


moderne Optik auch den Infrarot- und Ultraviolettbereich mit 
ein. 


Besonders bemerkenswert sind die Fortschritte durch Erschlie- 
Bung neuer Spektralgebiete in der Astrophysik. Früher war der 
sichtbare Spektralbereich, d.h. Licht, die einzige Informati- 
onsquelle (außer Meteoriten) über außerirdische Objekte und 
Vorgänge (Sterne, Planetenbewegungen, Kometen und Galaxi- 
en). 


Inzwischen gibt es astronomische Untersuchungen im Radio- 
frequenzbereich (Radioastronomie) im infraroten, ultravioletten 
und Röntgenbereich, welche ganz neue, bisher unbekannte Phä- 
nomene zu Tage gebracht haben und damit neue Erkenntnisse 
über den Kosmos ermöglicht haben. 


Für Beobachtungen vom Erdboden aus ist man auf diejeni- 
gen Spektralbereiche beschränkt, die von der Erdatmosphäre 
durchgelassen werden (Abb. 7.37). Dies sind im Wesentlichen 
das Sichtbare, das Radiofrequenzgebiet und enge „Fenster“ im 
nahen Infrarot, wo die Atmosphäre wenig absorbiert, sodass 
die Strahlung bis auf den Erdboden dringen kann. Die Strah- 
lung in anderen Bereichen wird durch „Spurengase“ wie z.B. 
CO;, H>50, OH oder CH; in der Atmosphäre absorbiert. Die 
Hauptbestandteile der Atmosphäre, N> und O>, absorbieren erst 
unterhalb A < 200nm, dem so genannten Vakuum-UV. Für 
alle diese Spektralbereiche muss man Messungen deshalb von 
Stationen außerhalb der Atmosphäre (Ballons, Satelliten, Raum- 
sonden) machen. 


Die Realisierung von Sendern für elektromagnetische Wel- 
len hängt vom Spektralgebiet ab. Für den Bereich A > 
lm (v < 3 - 10°Hz) stehen Hochfrequenzsender (wie z.B. 
in Abb.6.16) zur Verfügung. Für den Mikrowellenbereich 
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7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 


(A > Imm = v < 3. 10!! Hz) gibt es Mikrowellengeneratoren 
(wie z.B. Klystrons oder Carcinotrons [15, 18]). Im Infraro- 
ten sind thermische Strahler (z. B. das durch Ohm’sche Heizung 
auf 2000 K gebrachte Wolframband einer Lampe, ein auf 1000- 
2000K geheizter Nernststift oder angeregte Moleküle) Quellen 
für elektromagnetische Strahlung. Für das sichtbare Licht bil- 
den die Übergänge zwischen Energieniveaus von Atomen und 
Molekülen die hauptsächlichen Quellen (siehe Bd. 3). 


Da der sichtbare Spektralbereich naturgemäß für den Menschen 
eine besondere Rolle spielt, werden in den nächsten Kapiteln 
Phänomene bei der Wechselwirkung von Licht mit Materie, bei 
der Überlagerung von elektromagnetischen Wellen (Interferenz) 


Zusammenfassung 


= Alle elektromagnetischen Wellen im Vakuum sınd Lösungen 
der Wellengleichung (7.3) 


1 HE 
Anz > 0 
die aus den Maxwell-Gleichungen hergeleitet werden kann. 
m Ebene periodische Wellen E = Ey - cos(wt— k : r) sind be- 
sonders wichtige Spezialfälle der allgemeinen Lösungen. 
m Die Ausbreitungsgeschwindigkeitc = w/k elektromagneti- 
scher Wellen im Vakuum ist für alle Frequenzen gleich, d.h. 
es gibt keine Dispersion. Der Wert von c = 299792458 m/s 
wird als Definitionswert aufgefasst und dient zur Definition 
der Längeneinheit I m. 
= Zwischen elektrischem und magnetischem Feld einer elek- 
tromagnetischen Welle bestehen die Relationen 


El=c|Bl; ELB: E,BlLk. 


E,B und k bilden ein Rechtssystem. 


Aufgaben 


7.1. Zeigen Sie, dass aus den Maxwell-Gleichungen (7.1) ei- 
ne zu (7.3) analoge Wellengleichung für das magnetische Feld 
B folgt. 

7.2. Zeigen Sie, dass für eine beliebige ebene Welle, die sich 
in der Richtung k ausbreitet, die Ebenen k -r = const Phasen- 
flächen sind. 

7.3. Aus der Linearität der Wellengleichung folst, dass jede 
Linearkombination der Wellenamplitude von Lösungen wie- 


oder bei der Beugung am Beispiel von Licht dargestellt, weil 
sie für diesen Spektralbereich besonders „augenfällig‘ sind und 
man sie (ohne Zuhilfenahme anderer Detektoren) unmittelbar 
beobachten kann. 


Die hier gewonnenen Ergebnisse gelten bei entsprechender Ska- 
lierung der Wellenlänge aber im Allgemeinen auch für die 
anderen Spektralbereiche. 


Die im Folgenden behandelten Prinzipien und Phänomene des 
sichtbaren Lichtes bilden den Inhalt der Optik, die allerdings 
bei Verwendung entsprechender Detektoren heute sowohl den 
ultravioletten als auch den infraroten Spektralbereich umfasst. 


m Die elektromagnetischen Wellen transportieren Energie und 
Impuls. Der Poynting-Vektor 


S= &uc’ (Ex B) 


gibt die Richtung des Transportes an. 
Die Intensität / einer Welle ist die Energie, die pro Sekunde 
durch 1 m? Fläche transportiert wird. Es gilt: 


I=|S]. 


Der Impuls der ebenen elektromagnetischen Welle pro Volu- 


meneinheit ist i 
Tst = —S . 


22 

m Die stationären Lösungen der Wellengleichungen in ge- 
schlossenen Resonatoren sind stehende Wellen E = Ey sink- 
r, deren räumliche Amplitudenverteilung durch die Randbe- 
dingungen an den Resonatorwänden festgelegt sind. 

= In wWellenleitern mit Ausbreitungsmöglichkeit in z- 
Richtung breiten sich die TE,„- bzw. TM,„-Wellen E = 
Eo(x, y) cos(wt — k,z) aus, deren Amplitude Zu von x und y 
abhängt. 


der eine Lösung ergibt. Gilt dies auch für die Intensitäten der 
Wellen? Gibt es Fälle, bei denen man die Intensitäten zweier 
Teilwellen addieren Kann, um die Gesamtintensität zu bekom- 
men? 

7.4. Zeigen Sie, dass jede lineare polarisierte Welle als Li- 
nearkombination aus zwei zirkular polarisierten Wellen mit 
entgegengesetztem Drehsinn beschrieben werden kann. 


7.5. Ein Sonnenenergiekollektor hat eine Fläche von 4m? 
und besteht aus einer geschwärzten Metallplatte, die 80 % der 
einfallenden Energie absorbiert. Die Platte wird in inneren 
Kanälen von Wasser durchlaufen, welches die Energie abführt. 
Wie groß muss der Wasserdurchfluss sein, wenn der Kollektor 
die Temperatur von 80 °C nicht überschreiten soll, die Wärme- 
abgabe des Kollektors an die Umgebung (T = 20°C) AO = 
K« - AT ist und die Sonnenstrahlung unter einem Winkel von 20° 
gegen die Flächennormale einfällt (Sonnenintensität am Ort des 
Detektors 500 W/m?,k = 2WJYK). 

7.6. Ein Kondensator aus planparallelen Platten mit der Ka- 

pazität C wird aufgeladen mit dem konstanten Strom / = 

dO/dt. 

a) Man bestimme das elektrische und das magnetische Feld 
während der Aufladung. 

b) Wie groß ist der Poynting-Vektor S” 

c) Drücken Sıe die Gesamtenergie, die in den Kondensator mit 
Ladung O geflossen ist, zum einen durch |S$| und zum ande- 
ren durch O und C aus. 

7.1. Die Sonne strahlt der Erde (außerhalb der Erdatmosphä- 

re) eine Intensität von 1400 W/m? zu. Wie viel Sonnenenergie 

erhält der Mars? 

Angenommen, der Mars würde 50% der eingestrahlten Ener- 

gie diffus reflektieren (d.h. gleichmäßig in einem Raumwinkel 

von 277). Wie viel dieser reflektierten Strahlung erreicht die Erde 
zum Zeitpunkt der Messung, bei dem die Erde zwischen Sonne 
und Mars steht? (Entfernung Erde-Sonne: 1,5 - 10!! m, Sonne- 

Mars: 2,3 - 10!! m). 

7.8. Die maximale Intensität der Sonnenstrahlung auf eine 

zur Sonnenrichtung senkrechte Fläche auf der Erdoberfläche ist 

in Deutschland im Juni etwa 800 W/m?. Welche Leistung wür- 
de durch die Augenpupille (Durchmesser 2mm) gehen, wenn 
man ungeschützt in die Sonne schauen würde”? Die Augenlin- 

se bildet die Sonnenscheibe auf einem Fleck mit etwa O,lmm 

Durchmesser auf der Netzhaut ab. Wie groß ist die Intensität auf 

der Netzhaut? 

7.9. Eine kleine Kugel (Radius R, Dichte 0) soll durch den 

Strahlungsdruck in einem senkrecht nach oben verlaufenden La- 


-- 2R—- 


m-g 


Abbildung 7.38 Zu Aufg. 7.9 


Aufgaben 


serstrahl gegen die Schwerkraft in der Schwebe gehalten werden 

(Abb. 7.38). Wie groß muss die Intensität des Lasers sein, wenn 

sie über den Kugelquerschnitt als konstant angesehen werden 

kann und das Reflexionsvermögen der Kugel 100 % beträgt? 

7.10. 

a) Eine Lichtmühle im Vakuum mit vier Flügeln aus absor- 
bierenden oder reflektierenden Flächen ä 2 x 2cm?, deren 
Mittelpunkt 2 cm von der Drehachse entfernt ist, wird von ei- 
nem parallelen Lichtbündel mit Querschnitt 6 x 6cm? und 
einer Intensität 7 = 10*W/m? bestrahlt. Wie groß ist das 
wirkende Drehmoment? 

b) Nun wird die gleiche Mühle in ein Gefäß gebracht, das mit 
Argongas (p = 10 mbar) gefüllt ist. Die Wärmekapazität der 
absorbierenden Flächen ist 10°! Ws/K je Fläche. Schätzen 
Sıe jetzt das Drehmoment ab, wenn die Gefäßwände Zım- 
mertemperatur haben. 

7.11. Eine kleine Antenne strahlt eine Leistung von 1W ab, 

die von einem Parabolspiegel mit I m und einer Brennweite von 

0,5 m gesammelt und als paralleles Wellenbündel (ebene Wel- 

le) reflektiert wird (Abb. 7.39). Wie groß ist die Intensität der 

Welle, wenn der Dipol im Brennpunkt steht und senkrecht zur 

Verbindungslinie SO orientiert ist? 


0 





Abbildung 7.39 Zu Aufg. 7.11 


7.12. In einem rechteckigen Hohlleiter (a = 3cm) soll sich 
eine elektromagnetische Welle mit der Geschwindigkeit vg = 
10° m/s ausbreiten. Wie groß muss ihre Wellenlänge A sein, und 
wie groß ist die Phasengeschwindigkeit’? 

7.13. Durch einen geraden Kupferdraht 3mm, R = 
0,03 2/m, L = 100m) fließt ein Strom von 30 A. Man berechne 
E, B und den Poynting-Vektor $ auf der Oberfläche des Drahtes. 
7.14. Es gibt Pläne, Raumschiffe zu weit entfernten Himmels- 
körpern durch Photonenrückstoß auf hohe Geschwindigkeiten 
zu beschleunigen. Wie groß muss die Intensität des Lichtes einer 
„Lampe“ mit 100 cm? Fläche sein, die Licht aus dem Raum- 
schiff nach „hinten“ aussendet, damit eine Masse von 1000kg 
eine Beschleunigung von 10°” m/s? erfährt? 

7.15. Man berechne für einen koaxialen Wellenleiter mit In- 
nenradius a und Außenradius b die Kapazität C pro m, die 
Induktivität Z pro m und den Wellenwiderstand Zo. Wie groß 
muss füra = lmm 5 sein, damit Zo = 100 2 wird? 
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7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum 
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8 Elektromagnetische Wellen in Materie 


Nachdem wir uns im vorigen Kapitel mit den Eigenschaften 
elektromagnetischer Wellen im Vakuum befasst haben, wollen 
wir nun untersuchen, welchen Einfluss Materie auf die Aus- 
breitung elektromagnetischer Wellen hat. Wir müssen dazu die 
vereinfachten Maxwell-Gleichungen (7.1) im Vakuum, aus de- 
nen sich die Wellengleichung für Wellen im Vakuum ergab, 
durch Terme ergänzen, welche den Einfluss des Mediums ent- 
halten. 


Während die Ausbreitung und die Überlagerung elektroma- 
gnetischer Wellen in Materie durch eine solche klassische 
makroskopische Theorie, die auf den erweiterten Maxwell- 
Gleichungen basiert, gut beschrieben werden können, lassen 
sıch die Erzeugung und Vernichtung von elektromagnetischen 
Wellen (Emission und Absorption) durch die Atome des Medi- 
ums im mikroskopischen Modell der Atomphysik nur durch die 
Quantentheorie richtig deuten (siehe Bd. 3). 


Trotzdem gewinnt man durch das klassische Modell des ge- 
dämpften Oszillators für die absorbierenden oder emittierenden 
Atome, das wir bereits beim Hertz’schen Dipol verwendet ha- 
ben, einen guten Einblick in die physikalischen Phänomene, die 
bei elektromagnetischen Wellen in Materie auftreten. 


Wir wollen zuerst eine anschauliche phänomenologische Dar- 
stellung geben, bevor wir die Lösung der erweiterten Maxwell- 
Gleichungen behandeln. 


8.1 Brechungsindex 


Misst man die Ausbreitungsgeschwindigkeit vpn (Phasenge- 
schwindigkeit) elektromagnetischer Wellen im Medium, so 
stellt man experimentell fest: 


m Der Wert von vpn Ist um einen vom Medium abhängenden 
Faktor n > 1 kleiner als die Lichtgeschwindigkeit c im Va- 
kuum: 

€ 
vpnN)=-. (8.1) 
n 

= Der Wert von n und damit auch die Geschwindigkeit vpn 
hängen nicht nur vom Medium ab, sondern auch von der 
Wellenlänge A: 


n=n(l) > vpn = vp(A) (Dispersion) . 


Wie lässt sich dieses Ergebnis verstehen? Dazu betrachten wir 
ın Abb. 8.1 eine ebene Lichtwelle, 


E. = Ey el (wi—kz) _ Eye! ®2/ vr) 


die in z-Richtung durch ein Medium (z.B. eine Gasschicht) 
der Dicke Az läuft. Innerhalb des Mediums ist die Wellenlän- 
ge‘ = Ao/n kleiner als außerhalb, während die Frequenz & 
gleich bleibt. In diesem Medium werden die Atomelektronen 
zu erzwungenen Schwingungen angeregt. Diese schwingenden 
Dipole strahlen ihrerseits wieder elektromagnetische Wellen E; 
der gleichen Frequenz ® wie die der Erregerwelle aus, aber die 





Z 


— 


a Eo . latt -(n - 1)Az/e - z/c) 
— x 


A= on 


Abbildung 8.1 Durchgang einer ebenen Welle durch ein Medium mit 
Brechunssindex n. Die Reflexion an den Grenzflächen ist hier nicht be- 
rücksichtigt 


Phase der erzwungenen Schwingung ist verzögert gegen die der 
Erregerschwingung (siehe Bd. 1, Abschn. 11.5). 


Im Beobachtungspunkt ?(z) hinter dem Medium überlagern 
sich Primär- und Sekundärwellen zu einem Gesamtwellenfeld 


E=E.+) Er. 
k 


(8.2) 


Wegen der Phasenverzögerung der Sekundärwellen &; ist die 
gesamte Welle E ım Punkte P verzögert, d.h. sie kommt spä- 
ter an als ohne Medium, ihre Geschwindigkeit vpn ist also im 
Medium kleiner als im Vakuum (Abb. 8.2). 


Wir wollen diese Überlagerung zuerst pauschal durch den Bre- 
chungsindex n (oft auch Brechzahl genannt) beschreiben, bevor 
wir dann den Wert von n durch atomare Größen ausdrücken kön- 
nen. 


8.1.1 Makroskopische Beschreibung 


Im Vakuum würde die Welle für die Strecke Az die Zeitt = 
Az/c benötigen. Im Medium läuft sie mit der Geschwindigkeit 
c’ = c/n und braucht daher die zusätzliche Zeit 


At=(n-1)-Az/c. 


Nach Durchlaufen des Mediums wird die Welle im Punkte ?(z) 
also beschrieben durch 


E() = Egel@l-n-Dar/e-eje 


A Eye! ®t/d) , elo(n-1)Az/c (8.3) 


n=1 AZ 
Primärwelle 


n>1 
von 


A\ 
MUSV_ 


) 2. Schicht 
1ı 3. Schicht 
I] 4. Schicht 
I] 5. Schicht 
un 6. Schicht 
nr su 1 7. Schicht 


Sekundärwellen 


/\ LER 
VATER 


resultierende Welle = 2n(n - In 


Abbildung 8.2 Anschauliche schematische Darstellung der Verzöge- 
rung einer Welle beim Durchgang durch ein transparentes Medium. Die 
einfallende Welle wird überlagert mit den phasenverzögerten Sekun- 
därwellen, welche von den zu erzwungenen Schwingungen angeregten 
Dipolen in den einzelnen Schichten Az des Mediums ausgehen. Die 
Dicke der Schichten entspricht einer atomaren Schicht (7 0,4 nm), ist 
hier aber stark vergrößert gezeichnet, um den Beginn der Sekundärwel- 
len deutlich zu machen 


Der erste Faktor in (8.3) gibt die ungestörte Welle an, die man 
ohne Medium erhalten würde. 


Der Einfluss des Mediums kann also durch den zweiten Faktor 


—1AY 


A 
e mit Ap=w(n- 1)Az/c = 2n(n- 1) 


beschrieben werden. Ist die durch das Medium bewirkte Pha- 
senverschiebung Ay genügend klein (dies ist bei Gasen mit 
n—1 < 1 häufig erfüllt, aber bei festen Stoffen ım Allgemeinen 
nicht mehr), so können wir die Näherung 


"z1-ip 


verwenden und erhalten aus (8.3) die Überlagerung (8.2) in der 
Form: 


10: Me oher 
E(z) = Eoe'®2) -io(n — 1) —Eoei°l) 
c 


Ei 
k 


E Medium 





— Ee + (8.4) 
womit der Einfluss der Sekundärwellen auf die Verzögerung der 
Primärwelle global durch den Brechungsindex n und die Dicke 
Az der Materieschicht beschrieben wird. 


8.1 Brechungsindex 


8.1.2 Mikroskopisches Modell 


Um den zweiten Term EMedium In (8.4) mithilfe einer mikro- 
skopischen, aber klassischen Theorie zu berechnen, beschrei- 
ben wir jedes Atomelektron, das durch die Lichtwelle E = 
Eo ; e@'=K2) infolge der Kraft F = -e:-E zu erzwungenen 
Schwingungen angeregt wird, durch das Modell des gedämpften 
harmonischen Oszillators (siehe Bd. 1, Abschn. 11.4 und 11.5). 


Aus der Bewegungsgleichung der durch eine in x-Richtung po- 
larısierten Welle erzwungenen Schwingung des Oszillators: 

mx + bi + Dx = -eEyel (8.5) 
erhalten wir mit 5; = D/m, y = b/m und dem Ansatz x = 


xo - e'®' für die Schwingung der Atomelektronen in der Ebene 
z = 0 (siehe Gl. 6.43): 


eEo/m 


—— , 8.6 
(5 - 2) +iyw en 


X0 = 


Anmerkung. Wir haben hier, im Gegensatz zu Bd. 1, Ab- 
schn. 11.4, den Dämpfungsfaktor für die Amplitude y/2 statt 
y gewählt. Dadurch wird y der Dämpfungsfaktor für die Leis- 
tung und die folgenden Formeln sind dann in Übereinstimmung 
mit dem überwiegenden Teil der Literatur. <« 


Erweitern von (8.6a) mit [(®$ — ©) — iyo] liefert: 


_(@ — 0° - iyo)e/m 


TR +yo " 
= —(@ + ißB)Eo = — Ya? + B? Eye? 
—\.e - em Eee) : (8.6b) 


yo - @2)? + (yo)? 


Die Amplitude der erzwungenen Schwingung hängt also außer 
von Eo auch vom Frequenzabstand &y — von der Eigenfre- 
quenz op und von der Dämpfungskonstanten y ab. Die Pha- 
senverschiebung 9 zwischen Schwingungsamplitude x(t) und 
Erregerwelle £(t) hängt ab von w und y (Abb. 8.3). Es gilt: 


2 


PREENEPE ; Bug 
wo (0) 


tano = — (8.6C) 


Diese schwingenden Dipole mit dem Dipolmoment p = —e x 
(die Valenz-Elektronen schwingen gegen die als ortsfest ange- 
nommenen positiven Ionenrümpfe) strahlen ihrerseits wieder 
Wellen aus (siehe Abschn. 6.4). Der Anteil Ep eines einzelnen 
Dipols zur Feldstärke E im Punkte ? in der Entfernung r > x0 
vom Dipol, gemessen zur Zeit t, ist nach (6.34d) 

_ ew”xo sind „iott-r/0 


Ep(r,d) = (8.7) 


Anegc!r 


wobei die Retardierung, d.h. die Laufzeit der Welle vom Dipol 
zum Punkt ? berücksichtigt wurde. 
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8 Elektromagnetische Wellen in Materie 


-n/2 





—I6 


Abbildung 8.3 Phasenverschiebung 9 zwischen Schwingungsamplitu- 
de x(t) des Dipols und Erregerwelle E(t) als Funktion der Erregerfre- 
quenz & für verschiedene Werte der Dämpfungskonstanten y 


Sind in einer dünnen Schicht der Dicke Az in der Ebene z = xy 
insgesamt Az- [ N- dA schwingende Dipole (N ist die räumliche 
Dichte der Dipole und dA = 2rode ist die Fläche des Kreis- 
rings in der xy-Ebene), so ist das gesamte, von allen Dipolen 
der Schicht im Punkte P erzeugte Feld durch die Überlagerung 
aller dieser Anteile Ep gegeben (Abb. 8.4). Da der Abstand der 
Atome klein ist gegen die Wellenlänge A des Lichtes, können 
wir die räumliche Dipolverteilung als kontinuierlich ansehen 
und erhalten durch Integration für das Feld aller Dipole in der 
Schichtdicke Az umz = 0 


EW’XgE 


iot z —iw-r/c 
E(z) = Ar. [N° sind 2rode. (8.8a) 
0 





Art&oc? r 


Wenn die einfallende Lichtwelle den Bündelradius Omax hat, 
werden nur Oszillatoren im Bereich von 0 = Obis @ = Omax AN- 
geregt. Für z > Omax Können wir d x 90° setzen > sind =. 


Ist die Dichte N fürz < 0 < Oma, Konstant, so können wir N vor 
das Integral ziehen. Dies ergibt: 


io r/c 





ode. (8.8b) 


2 iwt 

ewxXoEe e 

E(z) = = ——N. Ar | 
2EoC 


r 





N -2rp dp dz 
Dipole im 
Abstand r von P 





Abbildung 8.4 Zur Herleitung der elektrischen Feldstärke E im Punkte 
P(z), die von Dipolen in der Ebene z = 0 bewirkt wird 


Wegenr® =7?+0°=>rdr = odo (in der Ebenez = zpistz 
konstant!) ergibt das Integral: 





(8.9) 


Wenn die einfallende Lichtwelle den Durchmesser d = 2_max 
hat, tragen die Bereiche o > d/2 nichts zum Integral bei, weil 
dort keine Dipole angeregt werden, d.h. wir können den Bei- 
trag der oberen Grenze zum Integral vernachlässigen, und wir 
erhalten für die Lösung von (8.8) 
1wexygN 

-— 


E(z) ” io(t-z/c) , Az 


(8.10) 
Setzen wir den Ausdruck (8.6a) für x0 ein, so ergibt sich die 
Feldamplitude £(z), die von N - Az Dipolen in der Schicht mit 
der Dicke Az erzeugt wird, zu: 


„Az Ne? 
E)=-=1O — 
ce 2eom| (wg; -w) +iwy] 
Et), (8.11) 
Dies ist der in (8.4) enthaltene zusätzliche Anteil )_E;. Der 
Vergleich mit (8.4) liefert dann für den Brechungsindex n den 
Ausdruck: 


Ne? 


a ——————, 8.12a 
2eom| (0) — ©?) + ioy | 


Der Brechungsindex, auch Brechzahl genannt, ist eine komplexe 
Zahl! Wir schreiben ihn alsn = n, — i1-«. Er hängt ab: 


= von der Dichte N der schwingenden Dipole, d.h. von der 
Atomdichte des Mediums, 

= von der Frequenzdifferenz Aw = op — ® zwischen der 
Frequenz & der elektromagnetischen Welle und der Reso- 
nanzfrequenz @g = Y D/m der schwingenden Atomelektro- 
nen, die durch die elektrostatische Rückstellkraft (-—D-x) der 
Elektronen an ihre Gleichgewichtslage und durch ihre Masse 
m = m, festgelegt ist. 


Man beachte: Die obige Herleitung für den Brechungsindex 
(8.12a) gilt eigentlich nur für optisch dünne Medien, bei denen 
der Brechungsindex nur wenig von 1 verschieden ist (d.h. (n — 
1) « 1), bei denen also die Dichte N der schwingenden Dipole 
genügend klein ist. Dies ist bei Gasen gut erfüllt. 


Beispiel 


Der Brechungsindex von Luft bei Atmosphärendruck ist 
a 00 na ae Saba) < 


Tabelle 8.1 Realteil n, des Brechungsindex von trockener Luft bei 
20°C und 1 bar Luftdruck. Hier istn, > & 


A/nm (n— 1) : 10° 
300 2215 
400 2,825 
500 20 
600 2.110 
700 DER: 
800 2a 
900 2,745 


Die Näherung (n — 1) « 1 wurde zweifach ausgenutzt. Einmal 
beim Übergang von (8.3) nach (8.4), wo e""D) x 1 -i(n-— 
1) verwendet wurde. Außerdem wurde angenommen, dass das 
von den Dipolen erzeugte Feld klein ist gegenüber dem Feld der 
einfallenden Welle, sodass für die Erregerfeldstärke Ey in (8.5) 
die Feldstärke der einfallenden Welle eingesetzt wurde, obwohl 
eigentlich die Gesamtfeldstärke (die im Medium von z abhängt) 
hätte verwendet werden müssen. Für (n— 1) « 1,d.h. kleine 
Dichte N, sind jedoch beide Näherungen gerechtfertigt. 


Wir werden in Abschn. 8.3 diese Beschränkung ((n — 1) « 1) 
fallen lassen und einen allgemein gültigen Ausdruck für den 
Brechungsindex aus den erweiterten Maxwell-Gleichungen her- 
leiten. 


8.2 Absorption und Dispersion 


Um die physikalische Bedeutung der komplexen Brechzahl n zu 
verstehen, schreiben wir (8.12a) in der Form n = n, — ik. Durch 
Erweitern des Bruches in (8.12a) mit |(w5 — @*°)-i @y| erhalten 
wir nämlich: 





Ne? w — w*) — iw 
n=14,, en 
280m (wg — w")" +@“y 
= mi. (8.12b) 


Setzen wir dies in (8.3) ein, so ergibt sich für die Feldstärke E(z) 
der durch das Medium mit der Dicke Az transmittierten Welle 
mitko = w/c 


u AR = _1)&2 or 
E(z) = Eoe Kg io(n-1)= . ellor ko2) 


= A»BeE se a, (8.13) 


Der Faktor A = e”®*A/e oibt die Abnahme der Amplitu- 
de beim Durchgang durch das Medium an. Nach der Strecke 
Az = c/(w -«) ist die Amplitude der Welle auf 1/e der einfal- 
lenden Amplitude E, abgesunken (Absorption). 


Die Intensität / = c - &0 : E? erfährt dann die Abnahme 


I=I-e** (8.14) 
(Beer’sches Absorptionsgesetz). Die Größe 
AK 
u = —— = 2kok (8.15) 


Ao 


8.2 Absorption und Dispersion 


heißt Absorptionskoeffizient. Er hat die Maßeinheit [x] = 
Im. 


Der Absorptionskoeffizient ist proportional zum Imagi- 
närteil « der komplexen Brechzahl, wobei kg = 2r/Ao 
die Wellenzahl der Welle im Vakuum ist. 


Der Faktor B = e®WMm=l)Ar/e in (8.13) gibt die Phasenver- 
zögerung der Welle beim Durchgang durch das Medium an. 
Diese zusätzliche Phasenverschiebung gegenüber dem Durch- 
laufen der Strecke Az im Vakuum ist: 


Ay = w(n, — 1)Az/c 


= 2r(n, - 1)Az/Ao , (8.16) 
d.h. die gesamte Phasenänderung der Welle über eine Laufstre- 
cke Az = Au ist im Medium Ay = n, : 2rr, während sie im 
Vakuum 27 beträgt. 


Da die Wellenlänge A definiert ist als der räumliche Abstand 
zwischen zwei Phasenflächen, die sich um Ag = 27 unter- 
scheiden, folgt daraus, dass die Wellenlänge A im Medium mit 
Brechungsindex n = n, — ik kleiner wird als die Wellenlänge Ay 
im Vakuum: 

Ao 


= 


Nr 


(8.17) 


Weil die Frequenz & der Welle sich nicht ändert (siehe auch 
Abschn. 8.4) folgt für die Phasengeschwindigkeit vpn = v-A = 


(w/2rr) -A der Welle 
“ 
Up > 1. 


(8.18) 


Eine elektromagnetische Welle hat in einem Medium mit 
Brechungsindex n = n, — iX die Wellenlänge X = Ao/n: 
und die Phasengeschwindigkeit vpn = c/n,. 


Beschreibt man die Materialeigenschaften durch die relati- 
ve Dielektrizitätskonstante e (Abschn. 1.7.2) und die relative 
Permeabilitätskonstante u (Abschn. 3.5.2) so wird die Phasen- 
geschwindigkeit 


1 C 
 WErEO mo NEM 


In nichtmagnetischen Materialien ist u = 1, sodass dann folgt: 


Uph (8. 19) 


C C 
= - > n=,e. 


ze 8.20 
Uph En (8.20) 


Bei allen durchsichtigen Medien (Beispiele: Glas, Wasser, 
Luft) ıst der Absorptionskoeffizient für sichtbares Licht 
sehr klein (sonst wären sie nicht durchsichtig). Dann ist 
der Imaginärteil «k des komplexen Brechungsindex n = 
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214 8 Elektromagnetische Wellen in Materie 


N, — Ik klein gegen den Realteil n,, und man kann für die- 
sen Fall 
eh, 


setzen. Deshalb erscheint in vielen Gleichungen der Op- 
tik einfach n statt n,, weil hier überwiegend mit Stof- 
fen kleiner Absorption (Linsen, Prismen) gearbeitet wird 
(Tab. 8.2). Man sollte aber im Gedächtnis behalten, dass 
dies genau genommen nur der Realteil des allgemeinen 
komplexen Brechungsindexes ist. 





AN 
je?) 
ge) 

2 Tabelle 8.2 Brechzahlen n = n, einiger optischer Gläser und durch- 

(D sichtiger Stoffe 

[0.0] A/nm 480 589 656 
FK3 1,470 1,464 1,462 
BK7 29522 1,516 1,514 
SF4 1,776 1155 1,747 
SFS1 1,957 1,923 1,910 
Quarzglas 1,464 1,458 1,456 
Lithiumfluorid 1,395 1,392 1,391 
LiF 
Diamant 2,437 2,417 2,410 


Aus (8.12b) erhalten wir für Real- und Imaginärteil des Bre- 
chungsindexes n = n, — ik die Dispersions-Relationen 








ee (8.21a) 
a ———— 21a 
2eom (w5 — w?)? + y?w? 
Ne? yo 
(8216) 


7 —_— 
2eom (w5 — w?)? + y?w? 


welche Absorption und Dispersion von elektromagnetischen 
Wellen ın Materie mit Imaginär- und Realteil der komplexen 
Brechzahl n verknüpfen (Abb. 8.5). 





Abbildung 8.5 Absorptionskoeffizient &(®) = 2ko :K(w) und Realteil 
des Brechungsindex in der Umgebung einer Absorptionslinie bei @o 


Man beachte: Das Maximum der Funktion « (w) liegt nicht ge- 
ac u y? 1+1/2 

nau bei®w = wo, sondern bei @nax = 0 1 — | 

man mit d«/d® = 0 ausrechnen kann (siehe Abschn. 10.9.2 

und Aufg. 10.14). Da für sichtbares Licht y/w&y « 1 gilt, ist 


jedoch @max 7 @o- 


, wie 


Die oben hergeleitete Formel (8.12) für den Brechungsindex n 
beruhte auf dem Modell gedämpfter harmonischer Oszillatoren, 
die alle dieselbe Eigenfrequenz wo und die gleiche Dämpfungs- 
konstante y hatten. Um sie auf wirkliche Medien mit realen 
Atomen anzuwenden, müssen wir noch folgende experimen- 
tellen Befunde berücksichtigen, die in Bd. 3 näher begründet 
werden: 


m Die Atome einer absorbierenden Substanz besitzen viele 
Energiezustände Z;, zwischen denen durch Absorption von 
Licht mit Frequenzen &; Übergänge stattfinden können. Für 
die Absorption vom tiefsten Zustand Ey aus gilt für die ab- 
sorbierte Energie: 


AE=E-E, =huor , 


wobei h = h/2r das durch 2 geteilte Planck’sche Wir- 
kungsquantum ıst (siehe Bd. 3, Abschn. 3.1). 

m Wenn ein Atom mit einem anregbaren Elektron durch einen 
klassischen Oszillator beschrieben wird, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit W;, dass es auf einer bestimmten Frequenz @; 
absorbiert, kleiner als die Wahrscheinlichkei W = )_ W;, 
dass es auf irgendeiner der vielen möglichen Frequenzen x 
absorbiert. 


Für eine bestimmte Frequenz &; hat das Atom nur den Bruch- 
teil fk (fr < 1) des Absorptions- oder Emissionsvermögens 
eines klassischen Oszillators. Diese Zahl fx < 1 heißt die Os- 
zillatorenstärke des atomaren Übergangs. Summiert man die 
Absorptionswahrscheinlichkeit über alle möglichen Übergänge 
des Atoms, so muss gerade das Absorptions- bzw. Emissions- 
vermögen des klassischen Oszillators herauskommen, d.h. es 
muss gelten: 


el (8.22) 
k 


(Summenregel von Thomas, Reiche, Kuhn [1, 2]). 

Die einzelnen Atome können unabhängig voneinander auf einer 
ihrer Eigenfrequenzen w; Energie aus der einfallenden Licht- 
welle absorbieren. Die Gesamtabsorption ist dann die Summe 
der Anteile der einzelnen Atome. Entsprechend wird der Bre- 
chungsindex n statt (8.12a) durch die Formel 


e? Nrfk 
n=1+ —— oo Da (8.23) 
2eom. : (09, — @”) + iyr® 


bestimmt, wobei N; die Zahl der Atome pro m? ist, wel- 
che die Absorptionsfrequenz &; haben. Absorptionskoeffizient 
a(w) und Brechungsindex n,(®) sehen also für Medien mit 
vielen Absorptionseigenfrequenzen &; komplizierter aus als in 
Abb. 8.5 am Beispiel einer einzigen Absorptionsfrequenz wg ge- 
zeigt wurde (Abb. 8.6). In Abb. 8.7 sind zur Illustration &(w) 
und n,(®) in der Umgebung der beiden gelben Natrium-D- 
Linien gezeigt. 


Abbildung 8.6 Schematische Darstellung von «k(®) und n,.(w) für 
einen Frequenzbereich, in dem mehrere Absorptionsfrequenzen ax lie- 
gen 





IN 


589,0 589,6 \/nm 
Abbildung 8.7 Beispiel von Dispersion und Absorption in der Um- 
gebung der beiden Natrium D-Linien bei Aı = 589,0nm und A, = 


589,6 nm (ohne Berücksichtigung der Hyperfeinstruktur) 


Weil in Medien die Lichtgeschwindigkeit vpn (®) von der Fre- 
quenz ® abhängt, unterscheiden sich Phasen- und Gruppen- 
geschwindigkeit (siehe Bd. 1, Abschn. 11.9.7). Es gilt wegen 
vn = w/k: 


dv d dvph 
= —- — .k) = k- 
VG Ik 7 (vn k)=um+ Ik 





Dak = ko -n, und vpn = c/n, ist, lässt sich dies umformen in: 


a LTE 
VUc = U n,— | — 
G Ph 0 ar 


| 

<S 
a" 
= 

| 
S 
S 
fs 

| 


8.2 Absorption und Dispersion 215 
Nun gilt: 


een rede 
C C C 


dk Mr div 








dn; c dn, c 


Vpnko Uph 
u ee ıirod 
vph dn: 0 N, do 
c 
Arie Van 


oo 
© 
yo 
Q. 
© 
Sc 


Diese Relation bringt uns folgende Einsichten: 





Aus Abb. 8.6 geht hervor, dass es Spektralbereiche gibt, in 
denen n, < 1 ist. Dort ist vpn = c/n, > c also größer als 
die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. 


Um die Gruppengeschwindigkeit vg zu bestimmen, berechnen 
wir aus (8.2la) dn,/ dw und erhalten: 


dn, _ Ne? 20 |(w5 - @*)* - (y@o)”] 


dw  2som [(@2 — @2)2 + (0?) 








(8.24a) 


Für ©) — * > ywo wird dn,/d® > 0. In diesem Bereich wird 


VG < Vpn und n, nimmt mit zunehmender Wellenlänge X ab! 
Man nennt dies das Gebiet der normalen Dispersion. Dann wird 
gemäß (8.24) immer vg < Up. 

Den Bereich der anomalen Dispersion dn,/do < O können 
wir wegen ©) — © = (wo — @)(@o + ©) = 2wo(@n — @) auch 
darstellen als 


w-y/2<sw<swmH+ty/2 > Avmp-=y. 


Dies ist der Frequenzbereich Aw, in dem gemäß (8.21b) die Ab- 
sorption « größer wird als die Hälfte des Maximalwertes « (wo). 


In den Bereichen anomaler Dispersion wird der Imaginär- 
teil «x des komplexen Brechungsindex und daher auch der 
Absorptionskoeffizient «(w) maximal. 


Die Gruppengeschwindigkeit vg wird gemäß (8.24) größer als 
die Vakuumlichtgeschwindigkeit c für 


n.+odn,/do<1l. 


Setzt man für n, (8.21a) ein und bildet dn,/ dw, so erhält man 
die Bedingung 


vs >c für leo -w| <y/2, (8.24b) 
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8 Elektromagnetische Wellen in Materie 


die gerade dem Bereich der anomalen Dispersion entspricht. 
Die Tatsache, dass v; > c sein kann, ist auf den ersten Blick 
überraschend, weil es dem Postulat der Relativitätstheorie zu 
widersprechen scheint, die annımmt, dass die Vakuumlichtge- 
schwindigkeit c eine obere Schranke darstellt für alle Geschwin- 
digkeiten, mit denen Signale übertragen werden können [3]. 


Das Ergebnis (8.24b) steht jedoch nicht im Widerspruch zu die- 
ser Aussage. Dies sieht man folgendermaßen ein: Wir müssen 
unterscheiden zwischen verschiedenen Geschwindigkeiten: 


Die Phasengeschwindigkeit vpn = c/n, 

Die Gruppengeschwindigkeit vg = dw/dk 

Die Energieflussgeschwindigkeit vg, die durch / = VE - Wem 
definiert ist, wobei / die Intensität (Energieflussdichte) der 
elektromagnetischen Welle und wem Ihre Energiedichte an- 
gibt. 


Es zeigt sich, dass in allen Medien immer gilt: 
IB = Ci; 


Schließlich wird noch die Signalgeschwindigkeit vs eingeführt, 
mit der Signale übertragen werden können. Auch für sie gilt: 
vs < c. Um ein Signal zu übertragen, muss das einfallende 
Licht eine zeitspezifische Intensitätsänderung aufweisen, wie 
dies z.B. bei einem kurzen Lichtpuls der Fall ist, dessen Ma- 
ximum als Signalzeit dient [3]. 


Im Bereich der anomalen Dispersion, in dem vg > c wird, än- 
dert sich n(w) sehr stark. Ein Puls mit der Länge AT hat die 
Frequenzbreite Av > 1/AT, er enthält also ein umso breite- 
res Frequenzspektrum, je kürzer er ist (Fourier-Relation). Die 
einzelnen Frequenzanteile haben wegen des großen Wertes von 
dn/ dw verschieden große Phasengeschwindigkeiten. Die Über- 
lagerung dieser Frequenzanteile nach Durchlaufen des Mediums 
gibt deshalb einen Puls, dessen zeitlicher Verlauf verschieden 
ist von dem beim Eintritt in das Medium. Ein solcher verform- 
ter Puls kann deshalb die Eingangsinformation nicht mehr oder 
nur in verzerrter Form enthalten. [3]. Das Maximum des Pulses 
läuft mit einer Geschwindigkeit vs, die verschieden ist von vg, 
und es zeigt sich, dass sie immer kleiner als c ist [4-6]. 


Anmerkung. In den letzten Jahren wurden Experimente 
gemacht, bei denen Licht durch ein speziell präpariertes Me- 
dium eines atomaren Gases geschickt wurde. Die Atome des 
Gases wurden durch optisches Pumpen in sogenannte „Dun- 
kelzustände‘ gebracht. Dabei wurde festgestellt, dass das Licht 
ungewöhnlich lang brauchte, um das Medium zu durchlaufen. 
Mittlere Geschwindigkeiten von wenigen m/s wurden gemes- 
sen [7]. Der Grund für diese extrem kleinen Geschwindigkeiten 
ist der folgende: 


Die Atome in diesen speziellen Zuständen absorbieren das Licht 
und geben es erst nach relativ langer Zeit wieder als Emissi- 
on ab. Zwischen zwei Absorptionen durch verschiedene Atome 
läuft das Licht mit der normalen Vakuum-Lichtgeschwindigkeit. 
Das Licht ist deshalb eigentlich nicht langsamer geworden, son- 
dern wurde nur für einen großen Teil der Transitzeit durch das 
Medium in potentielle Energie der angeregten Atome umge- 
wandelt. Dies ıst analog zur Verlangsamung der Lichtgeschwin- 
digkeit auf c,„ = c/n beim Durchlaufen eines Mediums mit 
Brechzahl n (siehe Abschn. 8.1) [8]. < 


Anmerkung. Oft wird die Wellenzahl k für Wellen in Materie 
als komplexe Zahl 


k=n-w/c=n:-ko = koln, — ik) 


eingeführt. Dadurch kann man Wellen im Vakuum und in Mate- 
rie durch die gleiche Formel 
E=En- ell@t—kz) — Ey: e kw/e)z , ellotnı(w/c)z) 


— Eo i ea (a/Dz : ellotnrkoz) 


beschreiben. < 


8.3 Wellengleichung 
für elektromagnetische Wellen 
in Materie 


Wirgehen aus von den Maxwell-Gleichungen (4.26), dieaufgrund 
der Überlegungen in den Abschnitten 1.7.3 und 3.5.2 in Materie 
mit der freien Ladungsdichte o und der Stromdichte j die Form 
haben: 


oB 
ver. , Da, 
“ dt £ 
.. 9D 


mit der dielektrischen Verschiebungsdichte 
D=s»oE=&E+P, 


wobei P die dielektrische Polarisation ist. 


8.3.1 Wellen in nichtleitenden Medien 


In Isolatoren ist = 0, da hier keine Leitungsströme fließen. 
In ungeladenen Isolatoren sind auch keine freien Ladungsträger 
vorhanden, sodass o = 0 gilt. 


Analog zu der Herleitung der Wellengleichung im Vakuum (Ab- 
schn. 7.1) erhalten wir die Wellengleichung 
$°E 
917 


d°E 
AE = WMoE&o 


= (8.25a) 
dr? ÜsL, 


l 
BR 


für Wellen in Materie mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit 





1 
um = d = ——— = —. (8.26) 
YyuMoEeEo ME 
Eine analoge Gleichung 
1 %B 
AB = Ra (8.25b) 


ergibt sich für das magnetische Feld. 


Für nicht ferromagnetische Medien ist u = 1 (siehe Ab- 


schn. 3.5). 


Der Vergleich von (8.26) mit (8.1) zeigt, dass der Brechungsin- 
dex n mit der relativen Dielektrizitätskonstante e verknüpft ist 
durch: 


Dee (8.268) 


Setzt man in die Maxwell-Gleichung 


tB oD 
rot B = io — 
Ho Ey 
den Ausdruck D = &gE + P ein, so erhält man mit u = 1 statt 
(8.25) die völlig analoge Gleichung: 


AR d°E A °P 
= er en 
HoEo IR Ko IR 
1 IE | 1 %P (8.250) 
= — — + —. DIE 
ce 97? &0c 97 
Sıe enthält in prägnanter Form das bereits im Abschnitt 8.1 dis- 
kutierte Ergebnis: Die Welle im Medium besteht aus der mit 
der Vakuumlichtgeschwindigkeit c (!) laufenden Primärwelle 
(1. Term in (8.25c)), der sich die durch die induzierten atomaren 
Dipole erzeugten Sekundärwellen überlagern (2. Term). Auch 
diese Sekundärwellen breiten sich mit der Geschwindigkeit c 
aus. Die kleinere Geschwindigkeit C = c/n kommt durch die 
Phasenverschiebung zwischen Sekundärwellen und Primärwel- 
le zustande (Abb. 8.2). 


AusB = 1/w(kxE) (7.16a) folgt mitk = nko und |ko|/® = 
l/c, ko = Ko/|ko| 


In! 


B=\"(kuxE)= | (ky x Ee® , (8.27) 
C 


5 
wenn der komplexe Brechungsindex n = n, — IK geschrieben 
wird als 


K 
ang = —-—. 
N; 


n = |n|-e&!® mit 


Man sieht hieraus, dass in absorbierenden Medien (k #£ 0) 
elektrisches Feld E und magnetisches Feld B nicht mehr 
in Phase sind. 


Für den einfachsten Fall eines isotropen und homogenen Medi- 
ums hat bei einer einfallenden ebenen Welle 


E= E00 2. 9,00 


die dielektrische Polarisation nur eine Komponente P,, für die 
bei nicht zu großen Feldstärken (Bereich der linearen Optik) 
gilt: 


P, = NaE, = Nakyge 9) (8.28) 
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wobei N die Zahl der induzierten Dipole pro Volumeneinheit 
und « ihre Polarisierbarkeit ist (siehe Abschn. 1.7). 


Setzt man (8.28) in (8.25c) ein, so ergibt sich 


5 w“ w“Na 
WE, = ——E, — ——E, 
© EC 

ae 

> k=—(1+Na/e). (8.29) 
£ 

Mitvm =c/n=w/k > n=c-k/w folgt 
n"=1+Na/so. (8.30) 


Dies ist der Zusammenhang zwischen Brechungsindex n und 
Polarisierbarkeit « der Atome des Mediums. 


Das induzierte Dipolmoment p = -—ex jedes atomaren Dipols, 
bei dem die Ladung —e durch das elektrische Feld E der Welle 
die Auslenkung x erfährt, ıst dann gemäß (8.6a) 


_ e’E 
u m(o) -— @ +iyw) 


Andererseits istp = «(w)-E, sodass wir für die Polarisierbarkeit 


erhalten: 


e? 


Se ee 8.31 
m(o5 — © +iyw) . 
Der Vergleich mit (8.30) gibt schließlich 
J e?N 
N = |l-+ (8.32) 


eom(wg -— ww +iyw) 


Diese Relation gilt auch für größere Werte von (n — 1). Für 
(n— 1) « 1 geht (8.32) wegen (n? — 1) x (n- 1) - 2 wieder in 
(8.12) über. 


Man beachte: In magnetischen Materialien ist die magneti- 
sche relative Permeabilität u # 1. Für den Brechungsindex n 
gilt dann: 


1 
N? =£.& 4 Wo > zen (8.33) 
— ne EuJelR. 


Man kann seit kurzem mikroskopische Strukturen aus Indukti- 
vitäten und Kondensatoren realisieren, für die gilt: &e < O0 und 
u < 0. Man kann zeigen [9], dass für diese Fälle das Minuszei- 
chen in (8.33) gilt, d.h. der Brechungsindex wird negativ! Dies 
hat zur Folge, dass der Poynting-Vektor 


S= ss0c:-ExB 
für ge < O in die entgegengesetzte Richtung wie der Wellenvek- 
tor k zeigt. 


Für Medien mit negativem Brechungsindex ist der Energiefluss 
entgegengerichtet zur Ausbreitungsrichtung der Welle [9] (siehe 
auch Abschn. 8.4.4). 
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8 Elektromagnetische Wellen in Materie 


8.3.2 Wellen in leitenden Medien 


Wenn eine elektromagnetische Welle ın ein leitendes Medium 
mit der elektrischen Leitfähigkeit o eindringt, so erzeugt die 
elektrische Feldstärke E der Welle einen elektrischen Strom mit 
der Stromdichte j. Man kann daher in der Maxwell-Gleichung 
(4.26b) nicht mehr wie bei Isolatoren j = 0 setzen. Verfährt 
man zur Ableitung der Wellengleichung wie in Abschn. 8.3.1, 
so erhält man mitj = 0 - E statt (8.25a) die Wellengleichung in 
leitenden Medien: 


1 %E odE 
+ KWO — . 


NE 
Von 97? ot 


(8.34) 


Der zusätzliche Term u u00 - OE/ or entspricht dem Dämpfungs- 
term —y dx/dr in der Bewegungsgleichung des gedämpften 
Oszillators. Die Lösung von (8.34) für eine ebene Welle, die 
in z-Richtung durch das Medium läuft, muss deshalb eine ge- 
dämpfte Welle 


Eee ren (8.35) 


mit dem Absorptionskoeffizienten «& sein. 


Wir wollen uns überlegen, wie der Absorptionskoeffizient « mit 
der Leitfähigkeit o zusammenhängt: 


Bei einem elektrisch leitenden Medium liefern bei genügend 
hohen Frequenzen w die freien Leitungselektronen den Haupt- 
anteil zum Brechungsindex. Da hier die Rückstellkraft null ist 
(im Gegensatz zu den gebundenen Atomelektronen, die durch 
Rückstellkräfte mit der Federkonstante k = mg an ihre Ru- 
helage gebunden sind), ist in (8.32) &o = 0. Wir erhalten daher 
für den Brechungsindex 


. Ne? / (com) 


n„"=|1 TE 
w- — 1y@ 


(8.36) 


Die Dämpfungskonstante y ist durch Stöße der freien Leitungs- 
elektronen bestimmt. Für eine mittlere Zeit z zwischen zwei 
Stößen gilt: y = 1/r. 


Man kann (8.36) mithilfe der Plasmafrequenz 





(8.37) 


beschreiben. Dabei ist op die Resonanzfrequenz, mit der La- 
dungsträger mit der Ladung g und der Teilchenzahldichte N 
gegen die entgegengesetzt geladenen Teilchen eines Plasmas 
(= ıionisiertes Gas), das als Ganzes neutral ist, schwingen. In 
Metallen sind die Ladungsträger die Leitungselektronen mit der 
Ladung q = -e, die gegen die positiven Ionen des Festkörpers 
schwingen. Setzt man (8.37) ın (8.36) ein, so ergibt sich 
@p @p 


v»ele elle on, 
(1 ,:) 


EEE (8.38) 
w — Iyw 


2 


Mit dem komplexen Brechungsindaxn = n. -Kk > n 
(n, — ik)” = n? — k” — 2in,k folgt nach Erweiterung des Bruchs 
in (8.38) mit 1 + i/(or) durch Vergleich von Real- und Imagi- 


närteilen 


1+7? (0-2) 


2 2. =. 
Ku 777 zu -_— 
WET 
De. —_n, 8.39b 
= @(1+ w?T?) 


Um die elektrische Leitfähigkeit zu bestimmen, gehen wir 
von der Bewegungsgleichung eines gedämpften Elektrons oh- 
ne Rückstellkraft unter dem Einfluss eines elektrischen Feldes 
E = Eu, &xpl-iwr] aus: 


mi —— V = ce» e . 
% Y 0 


Mit dem Ansatz: v = vg - e”'®' erhält man 


eEo 1 
U = 1701. 
m y-—-1@ 


Da die mittlere Stromdichte bei einer Ladungsträgerkonzentrati- 
onN durchj = og 'E = N-e-vo gegeben ist, (siehe Abschn. 2.2) 
erhalten wir mit y = 1/t für die elektrische Leitfähigkeit 





Ne T T 
Oel — — 788 j 
m 1-1iwrt Fi -iwr 
„tel +iwr) 


= ER (8.40) 


Der Vergleich zwischen Real- und Imaginärteil ın (8.39a,b) und 
(8.40) ergibt den Zusammenhang 


_ Re(o.1) : 
eo/t \ Eo@?T 


_ Im (0.1) 





n"—-K=1 (8.41) 


zwischen Absorptionskoeffizient* & und elektrischer Leitfähig- 
keit 02]: 


Es ist aufschlussreich, sich die beiden Grenzfälle kleiner Fre- 
quenzen (wr « 1) und großer Frequenzen (wr > |) anzuse- 
hen. 


a) er «Kl < wpr 
Für die Leitfähigkeit erhalten wir aus (8.40): 
O1 I E0°T- w> (8.42a) 


Sie ist in dieser Näherung unabhängig von der Frequenz wo. 
Für den komplexen Brechungsindex ergibt sich aus (8.38) 


2 


W5T 
N, —ik = | 1 - —— 
o(wrT—i) 
On wST 
x ıll-ı —— 
0) 0) 


* Leider werden Absorptionskoeffizient und Polarisierbarkeit mit dem glei- 
chen Buchstaben «& benannt. 
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R Für © > wp wird n reell. Das Medium wird durchsichtig! 


- Die Plasmafrequenz wp hängt in diesem einfachen Modell nur 
von der Elektronendichte N ab, d.h. die Grenzfrequenz wp, bei 
der Metalle durchsichtig werden, steigt mit YN. 


Anmerkung. In diesem einfachen Modell wurde der Einfluss 
der gebundenen Atomelektronen vernachlässigt, welcher mit 





a) Dp @ b) Dp @ abnehmender Wellenlänge zunimmt, sodass auch für > wp 
eine Restabsorption bleibt, die auf die Absorption durch gebun- 
Abbildung 8.8 a Quadrat des Brechungsindex n*; b Reflexionsvermö- dene Elektronen zurückzuführen ist. < 
gen R von Metallen als Funktion der Frequenz der einfallenden Welle 
Beispiele > 
| | EN OD 
Wegen Vi = (1 -i)/ 2 erhält man: a) Für Kupfer ist o x 6- 10’ A/Vm, x = 2,7. 10-145 S 
ae ie il = 15 = 
u ab (8.42b) — 5 — 116 10, Ss > 1, = 2,5. 10 HZZ>A = - 
: E ' 120 nm, d.h. für A > 120 nm ist der Brechungsindex NY 
Real- und Imaginärteil des Brechungsindex sind für or & von Kupfer imaginär, d.h. es tritt Absorption auf. Für 
1 < wpr gleich groß! ı < 120 nm wird Kupfer transparent. 


birEiro, 10. 5,202 280 ums 07.2 Rund 
n = 580 (1-i) > a = 3,8-10’ m. Die Eindringtiefe 
istö = 1/a@ x 26nm. 

Füro = 3.10 s-! (& = 600nm) ist or > 1 und 
elek = en ne 
und «k = 5,2. Der Absorptionskoeffizient ıst daher 
a x 10° m=!. Die einlaufende Welle wird total reflek- 





Beispiel 


In einem Metall itN x= 8-10? m? => op = 16- c) 
10'° s=!. Die mittlere Zeit zwischen Stößen der Elektro- 
nen istr x 2: 10°!*s. Für Frequenzen ® = 2: 10° s! 
(A = 94 um) wird or = 0,4, opt = 320, w5-T = 


org tiert, dringt aber noch etwas ın das Medium ein. Die 
ee Eindringtiefe ist jetzt nur noch ö x 10° m = 1Onm. 
i d) Fürro = 3:10? Ss! A = 600um) > n = 10° 
Die Eindringtiefe der elektromagnetischen Welle (auch (1-1) sind Real- und Imaginärteil gleich groß. Die 
Skintiefe genannt) ist Eindringtiefe wird ö x 15nm. Allerdings versagt hier 
schon unser einfaches Modell, weil nicht nur die freien 
Ss ll A _ A _ 2.10 Elektronen, sondern auch die Atomschwingungen zur 
Zu N Sn: Dil. 

a Anke 4715 Absorption beitragen. 
e) In den ionisierten Gasschichten der Erdatmosphä- 
Die Welle dringt also kaum in das Metall ein. = re (Heaviside-Schicht, siehe Abschn. 7.9.4) ist N x 


OL ng = op Paradies ip NIHZERE 
diowellen mit v < 3MHz werden an dieser Schicht 


b) or>wr>| total reflektiert. <i 
Hier wird die Leitfähigkeit 


0 
O1 Fl’&0° — (8.42c) 
(02) 
u 8.3.3 Die elektromagnetische Energie 
2 e a 
De = | (8.424) von Wellen in Medien 
[02] 


Für & < op wirdn <0O=>n=n,- ik wird rein imaginär, In einem isotropen Medium mit dem komplexen Brechungsin- 
d.h. n, = 0 (Abb. 8.8a). Die Welle pflanzt sich im Medi- dex n = n, — i« wird der Wellenvektor 
um nicht fort, sondern wird total reflektiert (Abb. 8.8b). Sie 
dringt aber etwas in das Medium ein. k=n:ko, 
Der Absorptionskoeffizient ergibt sich zu 
wobei ko mit |ko| = w/c der Wellenvektor im Vakuum ist. 


2 
= = — = ae: [= 2 "| w> 42. (8.42e) Für das Magnetfeld der Welle gilt nach (8.27) 
0) c 


Die Eindringtiefe ist: B= I xE)= u (ko xE) 
0) c 


= - = —————. (8.428) nl 


L i er i 
“2 2,/08 — w? 2 Se 0 1252 
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B steht wie im Vakuum senkrecht auf E und auf der Ausbrei- 
tungsrichtung. Bei komplexem Brechungsindex brauchen B und 
E nicht mehr in Phase zu sein! Ist der Imagınärteil des Bre- 
chungsindex klein gegen den Realteil (geringe Absorption), so 
ist die Phasenverschiebung jedoch vernachlässigbar. 


Der Poynting-Vektor der Welle ist 


1 
S=-ExH=—-ExB=scovs, (ExB). 








(8.43) 
KHAO 
== Setzen wir für E den Ausdruck (8.35) ein und für B die Relation 
9) (8.27), so erhalten wir mit 
ei | 2 
ee BE=-B.. Rd) zn: 2er 
0. (pP = w(t —n,z/c)) für den Betrag des Poynting-Vektors 
IS] = eegvpnkge * coSsYcos(p + pp) , (8.44a) 
wobei @ = 2%kok der Absorptionskoeffizient ist. Der zeitliche 
Mittelwert (5) kann wegen 
(cosp -cos(p + 9p)) 
= (cos“ P-COSYPB — COSY - Sing - sin 5) 
1 
= — C0S 
> GB 
und wegen 
N; 
tangg = —Kk/n, > COS = en 
geschrieben werden als 
EEOCN, 9 
$|) = 8.44b 
(IS) = 7, Bi (8.446) 


Die zeitlich gemittelte Intensität einer Welle in einem Medium 
mit Brechzahl n ist daher 


u | 
— „egoen,/|n|“- Eoe““ 


1 
— —g50VpnEJe cos pp. 2) 


2 


8.4 Wellen an Grenzflächen 
zwischen zwei Medien 


Eine ebene Welle 


E. = A, ; el(@e'ker) (8.45) 


Flächennormale 


N, 





Nn>n, 





Abbildung 8.9 a Wellenvektor von einfallender, gebrochener und re- 
flektierter Welle an der ebenen Grenzfläche zwischen zwei Medien. 
b Zerlegung der elektrischen Feldstärke in Tangential- und Normalkom- 
ponente 


möge auf eine Grenzfläche zwischen zwei Medien mit unter- 
schiedlichen Brechungsindizes nı bzw. n» treffen (Abb. 8.9). 
Nach den in Abschn. 8.2 entwickelten Vorstellungen regt die 
einfallende Welle ın beiden Medien die Atomelektronen zu er- 
zwungenen Schwingungen an. Die ausgestrahlten Sekundärwel- 
len der schwingenden Dipole überlagern sich der Primärwelle. 
Die Frage ist nun, wıe das gesamte Wellenfeld auf beiden Seiten 
der Grenzfläche aussieht. 


Das Experiment zeigt, dass die einfallende Welle (8.45a) auf- 
spaltet in 


m eine gebrochene Welle 


E, =A, When), (8.45b) 
die in das Medium 2 eindringt und im Allgemeinen eine an- 
dere Richtung hat als die einfallende Welle, und 

= eine reflektierte Welle 


ES Ale, (8.45c) 


Wir wollen nun Relationen zwischen den Amplituden A,, den 
Frequenzen &; und den Wellenvektoren k; der drei Wellen fin- 
den. 


8.4.1 Randbedingungen für elektrische 


und magnetische Feldstärke 


Wir zerlegen die Vektoren E und B in eine Komponente E, bzw. 
B, parallel zur Grenzfläche (Tangentialkomponente (Abb. 8.9b)) 
und eine Komponente E„ bzw. B„ senkrecht zur Grenzfläche 
(Normalkomponente). Wir schreiben die Vektoren also als E = 
E,+ En, B=B,+B.. Dies gilt für eine beliebige Orientie- 
rung von E._Lk.. Beim Übergang der Welle von Medium 1 zu 
Medium 2 müssen die Tangentialkomponente E, und die Nor- 
malkomponente B,„ stetig sein, d.h. E.(1) = E.(2); Bu(l) = 
B„(2) (siehe Abschn. 1.7.3 und 3.5.7). Wir schreiben: E.(1) = 
Eis Pnl2) = Es &C. 


Wie wir bereits im Abschn. 1.7 gesehen haben, sinkt die elektri- 
sche Feldstärke in einem Medium mit der relativen Dielektrizi- 
tätskonstanten e, welches in das homogene Feld eines Platten- 
kondensators gebracht wird, auf 1/e ihres Vakuumwertes. 


Da sich die Tangentialkomponente E, nicht ändert, muss dieser 
Sprung allein auf die Normalkomponente zurückgeführt wer- 
den. Daher gilt beim Übergang zwischen zwei Medien mit den 
relativen Dielektrizitätskonstanten &|, & die Relation 


2 





— 8.46 
Ern & N] 


weil für den Brechungsindex n x ‚fe gilt, falls Absorption und 
magnetische Suszeptibilität vernachlässigt werden können. 


Bei der magnetischen Feldstärke liegen die Verhältnisse gerade 
umgekehrt. Hier gilt nach Abschn. 3.5.7 


Bi _ Ki 


Bin — Ban; — . 
Bx Wa 


(8.47) 
Da jedoch für alle nicht ferromagnetischen Materialien die rela- 
tive Permeabilitätskonstante u * 1 ist, gilt hier im Allgemeinen 
auch Bj: = Ba. 


8.4.2 Reflexions- und Brechungsgesetz 


Wir wählen das Koordinatensystem so, dass die Grenzfläche in 
der x-z-Ebene liegt und der Wellenvektor k. der einfallenden 
Welle in der x-y-Ebene (Abb. 8.10). Die Ebene, welche durch 
k. und die Normale N auf der Grenzfläche bestimmt ist, heißt 
Einfallsebene (in Abb. 8.10 ist dies die x-y-Ebene). Für die drei 
Wellen (8.45a-c) folgt dann aus der Stetigkeit der Tangential- 
komponente E;: 


Eet + Er — Est F (8.48a) 


Für den Koordinatenursprung (r = 0) ergibt dies: 
Aue! + A, = Aue. (8.48b) 


Diese Gleichung hat für beliebige Zeiten 7 nur dann nichttriviale 


Lösungen, wenn gilt: 
(8.49) 


VEN Em, 


d.h. alle drei Wellen haben die gleiche Frequenz w. 


8.4 \Nellen an Grenzflächen zwischen zwei Medien 


Beim Übergang vom Medium 1 ins Medium 2, bei dem 
sich für verschiedene Brechzahlen nı, n> die Phasenge- 
schwindigkeit 


Up cr ch vw oe Dr 


ändert, kann sich daher nur die Wellenlänge A ändern, 
nicht die Frequenz w! 


Aus der Bedingung (8.48a), die ja für beliebige Punkte r der 
Grenzfläche gelten muss, folgt insbesondere, dass an jedem 
Ort r der Grenzfläche die Phasen der drei Wellen gleich sein 
müssen. Zusammen mit (8.49) folgt daraus: 


k.r=kr=k,:r. (8.50) 
Da die Grenzfläche in Abb. 8.10 in der x-z-Ebene liegt, gilt: 


r=xe, +26; , 


ke = Karbr + koyb, . (8.51) 


Da wir über die Richtungen von k, und k, noch nichts wissen, 
setzen wir allgemein an: 


Ka kr, ey 4 es 
Kuhn: Key 4 Kore:: 
Einsetzen in (8.50) liefert mit (8.51) 
KoxX — Krk 4 Kızz = Kork + ko . (8.52) 


Da diese Gleichung für alle Punkte der Grenzfläche, d.h. für 
beliebige Werte von x und z, gelten muss, folgt: 


(8.53) 
Das bedeutet: 
Auch die Wellenvektoren von reflektierter und gebrochener 


Welle liegen in der Einfallsebene. Alle drei Wellen pflanzen 
sich in derselben Ebene fort. 


In Abb. 8.10a ıst diese Einfallsebene die Bildebene. Man ent- 
nimmt der Zeichnung unmittelbar die Relationen: 


Krk» sDW, 
k, = k,- sin, (8.54) 
kr =k-sinß. 
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Grenzfläche 


Einfallsebene 


Abbildung 8.10 Wahl des Koordinatensystems für die Beschreibung 
von Reflexion und Brechung. a Einfallsebene als Zeichenebene; b per- 
spektivische Darstellung 


Da für die Phasengeschwindigkeit vpn = c’ der elektroma- 
genetischen Wellen gilt: vpn = c/n, folgt für die Beträge der 
Wellenvektoren in einem Medium mit Brechungsindex n: 


k= (859) 


(02) 
— IN 
c 


a|sS 


Da ® in beiden Medien denselben Wert hat, ergibt sich aus 
(8.55) mit (8.54) 








sina sina sinß 
ann a. (8.56) 
C C cz 
Dies bedeutet: 
sine =sin« > a=«. (8.57) 


Einfallswinkel & und Reflexionswinkel «@ sind gleich. 
Zwischen dem Einfallswinkel & und dem Winkel ß der 
gebrochenen Welle besteht folgende Beziehung: 


Se ca 





= 8.58 
np eo m ı) 


(Snellius’sches Brechungsgesetz). 


8.4.3 Amplitude und Polarisation 
von reflektierten 
und gebrochenen Wellen 


Man kann die Amplitudenvektoren A der drei Wellen (8.45) 
zerlegen in Komponenten A, parallel und A, senkrecht zur 
Einfallsebene (Abb. 8.11). Dies sollte nicht verwechselt werden 
mit den Komponenten E, bzw. E,„ parallell bzw. senkrecht zur 
Grenzfläche. 


Bei unserer Wahl des Koordinatensystems hat die Parallelkom- 
ponente A, = {A,,A,,0} eine x- und eine y-Komponente, 
während die senkrechte Komponente A, = {0,0,A;} in z- 
Richtung zeigt, also tangential zur Grenzfläche ist. 


Aus der Stetigkeit von E, an der Grenzfläche folgt mit (8.48b) 
und (8.49) sofort: 


Ass + Ar = Ag. (8.592) 


Für die Tangentialkomponenten des magnetischen Feldvektors 
folgt aus (8.47) und (8.27) für nicht ferromagnetische Materia- 
lien (u = 1) wegen 


B=-_(koxE) = _(kuoxE) = 1/w(k x E) 
cko 02) 
(k.XE)ı + (kXE)e = (KR XE,): 


was für die Komponente E, senkrecht zur Einfallsebene die Be- 
dingung: 


Keyfles + KıyArs = KgyAgs (8.59b) 
ergibt. Da k,, = —ke, ist, folgt: 
.; 
Ass — Ars = Ag - (8.60) 
Key 


Aus (8.59a) und (8.60) erhält man: 


Ass = mr; mit a= Kouiche 5 
l-a 
Ars = I, . 
\ Acp = {Ay Ay, 0} 
Ass = {0, 0, A,} 
N, 
Na > N; 





Abbildung 8.11 Zur Herleitung der Fresnel-Gleichungen. Die Kompo- 
nente A., steht senkrecht auf der Zeichenebene 


Aus Abb. 8.10 entnimmt man: 


ke k 
—_ = 0080; z —=cosß. 


e 8 
Dies ergibt wegen k, = (na/nı)ke: 


 m2cosPß 


n]cosa 


Damit erhalten wir schließlich bei Verwendung von (8.58) die 
Amplitudenverhältnisse für reflektierte und gebrochene Welle 
(Reflexionskoeffizient o, bzw. Transmissionskoeffizient t,): 


Ars 


27, Ian 


l-a 





(8.61a) 


n; cosa@ — n2cos ß 


n; cosa@ + n2 cos ß 


 sin(@ — ß) 
 sin(@ +ß) ’ 


a? 


u 
en 





2 
EHER... 322: (8.61b) 
n; cosa@ + n2 cos ß 


_ 2sindcos« 
 sin@+Pß) 


Eine völlig analoge Überlegung für die zur Einfallsebene paral- 
lelen Komponenten E, ergibt (siehe Aufg. 8.4) 


Arp 
ee 


N2 Cosa —nı cos ß 
N2 Cosa + nı cos B 


_ tan(a@ — ß) 


Sen (8.622) 


Asp 


Te= = 
p 
Aep 


2nı cos 
N Cosa + nı cos B 


_ 2sin ß cos« 
> ee Dee = 


Die Gleichungen (8.61, 8.62) heißen Fresnel-Formeln. Sie bil- 
den die Grundlage aller Berechnungen für die Reflexion oder 
Transmission elektromagnetischer Wellen an Grenzflächen zwi- 
schen zwei Medien mit Brechzahlen n| bzw. n>, wenn die einfal- 
lende Welle im Medium 1 läuft und unter dem Einfallswinkel « 
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auf die Grenzfläche trifft. Sie erlauben die Bestimmung der Po- 
larisation von reflektierter und gebrochener Welle bei beliebiger 
Polarisation der einfallenden Welle [17]. 


Wir wollen die Anwendungen der Fresnel-Formeln nun an eini- 
gen Beispielen illustrieren. 


8.4.4 Reflexions- und Transmissionsvermögen 
einer Grenzfläche 


Der zeitliche Mittelwert 7. der Intensität I. der einfallenden Wel- 
le in einem Medium mit dem reellen Brechungsindex n; ist nach 
(8.44): 


1 LEG 
Ze 


ee) 
[7 
= 
Q_ 
© 
> 


(8.63a) 


mit A. = (A? + a “ und cı = c/nı. Der entsprechende Wert 
für die an der Grenzfläche reflektierte Intensität ist 





IT _ l 42 
I; = „eoeicÄ, } (8.63b) 
Wir bezeichnen das Verhältnis 
R k _ A (8.64a) 
m . a 
I. A? 


als Reflexionsvermögen der Grenzfläche. Streng genommen 
müssten wir hierbei berücksichtigen, dass ein Strahl, der unter 
dem Winkel & auf die Grenzfläche F' auftrifft, im Medium 1 
nur eine Querschnittsfläche F, = Fcos« hat. Dadurch ist die 
Intensität (Energie pro Zeit und Fläche) um den Faktor 1/ cos« 
höher als die Intensität, die an der Grenzfläche herrscht. Deshalb 
sollten wir eigentlich schreiben: 


I,cos« 
ee on (8.64b) 
I. cos a 
Weil aber bei der Reflexion gilt: «@ = «, sind wir berechtigt, 
(8.64a) zu verwenden. 


Im Falle der Transmission müssen wir aber beachten, dass & 
ß ist, und das Transmissionsvermögen wird 


1. 
a (8.64c) 
I. cosa 


Für /; setzen wir ein: 


Iı 


l a2 SE 2 l A 
„ E2Eoc5A, — Z  E2EOU2MOC) * —— 
= Joch 5 


2 2 
2 Hoc Ss 


wobei wir die Tatsache en — 1/&2E04 240 und die Vorausset- 
zung U> = 1 ausnutzen. Analog ergibt sich 


= e 


2 oe 
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sodass wir mit (8.64c) erhalten: 


n,.cos ß A, 


nı cosa A? 





Da das Verhältnis A,/A. für die zur Einfallsebene parallele bzw. 
senkrechte Komponente von A, unterschiedlich sein kann, hängt 
das Reflexionsvermögen nach den Fresnel-Formeln (8.61, 8.62) 
sowohl vom Einfallswinkel & und von den Brechungsindizes n], 
n, als auch von der Polarisation der einfallenden Welle ab. Wir 
erhalten aus (8.61) für die zur Einfallsebene senkrechte Kompo- 


nente: 


ö ö 
no A: (ee) 
Ss 


u A2,  \nıcos« +n2 cos ß 
 (sin@—-ß) 2 
A\sin@+ß)) 

während für die parallele Komponente gilt: 


2 2 
A (er tee) 


r As nz c0osa + nı cos ß 


_ (tan(a — P) z 
5 (= + n) | 


AN 
® 
ee 
+ 
DE 
0 





In Abb. 8.12 sind Reflexionskoeffizient o(&) und Reflexions- 
vermögen R(a) für die beiden Komponenten im Fall n; < 
n, dargestellt. Bei senkrechtem Einfall (@ = 0) ist das Re- 
flexionsvermögen für beide Komponenten gleich, wie es aus 
Symmetriegründen auch sein muss. Aus (8.65a,b) folgt: 


2 
it 119 
Ri = 0) — (Fe —=) 


Beispiel 


Das Reflexionsvermögen einer Luft-Glas-Grenzfläche 
FM oe sta = IT Benkrecher Ental)) 


0,5\° 
Re — 0,04. 
2,5 


Es werden also 4 % der einfallenden Intensität reflektiert. 
Der Bruchteil 





Anıny 


er: _ 


dringt durch die Grenzschicht ın das Medium 2ein. 


Allgemein kann man nachrechnen, dass ohne Absorption für die 
einzelnen Komponenten gilt: 


Tn,+R=1, 


Ik, +R=1, 


p 
+0,2 u 
0 

-0,2 

—0,4 

0,6 

0,8 

1,0 I 
30° P; ı 60° gg: © 

a) 
Brewster- | 
winkel 





30° 60° g0m 


Abbildung 8.12 Reflexionskoeffizienten o(&) und Reflexionsvermö- 
gen R(@) = 0°(«) einer Luft-Glas-Grenzfläche (n; = 1,1» = 1,5) für 
die zur Einfallsebene senkrecht bzw. parallel polarisierte Komponente 


wie auch insgesamt gilt: 


T+R=1. 


Man beachte: Für Materialien mit negativem Brechungsin- 
dex n (siehe Abschn. 8.4.10) liegt der gebrochene Strahl in 
Abb. 8.9 auf derselben Seite der Normale wie der einfallende 
Strahl (Abb. 8.13). 


Mitn, = 1 und n> < 0 folgt aus (8.58) 
n]ı . l » 
sind = — sine = —sina <O 
na na 


> ßB<0,d.h.k, zeigt von der Normalen in Abb. 8.13 nach 
links unten. 


8.4.5 Brewsterwinkel 


Man sieht aus (8.62a), dass für « + ß = 90° die Amplitude 
Amp = 0 wird, d.h. die reflektierte Welle hat keine Paral- 
lelkomponente der elektrischen Feldstärke (Abb. 8.14), sie ist 
vollständig polarisiert senkrecht zur Einfallsebene. 


Der Einfallswinkel x = ap, für den « + ß = 90° wird, bei 
dem also die Wellenvektoren von reflektierter und gebrochener 


w\ 


Grenzfläche 





Abbildung 8.13 Brechung einer elektromagnetischen Welle an der 
Grenzfläche eines Mediums mit negativem Brechungsindex 





Abbildung 8.14 Linearpolarisation des reflektierten Lichts beim Ein- 
fall unter dem Brewsterwinkel ag. a Schematische Darstellung; b phy- 
sıkalische Erklärung mithilfe der Abstrahlcharakteristik der schwingen- 
den Dipole 


Welle senkrecht aufeinander stehen, heißt Brewsterwinkel. Für 
a = 0 wird das Reflexionsvermögen R, null (Abb. 8.12). 


Dies lässt sich anschaulich verstehen. Die einfallende Welle regt 
die Elektronen der Atome in der Grenzschicht zu Schwingungen 
in Richtung des E-Vektors im Medium an (Abb. 8.14b). Der Be- 
trag des Poyntingvektors $ ist bei einem Winkel d von S gegen 
die Dipolachse proportional zu sin? # (siehe Abschn. 6.5). Die 
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induzierten Dipole strahlen keine Energie in Richtung der Dipo- 
lachse (9 = 0) ab. 


Aus sina/sinß = n/n; und ag + B = 90° folgt die Brewster- 
bedingung 


er (8.68) 
nı 
[0.0] 
Beispiel nT 
= 
Für die Grenzfläche Luft-Glas istn;, = lundn> = 1,5 oB 
(bei A = 600. nm). Damit wird &g = 56,3°. - S 


Lässt man einen linear polarisierten Laserstrahl mit dem Am- 
plitudenvektor A = A, unter 56,3° auf eine Glasplatte fallen, 
so geht der Strahl ohne Reflexionsverluste durch die Platte, 
weil A, = 0 wird. Dies wird ausgenutzt, wenn man bei Gas- 
lasern (siehe Bd. 3) das Entladungsrohr mit Brewsterfenstern 
abschließt, um Reflexionsverluste zu vermeiden. 





8.4.6 Totalreflexion 


Lässt man eine Lichtwelle aus einem optisch dichteren Medi- 
um 1 ins optische dünnere Medium 2 (nı > n>) laufen, so folgt 
aus dem Brechungsgesetz (8.58) für den Winkel «: 


’ nz. 
sina = —sinß. 
nı 


Da sin ß nicht größer als 1 werden kann, muss für den Winkel «& 
gelten 
sina <m/nı, 


damit die Welle ins Medium 2 eintreten kann (Abb. 8.15). 


Normale 





Na 


Abbildung 8.15 Zur Totalreflexion von Wellen, die aus dem optisch 
dichteren Medium unter Winkeln « > «, auf die Grenzfläche fallen 
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Für Winkel & mit sin«@ > n»/nı wird alles Licht an der Grenz- 
fläche reflektiert (Totalreflexion). Man nennt den Winkel «,, für 
den 

(8.69) 


sind, = n/nı 


ist, den Grenzwinkel der Totalreflexion. 


Beispiel 


Für nn = 15 undm = 1 wird a, = 41,8°. Man 
kann die Totalreflexion ausnutzen in 90°-Umkehrprismen 
(Abb. 8.16), bei denen der einfallende Lichtstrahl wieder 
in die gleiche Richtung, aber seitlich versetzt, reflektiert 
wird. 





Abbildung 8.16 Ausnutzung der Totalreflexion beim Retro- 
reflexionsprisma (Katzenauge) 


Solche Rerro-Reflektoren wurden z.B. von den Astro- 
nauten auf dem Mond installiert, sodass man von der 
Erde aus mit einem Laserstrahl diese Retro-Reflektoren 
anpeilen und das reflektierte Licht messen kann. Mit ge- 
pulsten Lasern kann aus der Messung der Lichtlaufzeit die 
Entfernung zwischen Messstation auf der Erde und Retro- 
reflektor auf dem Mond bis auf 0,1 m genau (!) vermessen 
werden. 


Die Totalreflexion wird in Lichtwellenleitern ausgenutzt, 
bei denen eine flexible dünne Quarzfaser einen Kern mit 
Brechungsindex n, hat (Durchmesser 3 um-I mm), der 
von einem Mantel mit niedrigerem Brechungsindex nz < 
n, umgeben ist (Abb. 8.17). a 






Mantel 


Abbildung 8.17 Totalreflexion in einer Lichtleitfaser aus Glas 






n,>1 


Abbildung 8.18 Verhinderte Totalreflexion. a Über die Grenzfläche 
bei x = 0 in das Medium mit m < nı eindringende Intensi- 
tät. b Experimentelle Anordnung zur Demonstration der verhinderten 
Totalreflexion. Mit abnehmender Dicke d des Luftspalts steigt das Ver- 
hältnis /,/1, 


Man beachte: 


= Totalreflexion tritt nur beim Übergang vom optisch dichteren 
zum optisch dünneren Medium auf, wenn & > «a, wird. 

m Auch bei der Totalreflexion dringt die Welle etwas ın das Me- 
dium 2 mitna < nı ein (etwa | Wellenlänge weit). Man kann 
diese „evaneszente Welle“ (durch die gestrichelten Linien in 
Abb. 8.18b angedeutet) experimentell durch die ‚„verhinder- 
te‘ Totalreflexion nachweisen (Abb. 8.18). Nähert man der 
total reflektierenden Grenzfläche Glas-Luft eine zweite Glas- 
fläche, so tritt Licht in diese ein, wenn der Luftspalt kleiner 
als A wird. Solche Experimente zeigen, dass die Intensität der 
Welle im Medium 2 exponentiell abnimmt wie I = Ig-e*%. 
Ist das Medium 2 absorptionsfrei, so wird die Welle trotz des 
Eindringens in Medium 2 an der Grenzfläche 1-2 ohne Ver- 
luste reflektiert. Bringt man jedoch absorbierende Moleküle 
an die Grenzfläche im Medium 2, so fehlen die absorbierten 
Anteile ım reflektierten Licht. Man kann auf diese Weise die 
Spektren dünner absorbierender Schichten messen. 


8.4.7 Änderung der Polarisation 
bei schrägem Lichteinfall 


Lässt man linear polarisiertes Licht unter dem Winkel «& auf ei- 
ne Grenzfläche fallen, so tritt bei der reflektierten und bei der 
gebrochenen Welle im Allgemeinen eine Drehung der Polarisa- 
tionsebene ein. 


Sei y. der Winkel, den der elektrische Feldvektor E. der ein- 
fallenden Welle mit der Einfallsebene bildet (Abb. 8.19). Dann 


1st 
es 





tan ye = 
ep 


Für den Winkel y,, den der E-Vektor der reflektierten Welle mit 
der Einfallsebene bildet, folgt aus den Fresnel-Formeln (8.61, 


8.62) 

cos(a@ — ß) 
 cos(@ +B) 
Da cos(@ — B) > cos(@ + ß) ist, folgt: 


Ars 
tan y, = — = 


re (8.70) 


-{anYye . 


Yr > Ye - 


Einfalls- 
ebene 






Einfalls- 
ebene 





Abbildung 8.19 Zur Änderung der Polarisation bei der Reflexion 


Bei der Reflexion wird die Polarisierungsrichtung von der 
Einfallsebene weggedreht. 


Nur bei senkrechtem Einfall («x = 0°) oder für ye = 0° oder 
90° bleibt die Polarisationsrichtung erhalten (abgesehen vom 
Brewster-Fall mit A; = 0, für den man y, nicht mehr definieren 
kann). 


Für die durchgelassene Welle erhalten wir den Winkel y, mit 


A 
tan yg = —. = cos(a — ß) -tanye. 


(8.71) 
Asp 


Da cos(a@ — B) < list, folgt yg < Ye. 


Bei der Brechung wird die Polarisationsebene zur Einfall- 
sebene hingedreht. 


8.4.8 Phasenänderung bei der Reflexion 


Wir betrachten im Folgenden nur absorptionsfreie Medien (k = 
0). Wird die Welle am optisch dichteren Medium 2 reflektiert 
(n2 > nı), so folgt aus (8.61) wegen cosß > cosa, dass die 
Amplitude A,, der zur Einfallsebene senkrechten Komponente 
das Vorzeichen gegenüber A., ändert. Das bedeutet: 


Bei der Reflexion am optisch dichteren Medium tritt für 
die zur Einfallsebene senkrechte Komponente ein Phasen- 
sprung von r auf. 


Für die zur Einfallsebene parallele Komponente A, in Abb. 8.11 
sagen wir, dass ein Phasensprung von r bei der Reflexion statt- 
sefunden hat, wenn die y-Komponente ihr Vorzeichen wechselt. 


Man sieht aus (8.62a), dass o, negativ wird für (a + B) > /2. 
Da « + ß = n/2 die Bedingung für den Brewsterwinkel 
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Abbildung 8.20 Amplitudenreflexionskoeffizienten o, und o, beim 
Übergang vom optisch dichteren in das optisch dünnere Medium 


r/2 





30° 


60° 90° a 
Abbildung 8.21 Phasensprung bei der Reflexion am optisch dichteren 
Medium am Beispiel der Grenzfläche Luft-Glas 


& = 0 Ist, erfährt die Parallelkomponente nur für Einfalls- 
winkel « > ag einen Phasensprung von bei der Reflexion 
am optisch dichteren Medium. Der Übergang von « < ap zu 
a > 0 Ist für A, trotzdem nicht diskontinuierlich, weil A, für 
& = Q null wird (Abb. 8.20). 


In Abb. 8.21 ıst der Verlauf des Phasensprunges an einer Grenz- 
fläche Luft-Glas für die beiden Komponenten illustriert. 


Anmerkung. Bei senkrechtem Einfall (x = 0°) wird die Un- 
terscheidung zwischen A, und A, bedeutungslos, da alle Ebenen 
durch die Einfallsrichtung Einfallsebenen sind. Legt man für 
a > 0° die Einfallsebene fest, so folgt für « — 0 aus (8.6la, 
8.62a) für beide Komponenten: 


nn — nn 
2.7 2x9 
nı + n2 


für na > nı, d.h. beide Komponenten erfahren einen Phasen- 
sprung, sodass man einfach sagen kann: Die Welle macht für 
nz > n, einen Phasensprung von r bei der Reflexion. <a 


Bei der Reflexion am optisch dünneren Medium (nz < nı > 
a& < ß) sieht man aus (8.6la), dass für die zur Einfallsebene 
senkrechte Komponente A, kein Phasensprung auftritt. Für die 
parallele Komponente A, ergibt (8.62a), dass für (@«+ß) < /2, 
d.h.a& < «ag, ein Phasensprung von 7 auftritt, danach (bis zur 
Totalreflexion) tritt kein Phasensprung auf (Abb. 8.22). 
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90° 9 


0° 30° 60° 
Abbildung 8.22 Phasensprünge für A, und A, bei der Totalreflexion als 
Funktion des Einfallswinkels «& für n; = 1,5 - m 


Für die gebrochene Welle bleibt in jedem Fall das Vorzeichen 
erhalten, d.h. hier tritt in keinem der beiden Fälle ein Phasen- 
sprung auf. 


Bei der Totalreflexion (Abb. 8.22) sind die Phasensprünge Ag 
der beiden Komponenten verschieden groß. Man sieht dies, 
wenn man (8.61) bzw. (8.62) mithilfe von (8.69) umschreibt. 
So erhält man z.B. aus (8.6la) durch Kürzen mit n;: 


2 2 


cosa& — ı/siın Ag — sin U 


Os — . 
cosa + ‚sin Ug — sin « 


Für & > «&, wird der Radikand negativ und Zähler und Nenner 
komplex. Wie man durch Nachrechnen erkennt, bleibt jedoch 
0s 0; = 1, sodass das Reflexionsvermögen R = 1 bleibt. 


Der Phasensprung Ay(a) steigt von Ay(a,) = O0 bis 
Ay(90°) = r (Abb. 8.22). Genauere Details findet man in 
[18, 19]. 


(8.72) 


Man erhält für die senkrecht polarisierte Komponente einer an 
der Grenzfläche total reflektierten Welle (nz < n|) den Phasen- 
sprung Ag, mit 











Aps 1 . 
can ( r ) — sin’« — (2) (8.73a) 
2 cos« n 
und für die parallele Komponente 
Ay» n? N 2 
tan ($) = sin’ « — (7) (8.73b) 
2 n5 COS @ n] 


8.4.9 Reflexion an Metalloberflächen 


Metalle absorbieren elektromagnetische Wellen in einem weiten 
Frequenzbereich. 


Der Imaginärteil « des komplexen Brechungsindex ist ım 
Sichtbaren für Metalle im Allgemeinen größer als der Re- 
alteil n,! (Siehe Abschn. 8.3.2). 


Um aus den Fresnel-Formeln (8.6la, 8.62a) das Reflexionsver- 
mögen einer Grenzfläche Luft-Metall zu bestimmen, müssen 
wirn;, = lundnz = n, — ik einsetzen. Dies ergibt bei reel- 
ler Amplitude der einfallenden Welle komplexe Ausdrücke für 
die Amplituden A, und A,, der reflektierten Welle, was bedeu- 
tet, dass sich sowohl die Amplitude als auch die Phase bei der 
Reflexion ändern. 


Ausgangspunkt: Fresnel-Gleichung (8.61a) für den Reflexions- 
koeffizienten o, von senkrecht polarisiertem Licht (d.h. der 
E-Vektor ist senkrecht zur Einfallsebene) 


A, _ Amplitude der reflektierten Welle 


“A, Amplitude der einfallenden Welle 


n; Cosa — nn cos ß 


n; cosa@ + n» cos ß 


Bei senkrechtem Einfall auf Metall in Luft wirdn; = 1,@ = 0 
und daher auch $ = 0 und damit wird 


u 1l—-n 


en 


Einsetzen von na = n, — ik ergibt mit n, = n: 


l—n+ik 
= = (8.74a) 
l+m 1l—-n-ik 


u 1l—-n 





Os 


Um einen reellen Nenner zu bekommen, erweitern wir mit des- 
sen komplex Konjugierten 
. JFen-ik I+n+ie 1I-n°—x’ +2ik 
pe Itn+ik 1+2n+n?+x? 
lem - % 


el, 


8.74b 
N N 


Nun erinnern wir uns, dass eine komplexe Zahl z = a + ib auch 
geschrieben werden kann als Ae'Y, wobei A der Betrag von z ist 
und o die Richtung gegen die x-Achse. Dies ergibt: 





tano = 2 = ae 
a Reiz) 

= Be. (8.74c) 
l—-n?—k? 


Die Phasensprünge g zwischen reflektierter und einfallender 
Welle können Werte zwischen O und x annehmen und sind für 
A,s und A,, im Allgemeinen unterschiedlich (siehe Aufg. 8.5). 
Deshalb ändert sich der Polarisationszustand der Welle bei der 
Reflexion, außer wenn linear polarisiertes Licht einfällt, dessen 
E-Vektor senkrecht bzw. parallel zur Einfallsebene liegt. Bei 
allen anderen Richtungen von E wird aus linear polarisiertem 
Licht bei der Reflexion elliptisch polarisiertes Licht. 


Bei senkrechtem Einfall (x = 0) erhalten wir aus (8.66) mit 
nı = l,na = n, — ik das Reflexionsvermögen: 


° (N, — 1)’ +? 


u (n. +1)? +? 


n,—-iKk — 1 


= el =], +1 


(8.74d) 
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Abbildung 8.23 Wellenlängenabhängigkeit von Real- und Imaginärteil 
des Brechungsindex von Gold 


Es hängt vom Imaginär- und Realteil der komplexen Brechzahl 
n2 = n, — IK ab. Da diese beiden Größen gemäß (8.39) von der 
Frequenz » und damit von der Wellenlänge A der einfallenden 
Strahlung abhängen (Abb. 8.23), wird R(A) wellenlängenabhän- 


gig! 
Beispiel 


Für Aluminium ist der Brechungsindex bei A = 600 nm: 
n, = 0,95, k = 6,4. Das Reflexionsvermögen ist daher 
bei senkrechtem Einfall R = 0,91. < 


Man sieht aus (8.74d) dass für « > n, das Reflexionsvermögen 
R* 1 wird. 


Dies bedeutet: Die Grenzschicht von stark absorbieren- 
den Medien hat ein großes Reflexionsvermögen (siehe 
Tab. 8.3)! 


Tabelle 8.3 Realteil n, und Imaginärteil « der Brechzahl n = n, — ik 
und Reflexionsvermögen R einiger Metalle bei 500 und 1000 nm 


Wellenlänge in nm Metall N; K R 
500 Kupfer 1,031 2,78 0,65 
500 Silber 0,17 2,94 0.93 
500 Gold 0,84 1,84 0,50 

1000 Kupfer 0,147 6.33 099 

1000 Silber 02 6,83 0,99 

1000 Gold 0,18 6,04 0,98 


Das Transmissionsvermögen einer dünnen absorbierenden 
Schicht der Dicke Az ist durch 


—aAz —AnKkAz/Ao 


T=-=e = 


I, 
le 
gegeben. Der Absorptionskoeffizient «(A) und damit auch « (A) 
hängt von der Wellenlänge X ab (siehe Abb. 8.6). Die Wellen- 
längen, für die «k maximal ist, werden nach (8.74d) bevorzugt 
reflektiert. 
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Abbildung 8.24 Zur Demonstration, dass bei stark absorbierenden Me- 
dien Reflexions- und Absorptionsvermögen zueinander proportional 
sind 


An Grenzflächen von stark absorbierenden Medien, bei denen 
der Brechungsindex einen Sprung macht, ist der Reflexionsko- 
effizient proportional zum Absorptionskoeffizienten. Man be- 
achte jedoch, dass dies nicht mehr gilt, wenn «& nicht plötzlich, 
sondern über eine Strecke von mehreren Wellenlängen ansteigt. 
Dann geht R gegen null und alles Licht wird absorbiert. 


Anmerkung. In der Abb. 8.24 ist zwar im Gegensatz zu 
(8.74d), wo senkrechter Einfall vorausgesetzt wurde, schräger 
Einfall dargestellt, weil im Experiment das einfallende Licht- 
bündel vom reflektierten getrennt werden muss, die allgemeine 
Formel sagt aber sinngemäß dasselbe aus wie (8.74d). < 


Experiment 


Malt man mit einem roten Folienschreiber auf eine trans- 
parente Folie, so erscheint das Schriftbild in Transmission 
rot, weil grün bevorzugt absorbiert wird (Abb. 8.24). Legt 
man die Folie auf einen dunklen Untergrund und beleuch- 
tet sie von oben, so erscheint die Schrift in der Reflexion 
srün! -< 


8.4.10 Medien mit negativem Brechungsindex 


Wir haben weiter oben in diesem Kapitel diskutiert, dass die 
Phasengeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen in Materie 
mit den Konstanten u und e durch die Relation (8.19) 
urn = (E80 U Wo) = c/n, 

verknüpft ist, wobei n, = ,/E: u der Realteil des Brechungs- 
index ist. Seit einigen Jahren ist es gelungen, Materialen mit 
speziellen periodischen Strukturen herzustellen, für die u und e 
beide negativ sind, solange die Wellenlänge der elektromagne- 
tischen Welle größer ist als die „Gitterkonstante“ a (d.h. die 
Länge der Elementarzelle) dieser periodischen Struktur. Es zeigt 
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8 Elektromagnetische Wellen in Materie 





p-polarization 


n=-Jeu =-1 


Abbildung 8.25 Ausbreitung einer Welle in „normalem“ Medium mit 
e= u = | (links) und in einem „Metamaterial“ mitte = u = —1| 
(rechts). Man beachte, dass der Ausbreitungsvektor k der Welle anti- 
parallel zum Poyntingvektor $ ist! (nach Wegener et al. [11-13]) 


sich, dass für solche Materialien die Definition des Brechungs- 
index erweitert werden muss auf 


N Erjerl 


wobei wir bisher immer nur das +-Zeichen berücksichtigt 
hatten. In solchen künstlich hergestellten Materialien mit peri- 
odischen Strukturen a < A gilt jedoch das Minuszeichen, sodass 
n, < OÖ wird. Die Lichtausbreitung in solchen „Metamaterialien“ 
unterscheidet sich von dem gewohnten Bild der Ausbreitung in 
Medien mitn > O[15]. 


Die periodischen Strukturen werden für den Mikrowellenbe- 
reich und inzwischen auch für den Infrarot- bis sichtbaren 
Bereich aus einer räumlich periodisch angeordneten großen 
Zahl von Resonatoren in Aufdampftechnik hergestellt. Jeder 
dieser Resonatoren ist im Prinzip ein „geschrumpfter“ L-C- 
Kreis und besteht aus einem Quadrat mit der Dimension w <A 


u/relative Einheiten 





85 90 95 100 105 110 >v/THz 





Abbildung 8.26 a Schematische Darstellung eines miniaturisierten 
LC-Resonators, b reale Ausführung; ce Resonanzkurve für Real- und 
Imaginärteil der magnetischen relativen Permeabilität u [11-13] 





4 4 4 
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Abbildung 8.27 Herstellung von Metamaterialien mit n, < 0 als 
Überlagerung von Mikroresonatoren (u < 0) in Schichtstruktur und 
periodischer Anordnung von leitenden dünnen Stäben [11-13] und 
5. Zhang et al. Opt. Express 13, 4922 (2005) 


aus Silberwänden der Dicke c und einer Öffnung der Breite g 
(Abb. 8.26a), in dem sich ein zweites kleineres Quadrat befindet. 
Die magnetische relative Permeabilität u in der Umgebung der 
Resonanzfrequenz in Abb. 8.26c zeigt, dass dicht oberhalb der 
Resonanzfrequenz der Realteil von u negative Werte annimmt. 


Inzwischen ist es gelungen, die Strukturen zu verkleinern und 
zu vereinfachen und bei A = 760nm einen Brechungsindex 
von n; = -—0,6 zu erreichen. In Abb. 8.27 sind schematisch 
die vereinfachten, in Photolitographie-Verfahren herstellbaren 
Strukturen mit n, < 0 dargestellt. Sie bestehen aus periodisch 
angeordneten Mikroresonatoren als Schichtstrukturen mit u < 
O und einer periodischen Folge von elektrisch leitenden dünnen 
Stäben, die bewirken, dass e < O wird. Rechts ist die Gesamt- 
struktur gezeigt. 


Pendry hat gezeigt, dass mit Linsen aus solchen Materialien 
mit negativer Brechzahl Licht besser fokussiert werden kann als 
mit konventionellen Linsen und die Begrenzung der räumlichen 
Auflösung durch Beugung (siehe Abschn. 11.3) wesentlich re- 
duziert werden kann [14]. 


8.4.11 Photonische Kristalle 


Photonische Kristalle sind räumlich periodische Anordnun- 
gen von dielektrischen Medien mit unterschiedlicher Dielek- 
trızitätskonstante ge und damit unterschiedlichen Brechzahlen 
(Abb. 8.28). Man kann sie realisieren durch transparente Ma- 
terialien (Glas, Halbleiter), in die periodische Strukturen (z.B. 
dielektrische Mikrozylinder oder Kügelchen) eingebaut sind, 
deren Abstände a ın der Größenordnung der optischen Wellen- 
länge liegen. Sie beeinflussen deshalb die Ausbreitung von Licht 
in diesen Materialien. 


Fällt eine Lichtwelle mit der Wellenlänge A auf diese Struktur, 
so wird ein Teil der Wellenamplitude an den Grenzflächen der 
periodischen Struktur reflektiert. Firra = m-n-A(m = |, 
2,3, ...) überlagern sich die reflektierten Anteile phasenrichtig 


8.5 Lichtausbreitung in nichtisotropen Medien; Doppelbrechung 








einfallende 

Lichtwelle . 
= Ze Elementgröße a 
| 











Gitterkonstante a 


x 


Abbildung 8.28 Modell eines eindimensionalen optischen Kristalls 
mit räumlich periodischer Variation der Dielektrizitätskonstante & 


und addieren sich deshalb. Das Reflexionsvermögen des Kris- 
talls wird erhöht. Füra = q:n-\/2(q = 2m-1) sind die Phasen 
der reflektierten Wellen um g - z gegeneinander verschoben und 
die reflektierten Anteile löschen sich teilweise oder ganz aus. 


8.5 Lichtausbreitung 
in nichtisotropen Medien; 
Doppelbrechung 


In optisch anisotropen Medien ist (im Modell des schwingen- 
den Oszillators) die Rückstellkraft FR = -—krx, mit der ein 
schwingendes Elektron an seine Ruhelage gebunden ist, von der 
Richtung der Schwingung im Kristall abhängig. Dies bedeutet, 
dass die Eigenfrequenzen wg; = (kri/m)!’? für die verschiede- 





(0) 


Abbildung 8.29 Brechungsindizes nı(®) und nz(®) und Absorptions- 
koeffizienten &(w) für zwei zueinander senkrecht polarisierte Wellen in 
einem anisotropen Kristall. Der sichtbare Spektralbereich ist durch Aw, 
bezeichnet 


nen Polarisationsrichtungen der einfallenden Welle verschieden 
sind. Nach (8.32) hat dies zur Folge, dass der Brechungsindex n 
nicht nur von der Frequenz &, sondern auch von der Richtung 
des E-Vektors und des k-Vektors, d.h. von der Ausbreitungs- 
richtung der Welle abhängt (Abb. 8.29). 


Die optische Anisotropie hängt von der Kristallstruktur ab. In 
Abb. 8.30 ist die Anordnung der Atome in einem Kalkspatkris- 
tall CaCO; illustriert. Man sieht, dass es eine Vorzugsrichtung 
gibt (optische Achse, senkrecht zur Ebene der Abb. 8.30b), dass 
die Atomanordnung jedoch nicht rotationssymmetrisch um die- 
se Achse ist. Dies macht bereits anschaulich deutlich, dass 
die Rückstellkräfte auf die Elektronenhüllen auf Grund des 
anisotropen Kraftfeldes der positiv geladenen Kerne von der 
Richtung in der Ebene der Abb. 8.30b abhängen [16]. 


optische 








b) 


Abbildung 8.30 a Kristallstruktur von Kalkspat CaCO;; räumliche 
Anordnung der Atome. b Ebener Schnitt senkrecht zur optischen Achse 
durch einen CaCO; -Kristall 
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8 Elektromagnetische Wellen in Materie 


8.5.1 Ausbreitung von Lichtwellen 


in anisotropen Medien 


Um dies genauer zu verstehen, führen wir ein einfaches ana- 
loges mechanisches Experiment (Abb. 8.31) durch. Zwei ver- 
schieden starke Spiralfedern sind in x- bzw. y-Richtung auf 
einem weißen Brett ausgespannt. Der Verbindungspunkt ? ist 
durch eine schwarze Scheibe markiert. Zieht man jetzt die 
Scheibe mit einem Faden in die Diagonalrichtung, so folgt die 
Scheibe nicht, wie vielleicht erwartet, dieser Richtung, sondern 
dem Pfeil As, der gegen die Diagonale geneigt ist. In jedem 
Punkt dieser Bahn ist die Summe aller Kräfte (Zugkraft F, und 
Rückstellkraft FR = Fr, + FRr,) null. 


Für unser Oszillatormodell der Doppelbrechung bedeutet dies: 
Die Schwingungsrichtung der Oszillatoren im anisotropen Kris- 
tall ist nicht unbedingt parallel zum elektrischen Vektor der 
einfallenden Welle. Mathematisch lässt sich dies dadurch be- 
schreiben, dass die relative Dielektrizitätskonstante e kein Ska- 
lar mehr ist, sondern ein Tensor 


Ex 0 Exy Exz 
Ee= | Sr &, & (8.75) 
Ex Ey €x 


Der Zusammenhang zwischen dielektrischer Verschiebungs- 
dichte D und Feldstärke E wird dann statt durch (1.64) durch 


Y 
k,>>k, . 
& 
K, X 
O 
& 
k, = P(0,0) 
5 8A KG \ 
Fi O he: 
P(x,y) ® o 
A Ky 
Fi. K,.y) = 
O 
©, 





Abbildung 8.31 a Mechanisches Analogmodell zur optischen Doppel- 
brechung. Kraft und Auslenkungsrichtung sind bei ungleichen Rück- 
stellkräften nicht parallel. b Erregendes Feld und Polarisation haben 
nicht mehr dieselbe Richtung 


die Gleichung: 
D=:-.&E (8.76) 

gegeben, was in Komponentenschreibweise heißt: 

1 

—D, = Eukı + ExyEy + ExEz , 

E0 

1 

„Di = Eu Er + &pEy, + &xE; ; (8.766) 


1 
BE — Eur + EyEy + Exzbz - 
0 


Man beachte, dass D und E im Allgemeinen nicht mehr parallel 
sind. Schreibt man die dielektrische Verschiebungsdichte als 
D=oE+P, (8.76c) 
so sieht man, dass die dielektrische Polarisation analog zu (1.58) 
geschrieben werden kann als 
P=D-soE= &(&-1N)-E=&0:-X-E. (8.76d) 
P ıst dann im Allgemeinen nicht mehr parallel zu E, d.h. ana- 
log zu unserem mechanischen Modell in Abb.8.3la ist die 
Schwingungsrichtung der induzierten Dipole nicht unbedingt 
parallel zur erregenden Feldstärke E der einfallenden Welle 


(Abb. 8.31b). Die Größe / = (& - 1) ist ein zweistufiger Tensor 
und (8.76d) kann in Komponenten geschrieben werden: 


3 
P=©-) BE (=wVd, (8.766) 
jl 


was zeigt, dass jede Komponente P; der dielektrischen Pola- 
risation im Allgemeinen von allen drei Komponenten E; der 
einfallenden Welle abhängen kann. Um die Ausbreitung einer 
ebenen elektromagnetischen Welle im anisotropen Kristall zu 
untersuchen, benutzen wir die beiden Maxwell-Gleichungen 
dvD=0; divB=0 

in nichtleitenden und ladungsfreien (o = 0) Medien. Aus ihnen 
folgt: 


D-k=0 und B-k=0. (8.77) 


Sowohl D als auch B stehen senkrecht auf dem Wellenvektor k. 
AusB = (n/c)-(koxE) (8.27) folgt B_ E. Aus der Definition 
des Poynting-Vektors 


S=scClExB) (füru=]) 


folgt B _ $S. Da ın Dielektrika (Isolatoren) kein Strom fließt, 
gilt: rot B = uno: 2 (siehe Abschn. 8.3). Daraus folgt: B _D. 


DaB senkrecht auf k, E, D und $ steht, müssen alle vier Größen 
in einer Ebene liegen (Abb. 8.32). E und D bilden einen Winkel 
c miteinander, der durch (8.76), also durch den Dielektrizitäts- 
tensor €, bestimmt wird. 


Die Richtung des Wellenvektors k ist nicht mehr identisch mit 
der des Energieflusses $. Die beiden Vektoren k und $ bilden 


8.5 





Abbildung 8.32 Bei der Ausbreitung einer Lichtwelle im anisotropen 
Kristall liegen die Vektoren k, E, D und $ in einer Ebene, senkrecht 
zu B, aber E steht nicht mehr senkrecht auf k 


den gleichen Winkel & miteinander wie Eund D, welE LS 
undD 1 k. Während die Phasenflächen senkrecht auf k stehen, 
läuft die Energie (und damit auch die „Lichtstrahlen“ im Sinne 
der geometrischen Optik ın Kap. 9) ın Richtung von S$. 


In anısotropen Kristallen sind im Allgemeinen Ausbrei- 
tungsrichtung der Lichtwelle und Energieflussrichtung 
voneinander verschieden. 


Der elektrische Feldvektor E steht senkrecht auf $ aber nicht 
auf k. Die Welle ist nicht mehr völlig transversal. E hat eine 
Komponente in Feldrichtung. 


8.5.2 Brechungsindex-Ellipsoid 


In nichtabsorbierenden Medien sind die Tensorelemente g;: in 
(8.75) reell und bei nicht-optisch-aktiven Medien wird der Ten- 
sor symmetrisch, d.h. &x = &x. Dann reduziert sich die Zahl 
der Komponenten auf sechs. Es lässt sich immer ein Koordina- 
tensystem (x, y,z) finden, in dem & diagonal wird (Hauptachsen- 
Transformation). 


ei 0 0 
EHA — 0 e3 0 (8.78) 
0 0 3 


Die Hauptwerte &ı, &, &3 erhält man durch Diagonalisierung der 
dem Tensor entsprechenden Matrix (8.75). Diesen Hauptwerten 
entsprechen gemäß (8.26a) drei Werte des Brechungsindex 


nı = Ye, m =: «/6, Nn3 = SE. 


Trägt man in einem Hauptachsensystem (nı, na, nz) einen Vek- 
tor 
N= NsNyuNz) 


vom Nullpunkt aus auf, so beschreibt sein Endpunkt ein Ellıp- 
sold 


2 n2 n2 
Ze Ed, (8.79) 
nn m N; 


Lichtausbreitung in nichtisotropen Medien; Doppelbrechung 


optische Achse 


optische Achse 





Abbildung 8.33 a Rotationssymmetrisches Indexellipsoid mit der 
Symmetrieachse in Richtung der optischen Achse. b Zweidimensiona- 
le Darstellung von n,(9) und der nicht von 9 abhängigen Größe no für 
einen positiv einachsigen Kristall 


welches Indexellipsoid heißt (Abb. 8.33). Die Länge der Haupt- 
achsen dieses Ellipsoids geben die Hauptwerte n; des Bre- 
chungsindex an. 


Kristalle, für denn = m 7 nz gilt, heißen optisch ein- 
achsig. Ihr Indexellipsoid ist rotationssymmetrisch um die z- 
Hauptachse als Symmetrieachse. Istnz3 > nı = n, so handelt 
es sich um optisch positive, für nz < n; = n) um optisch nega- 
tive einachsige Kristalle. Wenn eine elektromagnetische Welle 
in Richtung k ihres Wellenvektors durch den Kristall läuft, so 
schneidet die Fläche durch den Nullpunkt senkrecht zu k, in wel- 
cher der Vektor D der Welle liest, das Ellipsoid in einer Ellipse 
(Abb. 8.33 und 8.34). Die Länge der Strecke in Richtung von 
D vom Nullpunkt zur Schnittkurve gibt den Brechungsindex n 
für diese Welle an und damit auch ihre Phasengeschwindigkeit 
vpn = c/n. Es gibt eine ausgezeichnete Richtung von k, bei 
der die Schnittfläche ein Kreis ist. Diese Richtung heißt opti- 
sche Achse des Kristalls. Für diese Richtung von k hängt der 
Brechungsindex nicht von der Orientierung von D ab. 


Im allgemeinen Falln; # nz # nz #£ nı gibt es zwei Richtun- 
gen von k, für welche die Schnittfläche ein Kreis ist. In solchen 
biaxialen Kristallen gibt es zwei optische Achsen. Breitet sich 
die Welle in Richtung einer optischen Achse aus, so ıst ihre 
Ausbreitungsgeschwindigkeit unabhängig von der Richtung ih- 
res E-Vektors. In diesem Fall zeigen E und D in die gleiche 
Richtung. 


Wählt man für einen optisch einachsigen Kristall die z-Richtung 
als Richtung der optischen Achse und zeichnet einen Schnitt ın 
der x-z-Ebene durch dieses Index-Ellipsoid (Hauptschnitt), so 
entsteht für eine Polarisationskomponente (E in der x-z-Ebene) 
eine Ellipse, für die dazu orthogonale Komponente (E senkrecht 
zur x-z-Ebene) ein Kreis (Abb. 8.34). Der zum Kreis gehörige 
Brechungsindex no hängt nicht vom Winkel 0 zwischen Aus- 
breitungsrichtung von k und optischer Achse ab. Er verhält sich 
wie bei einem isotropen Medium und heißt daher ordentlicher 
Brechungsindex n,, während der außerordentliche Brechungs- 
index n, vom Winkel 0 abhängt. Sein Maximalwert (n.)max = 
n; wird für positiv einachsige Kristalle (Abb. 8.34a) für k || x 
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8 Elektromagnetische Wellen in Materie 


J 


optische Achse 







ordentlicher 
Strahl 


außerordentlicher 
Strahl 


a) N>ny=Nng 


optische Achse 


b) N3< Nn,= N 


Abbildung 8.34 Schnitt durch das Indexellipsoid a für positiv, b für 
negativ optisch einachsige Kristalle. Die Schnittpunkte der Ausbrei- 
tungsrichtung mit Kreis bzw. Ellipse geben die Brechzahlen ng bzw. 
n.(0) an. Zwei verschiedene Wellen in zwei beliebigen Richtungen sind 
eingezeichnet, von denen einmal nur der ordentliche und einmal nur der 
außerordentliche Strahl gezeigt wird. Die Ellipsoide sind rotationssym- 
metrisch um die optische Achse 


angenommen, sein Minimalwert (n,)min = No für k || z. Bei 
unserer Wahl der Koordinatenachsen sind die Lichtwellen mit 
E = {0, E,,0} ordentliche, die mit E = {E,,0, E,} außerordent- 
liche Wellen bzw. Strahlen. In Tab. 8.4 sind für einige optisch 
einachsige Kristalle die Brechzahlen n, und n, angegeben. 


Bei Kristallen mit niedrigerer Symmetrie gıbt es keine ausge- 
zeichnete Richtung mehr, und die Strahlausbreitung in solchen 
Kristallen wird wesentlich komplizierter. Es gibt keinen ordent- 


Tabelle 8.4 Brechzahlen n, = nı und n, (90°) = nz für einige doppel- 
brechende optisch einachsige Kristalle bei A = 589,3 nm 


Kristall No 1, 
Quarz 1,5443 1,5534 
Kalkspat 1,6584 1,4864 
Turmalin 1,669 1,638 
ADP Ammonium-Dihydrogen-Phosphat 1,5244 1,4791 
KDP Kalium-Dihydrogen-Phosphat 1,5095 1,4683 
Cadmiumsulfid CdS 2,508 2,526 


lichen Strahl mehr mit einer richtungsunabhängigen Brechzahl, 
sondern zwei außerordentliche Strahlen, für welche die Brech- 
zahlen richtungsabhängig sind. Für optisch zweiachsige Kristal- 
le gibt es drei unterschiedliche Brechzahlenn; Zn £ nz; # nı, 
und die Strahlenfläche ist kein Rotationsellipsoid mehr [17]. 


Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes in Materie 
ist: 
Oem — (E-D) — eo(E: (€ E)) . 


Im Hauptachsensystem wird dies: 
2 
= 


ı (D D: 
0em=—- |=+r—+—]}. 
EL \ & &y E; 


Die Flächen konstanter Energiedichte sind dreiachsige EI- 
lipsoide. 


Mit dem Vektorr = {x,y,z} = IE {D,, D,, D.} Kann man dies 


wegen n? —= &;/&,i = x,y, 2, schreiben als: 


2 2 2. 
>... 
#57 ZT, 
N; N, n, 


und erhält das Index-Ellipsoid. 


8.5.3 Doppelbrechung 


Lässt man in einen Kalkspatkristall ein paralleles, unpolarisier- 
tes Lichtbündel eintreten, so spaltet es (auch bei senkrechtem 
Einfall) in zwei Teilbündel auf (Abb. 8.35). Ein Bündel folgt 
dem Snellius’schen Brechungsgesetz (8.58) (d.h. bei a = 0 
ist auch ö = 0). Es wird deshalb ordentlicher Strahl genannt 
(wıe ein ordentlicher Bürger, der gesetzestreu ist). Das ande- 
re Teilbündel hat auch für & = 0 einen Brechwinkel 8 # 0 
(außerordentlicher Strahl). 


Misst man den Polarisationszustand der beiden Teilwellen, so 
stellt man fest, dass beide orthogonal zueinander polarisiert 
sind. Die ordentliche Welle ist senkrecht zur optischen Achse 
des Kristalls polarisiert, die außerordentliche parallel zu ihr. 


Wie in Bd. 1, Abschn. 11.11, erläutert wurde, kann man die 
Brechung mithilfe des Huygens’schen Prinzips verstehen. Die 
Ausbreitungsrichtung ist die Normale zur Einhüllenden der 
Wellenfronten der Elementarwellen. 


Trifft das einfallende Licht senkrecht zur optischen Achse auf 
den Kristall (Abb. 8.33a), so hängt für beide Polarisationsebe- 
nen die Ausbreitungsgeschwindigkeit nicht von der Ausbrei- 
tungsrichtung im Kristall ab, die in der x-y-Ebene von Abb. 8.34 
liegt. Die Phasenflächen für jede Elementarwelle (von denen 
in Abb. 8.36a nur eine gezeichnet ist, die vom Punkt A aus- 
geht) sind also für beide Polarisationsrichtungen Kugeln (ihre 
Schnitte in der x-y-Ebene sınd dann Kreise), aber die Ausbrei- 
tungsgeschwindigkeiten für die ordentliche und die außeror- 
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Abbildung 8.35 Optische Doppelbrechung. a Senkrechter Einfall; 
b schräger Einfall; ce Illustration der Doppelbrechung im Kalkspat- 
Kristall. Beim Einfall von unpolarisiertem Licht sind ordentlicher und 
außerordentlicher Strahl senkrecht zueinander linear polarisiert 


dentliche Welle sind unterschiedlich, weil n, von n, verschieden 
ist. Die Tangenten vom Punkt B an diese Kreise geben dann 
die Phasenebenen der Gesamtwelle für die beiden Polarisations- 
richtungen an und die Ausbreitungsvektoren k, und k, stehen 
senkrecht auf diesen Ebenen. Sie zeigen in unterschiedliche 
Richtungen. 


Wenn die Einfallsrichtung schräg zur optischen Achse liegt 
(In Abb. 8.36b liegt die optische Achse ın der Zeichenebene), 
hängt die Phasengeschwindigkeit der außerordentlichen Wel- 
le (Polarisationsrichtung parallel zur optischen Achse) von der 
Richtung gegen die optische Achse ab (Abb. 8.34). Deshalb 
sind die Schnitte durch die Phasenflächen für die außerordent- 
lichen Elementarwellen Ellipsen und für die ordentliche Welle 
(Polarisationsrichtung senkrecht zur optischen Achse) wie in 
Abb. 8.36a Kreise. Ist die Einfallsrichtung senkrecht zur Grenz- 
fläche, so geht der ordentliche Strahl ım Kristall geradeaus 
weiter, während der außerordentliche Strahl gebrochen wird. 


In Abb. 8.37 wırd das Zustandekommen der Ellipse noch einmal 
für den allgemeinen Fall erklärt. Der Polarısationsvektor E der 
einfallenden Welle wird in eine Komponente E\) parallel und ei- 
ne Komponente E | senkrecht zur optischen Achse zerlegt. Die 
Geschwindigkeiten für die beiden Polarisationsrichtungen sind 
vı bzw. v|. Der Brechungswinkel ß ergibt sich dann aus dem 
Brechungsgesetz v) /c = sin ß. 


Die Größe der Aufspaltung in ordentlichen und außerordentli- 
chen Strahl hängt ab von dem Winkel des einfallenden Strahls 
gegen die optische Achse und von der Differenz der Brechzah- 
len.n, undA.: 


Vakuum E 
n=1 / 
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Abbildung 8.36 a Doppelbrechung des einfallenden Lichtes, wenn die 
optische Achse senkrecht zur Zeichenebene liegt. b Elliptische Wel- 
lenfronten für die außerordentliche Welle mit Poynting-Vektor $ und 
Wellenvektor k 


Wegen der unterschiedlichen Geschwindigkeiten und Ausbrei- 
tungsvektoren k für die beiden Polarisationsrichtungen haben 
Ausbreitungsvektor k und Poynting-Vektor S in doppelbrechen- 
den Kristallen im Allgemeinen unterschiedliche Richtungen. In 
Abb. 8.38 werden für den allgemeinen Fall die Richtungen von 
elektrischer Feldstärke E, dielektrischer Verschiebungsdichte D, 
Wellenvektor k und Poynting-Vektor S, der die Richtung des 
Energieflusses angıbt, illustriert. Die Tangentenebene an die 
Phasenflächen der einzelnen Elementarwellen ergibt die Pha- 
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optische 





Abbildung 8.37 Entststehung der elliptischen Phasenflächen in einem 
doppelbrechenden Kristall, wenn die Polarisationsrichtung der einfal- 
lenden Welle einen beliebigen Winkel gegen die optische Achse hat 


D 





S 


Abbildung 8.38 Richtungen der verschiedenen Vektoren in Kristallen. 
E steht senkrecht auf S und D senkrecht auf k 


senebene der Gesamtwelle. Der Ausbreitungsvektor k steht 
senkrecht auf dieser Phasenebene. Die Richtung des Poynting- 
Vektors $ ist die Richtung des Energieflusses. Sie ergibt sich als 
Sr Eivj + Eiv\. 


DaS = &-&0: vn,(E x B) gilt, steht E senkrecht auf S. 
Ebenso steht die dielektrische Erregung D senkrecht auf dem 
Wellenvektor k. Zwischen den Richtungen von D und E und 
zwischen k und $ liegt jeweils der Winkel &, der von den Kom- 


ponenten des Dielektrizitäts-Tensors e, also von der Struktur 
des Kristalls abhängt. Fällt ein Lichtbündel mit kleinem Bün- 
delquerschnitt ein, so wandert der Energiefluss bei genügend 
großer Dicke des Kristalls aus dem Strahlquerschnitt heraus, 
d.h. es wird dann keine Energie transportiert. 


Fällt die optische Achse mit der Ausbreitungsrichtung zusam- 
men, so findet keine Doppelbrechung statt. Beide Wellen haben 
dann gleiche Phasengeschwindigkeit. 


8.6 Erzeugung und Anwendung 
von polarisiertem Licht 


Wie in Abschn. 7.4 gezeigt wurde, kann eine ebene elektro- 
magnetische Welle, die in z-Richtung läuft, immer dargestellt 
werden durch 

E = (A, + A,)ee) 


wobei die Amplituden 
Ax = Eue!, A, = Eoye” 


im Allgemeinen komplexe Vektoren sind. 


Für 9) = @ ist die Welle linear polarisiert (Abb. 7.4), für |A,| = 
A,| und |pı — %| = 7/2 ist sie zirkular polarisiert (Abb. 7.5), 
und für |A,| # |A,| oder |pı -2| & {0, 7/2, } ist sie elliptisch 
polarisiert. 


Gibt es keine zeitlich konstante, sondern eine statistisch schwan- 
kende Phasendifferenz @| — @, so variiert die Richtung von E 
statistisch in einer Ebene senkrecht zu z. Solche Wellen heißen 
unpolarisiert. 


Eine Welle, die von einem schwingenden Dipol ausgesendet 
wird, ist in genügend großer Entfernung von Dipol (r > do) 
linear polarisiert, wobei E parallel zur Dipolachse gerichtet ist 
(siehe Abschn. 6.4). 


Lichtwellen werden von energetisch angeregten Atomen oder 
Molekülen ausgesandt. In den meisten Fällen (z.B. bei Stoßan- 
regung der Atome) sind die Richtungen der atomaren Dipole 
statistisch in alle Richtungen verteilt. Deshalb ist das Licht 
üblicher Lichtquellen (z.B. Glühlampe, Gasentladung) im All- 
gemeinen unpolarisiert. 


Die Frage ist nun, wie man aus solchem unpolarisiertem Licht 
polarisiertes Licht erzeugen kann. Dazu gibt es eine Reihe von 
Möslichkeiten, von denen einige hier kurz vorgestellt werden 
[20]. 


8.6.1 Erzeugung von linear polarisiertem Licht 


durch Reflexion 


Lässt man unpolarisiertes Licht unter dem Brewsterwinkel ap 
auf eine Glasplatte fallen, so enthält der reflektierte Anteil nur 
eine Polarisationskomponente A , senkrecht zur Einfallsebene 


linear polarisiert 


unpolarisiert 








linear 


polarisiert 


Abbildung 8.39 Erzeugung von linear polarisiertem Licht durch Trans- 
mission durch viele Brewsterflächen 


(Abb. 8.14). Das reflektierte Licht ist daher vollständig linear 
polarisiert (siehe Abschn. 8.4.4). Das transmittierte Licht ist nur 
teilweise polarisiert. Man definiert als Polarisationsgrad PG 
von teilweise linear polarisiertem Licht den Quotienten 


a 


PG = , 
Iı +1} 





(8.80) 


wobei /ı, / , die Intensitäten des Lichtes mit den E-Vektoren par- 
allel bzw. senkrecht zu einer vorgegebenen Richtung sind. 


Aus (8.65a) für das Refelexionsvermögen des senkrechten An- 
teils kann man dann wegen R+ T = ] ausrechnen, dass beim 
Brewsterwinkel die Intensität /7 des transmittierten Lichtes um 
etwa 15% geschwächt wird. 


Der Polarisationsgrad des transmittierten Lichtes ist für un- 
polarisiertes einfallendes Licht /) = Iı = 0,5/,) beim 
Brewsterwinkel. 


_05-05-.0,85 _ 


PG = —————_— — 
0,5 + 0,5 - 0,85 


0,08 , 


also nur 8%. Durch mehrmaligen Durchgang durch Brewster- 
grenzflächen (Abb. 8.39) lässt sich auch für das transmittierte 
Licht der Polarisationsgrad erhöhen. Weil immer nur die Kom- 
ponente /, aus dem Lichtstrahl heraus reflektiert wird, hat man 
keine Verluste für die Komponente /ı. Die Intensität des trans- 
mittierten Lichtes strebt daher gegen /j) = 0,5/o, wenn die Zahl 
der Brewsterflächen wächst. 


8.6.2 Erzeugung von linear polarisiertem Licht 
beim Durchgang durch dichroitische 
Kristalle 


Die ın der Praxis einfachste Methode zur Erzeugung von li- 
near polarisiertem Licht bei Verwendung üblicher Lampen als 
Lichtquellen benutzt Polarisationsfolien, die aus dichroitischen 
(„zweifarbigen“) kleinen Kristallen bestehen, welche orien- 
tiert in eine Gelatineschicht eingebettet sind. Diese anısotropen 
Kristalle (z. B. Herapathit) haben richtungsabhängige Rückstell- 
kräfte für die zu Schwingungen angeregten Atomelektronen. 
Deshalb sind ihre Eigenfrequenzen @p in (8.21) und damit auch 
der Absorptionskoeffizient bei einer vorgegebenen Wellenlän- 
ge von der Richtung des E-Vektors der einfallenden Lichtwelle 
abhängig (Abb. 8.40). 


8.6 Erzeugung und Anwendung von polarisiertem Licht 









unpolarisiertes 


„_ schwach 
absorbierende 
senkrechte 
Komponente 


stark absorbierende 
waagerechte Komponente 


Abbildung 8.40 Grundprinzip des dichroitischen Polarisators (Polari- 
sationsfolie), wo eine Polarisationskomponente stärker absorbiert wird 
als die dazu senkrecht polarisierte 


Man kann die Folie so drehen, dass Licht der gewünschten 
Polarisation durchgelassen und solches der dazu senkrechten 
Polarisation absorbiert wird. 


Eine solche optische Anisotropie lässt sich auch erreichen, in- 
dem eine Zellulosehydrat-Folie durch Streckung in einer Rich- 
tung dichroitisch gemacht wird (Spannungsdoppelbrechung, 
siehe Abschn. 8.6.6). 


Der Nachteil der Polarisationsfolien ist ihre relativ große Ab- 
schwächung auch für die gewünschte Polarısationskomponente. 
Bei großen Lichtintensitäten (z.B. bei Laserstrahlen) führt die 
sroße Absorption leicht zum Verbrennen der Folie. Deshalb 
müssen in solchen Fällen doppelbrechende nichtabsorbierende 
Kristalle verwendet werden. 


8.6.3 Doppelbrechende Polarisatoren 


Mithilfe der optischen Doppelbrechung in optisch einachsigen 
durchsichtigen Kristallen lässt sich auch für große Intensitäten 
(z.B. für Laser) aus unpolarisiertem Licht linear oder elliptisch 
polarisiertes Licht machen. 


Ein Beispiel für einen solchen Polarisator ist das Nicol’sche 
Prisma (Abb.8.4la), das aus einem doppelbrechenden nega- 
tiv optisch einachsigen Rhomboederkristall besteht, der entlang 
der diagonalen Fläche schräg zur optischen Achse aufgeschnit- 
ten wird und dann mit einem durchsichtigen Kleber wieder 
zusammengefügt wird. Fällt unpolarisiertes Licht auf die Ein- 
trıttsfläche, so wird es durch die Brechung in einen ordentlichen 
Strahl und einen außerordentlichen aufgespalten. Wegen n, > 
n, wird der ordentliche Strahl stärker gebrochen. Beide Strah- 
len treffen unter verschiedenen Winkeln auf die Klebefläche. 
Der Kleber (z.B. Kanadabalsam) hat einen Brechungsindex 
ng = 1,54, der kleiner ist als der Brechungsindex n, = 1,66 des 
ordentlichen Strahls, aber größer als der des außerordentlichen 
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a) 
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Abbildung 8.41 a Nicol’sches Prisma zur Erzeugung von linear pola- 
rısiertem Licht. b Glan-Thompson-Polarisator 


Strahls (n, = 1,49). Ist der Winkel ß,, unter dem der ordentli- 
che Strahl auf die Klebefläche trifft, größer als der Grenzwinkel 
ß, der Totalreflexion (sin ß; = nk/n,), so wird die ordentliche 
Welle vollständig reflektiert, sodass das transmittierte Licht nur 
noch den zur Einfallsebene parallel polarisierten außerordentli- 
chen Strahl enthält und deshalb vollständig linear polarisiert ist. 


Da beim Nicol’schen Prisma Ein- und Austrittsfläche schräg zur 
Einfallsrichtung des Lichtes stehen, tritt ein Strahlversatz für 
den transmittierten außerordentlichen Strahl auf. 


Dieser Nachteil wird beim Glan-Thompson-Polarisator 
(Abb. 8.41b) vermieden, der senkrechte Endflächen hat. Er 
ist so aus einem Kalkspatkristall geschnitten, dass die optische 
Achse parallel zur Eintrittsfläche liegt. Deshalb tritt beim Auf- 
treffen von unpolarisiertem Licht keine Doppelbrechung auf. 
Ordentliche und außerordentliche Welle laufen parallel, jedoch 
mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten c/nı bzw. c/nz durch 
den Kristall bis zur Kittfläche, wo wieder, wie beim Nicol’schen 
Prisma, die ordentliche Welle total reflektiert wird. 


Die Vorteile des Glan-Thompson-Polarisators sind: 


= Es gibt keinen Strahlversatz. 

= Die gesamte Eintrittsfläche kann genutzt werden. 

m Man kommt mit kürzeren Gesamtlängen des Polarisators 
aus. 


Um beide Polarisationsrichtungen nutzen zu können, wurden 
spezielle Strahlteilerwürfel (Abb. 8.42) entwickelt. Im Prinzip 
könnte man wie beim Glan-Thompson-Polarisator die Trans- 
mission des außerordentlichen Strahls und die Totalreflexion 
des ordentlichen Strahls ausnutzen, wenn der Unterschied der 
Brechungsindizes An = nı — ng zur Kittschicht groß genug 
wird, dass ß, > 45° wird. In der Praxis verwendet man jedoch 
überwiegend Würfel aus isotropem Glas, die entlang der Diago- 
nalfläche aufgeschnitten und mit einem Dünnschichtpolarisator 






Dünnschicht- 
polarisator 





0,9 1,0 1,1 


MAo 


Abbildung 8.43 Transmission 7 der dielektrischen Strahlteilerschicht 
für die parallele und senkrechte Polarisationskomponente innerhalb ei- 
nes Wellenlängenbereichs um die optimale Wellenlänge Ao 


versehen werden, bevor sie wieder verkittet werden. Dieser be- 
steht aus einer Vielzahl dünner dielektrischer Schichten mit 
Dicken von A/2, deren Reflexionsvermögen für eine Polarisa- 
tionskomponente groß, für die anderen klein ist (Abb. 8.43). 


Mit doppelbrechenden Kristallen lässt sich aus linear polari- 
siertem einfallenden Licht elliptisch bzw. zirkular polarisiertes 
transmittiertes Licht erzeugen. Dazu dreht man den Kristall, der 
in Form einer dünnen, planparallelen Platte mit der optischen 
Achse in der Plattenebene geschnitten ist, so, dass die optische 
Achse um 45° gegen die Polarisationsrichtung E der einfallen- 
den Welle 


| — Eo : ee) mit Eo — {Eox; Eoy; 0} 


geneigt ist (Abb. 8.44). 


Die beiden zueinander senkrecht polarisierten Anteile der Welle 
mit Eo, und Eo, erfahren unterschiedliche Brechungsindizes nı 
bzw. nz (siehe Abb. 8.34) und haben daher nach Durchlaufen der 
Strecke d die relative Phasenverschiebung 


Dt 
Ay = Em d(n; —nı) 
0 


gegeneinander. Wird die Dicke d so gewählt, dass d(n; — nı) = 
0/4 wird, also Ay = 7/2, so ist die austretende Welle für 






zirkulare 
er Polarisation 
k 
de. 

linear polarisierte An; — N;) 
Welle 
a) 
b) 





Abbildung 8.44 Prinzip des Zirkular-Polarisators (A /4-Plättchen). 
a Anschauliche Darstellung; b Richtung des E-Vektors der einfallen- 
den Welle 


a = 45° (E, = E,) zirkular polarisiert (A /4-Plättchen) für 
andere Winkel « (E, # E,) ist sie elliptisch polarisiert. 
Beispiel 


Verwendet man einen positiv optisch einachsigen Kristall 
mitra; — 1,»> undnz — 1,58, so.ersibt sich 


A 
4 0,03 





a = an 


Man sieht, dass solche A /4-Plättchen im Allgemeinen sehr dünn 
und deshalb mechanisch fragil sind. Um dies zu vermeiden, 
kann man entweder An sehr klein wählen, oder man betreibt die 
ı/4-Zirkularpolarisatoren in höherer Ordnung, d.h. man macht 
die Dicke so groß, dass Ay = (2m+ 1) r/2 mitm > 1 gilt. Der 
Nachteil der Verwendung höherer Ordnungen ist die stärkere 
Abhängigkeit der Phasenverschiebung Ay(A) von der Wellen- 
länge A. 


Mit einem Differential-Interferometer, bei dem das einfallen- 
de Licht in zwei Teilstrahlen aufgespalten wird, die dann leicht 
gegeneinander geneigt, wieder überlagert werden, entstehen in 
der Beobachtungsebene parallele Interferenzstreifen, die durch 
Inhomogenitäten im durchstrahlten Medium verbogen werden 
(Abb. 8.46). 
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Abbildung 8.45 Drehung der Polarisationsebene einer polarisierten 
Welle durch ein A /2-Plättchen 


8.6.4 Polarisationsdreher 


In der optischen Praxis tritt häufig das Problem auf, die Schwin- 
gungsebene von linear polarisiertem Licht um einen vorgegebe- 
nen Winkel A« zu drehen. 


Dies lässt sich mit einer A /2-Platte erreichen, welche die dop- 
pelte Dicke einer A/4-Platte hat. Die optische Achse liegt 
wieder in der Plattenebene. Hat der E-Vektor der einfallenden 
Welle den Winkel @ gegen die optische Achse (Abb. 8.45), so 
lässt sich Eo in die beiden Komponenten 


Eoı =Eoncosp und Eoı = Eosinp 


parallel bzw. senkrecht zur optischen Achse zerlegen, die in der 
Eintrittsfläche ın Phase sind. Nach Durchlaufen der doppelbre- 
chenden Platte ist aufgrund der unterschiedlichen Laufzeiten der 
beiden Komponenten eine Phasendifferenz Ag zwischen bei- 
den Komponenten entstanden. Für d = A/(2(nı — n3)) wird 
Ap = n.Fürz = d gilt dann mit (kı -kı)-d=n 


E\ = Eo cos p - e*ldel®t 


Eı = Eusing - delt (8.81) 


BER —Ey singy j ed lo! 


sodass der E-Vektor beiz = d sich um den Winkel Aa = 2 
gedreht hat (Abb. 8.45). Durch Drehen des A /2-Plättchens um 


die Einfallrichtung z lässt sich jeder Winkel @ und damit jede 
gewünschte Drehung Aa = 2g einstellen. 
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Abbildung 8.46 Konvektionsströme in der Umgebung einer Kerzen- 
flamme, beobachtet mit einem Differentialinterferometer (Interferome- 
ter mit Polarisation). Aus M. Cagnet, M. Francon, S. Mallick: Atlas 
optischer Erscheinungen, Ergänzungsband (Springer, Berlin, Heidel- 
berg 1971) 





Abbildung 8.47 Wasserläufer auf einer Wasseroberfläche, beobachtet 
mit einem Polarisationsinterferometer. Die Färbungen sind charakteris- 
tisch für die Neigung der Wasseroberfläche im betrachteten Punkt. Aus 
M. Cagnet, M. Francon, S. Mallick: Atlas optischer Erscheinungen, Er- 
gänzungsband (Springer, Berlin, Heidelberg 1971) 





Abbildung 8.48 Zur optischen Aktivität eines Mediums 


8.6.5 Optische Aktivität 


Manche Stoffe drehen auch bei beliebiger Richtung der Polari- 
sationsebene des einfallenden linear polarisierten Lichtes diese 
Ebene beim Durchgang durch die Schichtdicke d um einen Win- 
kel 


a=0a,:d. (8.82) 
Der Proportionalitätsfaktor «&, heißt spezifisches optisches Dreh- 
vermögen (Abb. 8.48). Man unterscheidet zwischen rechtsdre- 
henden und linksdrehenden Substanzen, wobei der Drehsinn 
für einen Beobachter definiert ıst, der gegen die Lichtrichtung 
schaut. Früher wurden die Bezeichnungen ‚,d‘ (von lat. dexter) 
und „I“ (laevus) verwendet. Heute findet man jedoch in der Lite- 
ratur [19] durchgängig die Bezeichnung (+) für rechtsdrehende 
(positive Drehwinkel &) und (—) für linksdrehende Stoffe. 


Der physikalische Grund für diese Drehung sind spezielle Sym- 
metrieeigenschaften des Mediums. Es gıbt eine Reihe von 
Substanzen, bei denen optische Aktivität nur in der festen, 
kristallinen Phase beobachtet wird, während die Drehung der 
Polarisationsebene ım flüssigen oder gasförmigen Zustand ver- 
schwindet. Sie muss also durch die Symmetrie der Krıstall- 
struktur bedingt sein. Ein Beispiel ist kristalliner Quarz, der als 
rechtsdrehender oder linksdrehender Quarz in der Natur vor- 
kommt (Abb. 8.49). 


Auf der anderen Seite gibt es auch Stoffe (wie z.B. Zucker oder 
Milchsäure), die auch im flüssigen Zustand optische Aktivität 


_ optische Achse __| 





rechtsdrehend linksdrehend 


Abbildung 8.49 Die zueinander spiegelbildlichen Kristallstrukturen 
von links- bzw. rechtsdrehendem Quarz 
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Abbildung 8.50 Zwei isomere Formen des 2-Butanol-Moleküls, die 
zueinander spiegelbildlich sind bezüglich der Spiegelebene senkrecht 
zur Zeichenebene 


zeigen. Hier muss also die Symmetrie der Moleküle eine Rolle 
spielen. 


Die physikalische Erklärung der optischen Aktivität ıst kor- 
rekt nur mithilfe der Quantentheorie möglich. Ein anschauliches 
Modell kann jedoch die Grundzüge dieses Phänomens deutlich 
machen. 


Analog zur Erzeugung von linearen Schwingungen der ato- 
maren Dipole, die in einem homogenen Medium durch eine 
linear polarisierte Welle induziert werden, nımmt man hier an, 
dass die äußeren Elektronen dieser speziellen Moleküle bzw. 
Kristalle durch zirkular polarisiertes Licht zu elliptischen Spi- 
ralbewegungen um die Ausbreitungsrichtung angeregt werden. 
Dieses Modell wird auch in der Tat nahegelegt durch die spi- 
ralförmige Anordnung der Sauerstoff- und Sılizium-Atome in 
krıstallinem Quarz, wobei die Spirale rechtshändig für rechts- 
drehenden und linkshändig für linksdrehenden Quarz ist. Man 
nennt solche Moleküle, die in zwei zueinander spiegelbildli- 
chen Strukturen (Spiegelisomerie) vorkommen, auch chirale 
(„händige‘) Moleküle. Beispiele sind Zucker, Milchsäure oder 
2-Butanol (Abb. 8.50). Wir können eine in x-Richtung linear po- 
larısierte Welle 
E- 6, B ell@t—Kz) 


immer zusammensetzen aus zwei entgegengesetzt zirkular po- 
larisierten Wellen (Abb. 8.51). 


1 
E* = > (eo + ie,Eo,)e 97 
1 
E" = > (&Eox — i6,E0,)e 9. (8.83) 


Haben beide Komponenten im Medium unterschiedliche Pha- 
sengeschwindigkeiten vr = c/n* bzw. v” = c/n”, so ist die 
zusammengesetzte Welle nach der Strecke d wıeder linear pola- 
risiert, aber ihre Polarisationsebene hat sich um einen Winkel 
= — N d n —n 
= 2 din —n?) 

gedreht. 

Die unterschiedlichen Brechungsindizes n*, n” werden durch 
die unterschiedlichen Wechselwirkungen der links- bzw. rechts 


8.6 Erzeugung und Anwendung von polarisiertem Licht 


Hr ll 


Eox 2) = I HEx + Eoy) + (Eox -IEoy)I- 


Abbildung 8.51 Zusammensetzung einer linear polarisierten Welle aus 
links- und rechtszirkular polarisierten Komponenten. Zur Festlegung 
des Polarisationssinns o siehe Abschn. 12.7 


zirkular polarısierten Welle mit den sich in einem Vorzugsdreh- 
sinn bewegenden Elektronen verursacht. 


Man kann sich überlegen, dass auch in einer Flüssigkeit, in 
der ohne Lichtwelle die Orientierungen der Moleküle statistisch 
verteilt sind, durch die induzierten elektrischen und magneti- 
schen Dipolmomente der chiralen Moleküle eine, wenn auch 
kleine, Orientierung zustande kommt, die dann die optische Ak- 
tivität bewirkt. 


Sind in einer Flüssigkeit gleich viele links- wie rechtsdrehende 
Moleküle vorhanden, so heben sich ihre Effekte auf, und die 
optische Aktivität wird null. 


Bei biologischen Molekülen bevorzugt die Natur offensichtlich 
eine der beiden Spiegelisomere. So ist der Blutzucker linksdre- 
hend. Mithilfe eines Polarimeters (Abb. 8.52) kann man aus dem 
Drehwinkel « = a, c- l einer Zuckerlösung mit der Konzentra- 
tion c und der Flüssigkeitslänge ! die Konzentration bestimmen. 
Dazu setzt man die Probe zwischen zwei Polarisatoren und 
misst, bei welchem Kreuzungswinkel der Durchlassrichtungen 
die transmittierte Intensität null wird [20]. 


8.6.6 Spannungsdoppelbrechung 


Auch in homogenen isotropen Medien lässt sich durch äußere 
Druck- oder Zugkräfte eine optische Doppelbrechung erzeugen. 
Dies führt zu orts- und richtungsabhängigen Brechungsindex- 
änderungen An, aus deren Messung man Informationen über 
die mechanischen Spannungen im Medium und über ihre räum- 
liche Verteilung erhält. Eine solche Messung kann mit der ın 
Abb. 8.52 gezeigten Anordnung erfolgen, wenn das Lichtbün- 
del so weit aufgeweitet wird, dass es das gesamte Werkstück 
durchstrahlt. Das zu untersuchende durchsichtige Medium wird 
von linear polarisiertem Licht durchstrahlt und trifft dann auf 
einen zweiten Polarisator P>, dessen Durchlassrichtung senk- 
recht zu der des ersten Polarisators P| steht. Ist das Medium 
isotrop, so sperrt P> das transmittierte Licht, und das Gesichts- 
feld ist dunkel. Wird jetzt eine mechanische Spannung auf das 
Medium ausgeübt, so bewirken die optisch doppelbrechenden 
Gebiete des Mediums eine Änderung der Polarisationseigen- 
schaften und damit eine von null verschiedene Transmission 
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Polarisator Analysator 
Filter I Zelle ; r 
Licht- FC Se —y 
quelle Zuckerlösung Detektor 


Abbildung 8.52 Zur Messung der Zuckerkonzentration mit einem Polarimeter 





Abbildung 8.53 Spannungsdoppelbrechung eines Balkens aus Plexiglas, der auf zwei Stützen ruht und in der Mitte belastet wird, sichtbar gemacht 
mithilfe der Polarimetrie. Aus M. Cagnet, M. Francon, J.C. Thierr, Atlas optischer Erscheinungen (Springer, Berlin, Göttingen 1962) 


Tu 





Abbildung 8.54 Spannungsdoppelbrechung, nachgewiesen im konvergenten Licht: Zwei gleiche Quarzplatten, parallel zur optischen Achse ge- 
schnitten, werden gekreuzt zwischen zwei gekreuzte Polarisatoren gestellt und von konvergentem weißem Licht durchstrahlt. Aus M. Cagnet, 
M. Francon, S. Mallick: Atlas optischer Erscheinungen, Ergänzungsband (Springer, Berlin, Heidelberg 1971) 


durch P> (Abb. 8.53). Da die Phasenverschiebung Abb. 8.54), welches detaillierte Informationen über die mecha- 
nische Spannungsverteilung im Medium gibt. 


Ay(x,y) = 2m | An(x,y) dz Dieses Verfahren der Polarimetrie wird z.B. von Glasblä- 

A sern verwendet, um zu prüfen, ob nach der Bearbeitung eines 

Werkstückes aus Glas noch mechanische Spannungen vorhan- 

von der Wellenlänge A, abhängt, sieht man bei Einstrahlen den sind, die dann durch Tempern (Erwärmen auf eine hohe 
von weißem Licht hinter Pı ein farbiges Flächenmuster (siehe Temperatur, bei der durch Fließvorgänge die mechanischen 


Spannungen abgebaut werden, mit nachträglichem langsamen 
Abkühlen) beseitigt werden müssen. Ein weiteres Beispiel für 
den Nachweis der Spannungsdoppelbrechung ist ihre Messung 
mit konvergentem Licht in Abb. 8.54. 


Auch zur Untersuchung der Belastungsverteilung mechanischer 
Tragwerke kann man an Plexiglasmodellen die Verteilung der 
mechanischen Spannungen untersuchen [20]. 


8.7 Nichtlineare Optik 


Bei genügend kleinen elektrischen Feldstärken der einfallenden 
Welle sind die Auslenkungen der Elektronen aus ihrer Ruhelage 
klein, und die Rückstellkräfte sind proportional zur Auslenkung 
(Hooke’scher Bereich). Die induzierten Dipolmomentep = «-E 
sind dann proportional zur elektrischen Feldstärke E, und die im 
Medium durch die Lichtwelle erzeugten Komponenten P; der 
dielektrischen Polarisation 


P=&) XE (8.84) 
3 


sind linear von E abhängig, wobei x;; die Komponenten des Ten- 
sors X der elektrischen Suszeptibilität sind (siehe (1.58)). Dies 
ist der Bereich der linearen Optik. Für isotrope Medien wird 
Xij = X Öij, wobei x ein Skalar ist. 


Beispiel 


Die Feldstärke des auf die Erde auftreffenden Sonnenlich- 
tes innerhalb einer Bandbreite von Inm bei X = 500 nm 
ist etwa 3 V/m. Die durch die Coulombkraft bewirkte in- 
neratomare Feldstärke ist dagegen 





10V 
Ec N 


en = 10'' V/m. 


Deshalb sind die durch das Sonnenlicht bewirkten 
Auslenkungen der Elektronen (z.B. bei der Rayleigh- 
Streuung) sehr klein gegen ihren mittleren Abstand vom 
Atomkern. < 


Bei größeren Lichtintensitäten, wie sie z.B. mit Lasern (siehe 
Bd. 3) erreicht werden, kann durchaus der nichtlineare Bereich 
der Auslenkung realisiert werden. Statt (8.84) muss man dann 
ansetzen: 


P;= &0 2874: Ze VIXK BE 
) I Kk 


(8.85) 


DIDI 
J k I 


wobei x” die Suszeptibilität n-ter Ordnung ist, die durch einen 
Tensor (n + 1)-ter Stufe dargestellt wird. Obwohl die Größen 


8.7 Nichtlineare Optik 


x"), die von Art und Symmetrieeigenschaften des Mediums 
abhängen, mit wachsendem n schnell abnehmen, können die 
höheren Terme in (8.85) bei genügend großen Feldstärken E 
durchaus eine wesentliche Rolle spielen. 


Läuft nun eine monochromatische Lichtwelle 
E = Eu cos(wt — kz) (8.86) 


durch das Medium, so enthält die Polarisation P wegen der 
höheren Potenzen E” außer der Frequenz & der einfallenden 
Welle auch Anteile auf höheren Harmonischen m - © (m = 
2,3,4...). Dies bedeutet: Die induzierten schwingenden Dipole 
strahlen elektromagnetische Wellen nicht nur auf der Grund- 
frequenz  (Rayleigh-Streuung) ab, sondern auch auf höheren 
harmonischen. Die Amplituden dieser Anteile mit Frequenzen 
mw hängen ab von der Größe der Koeffizienten x”) (also vom 
nichtlinearen Medium) und von der Amplitude Zn, der einfallen- 
den Welle. 


Wir wollen uns dieses Phänomen an einigen Beispielen verdeut- 
lichen [21-25]. 


8.7.1 Optische Frequenzverdopplung 


Setzen wir (8.86) in (8.85) ein, so ergibt sich bei Berücksich- 
tigung höchstens quadratischer Terme in (8.85) und für den 
einfachsten Fall isotroper Medien am Ort z = 0 für linear pola- 
risiertes einfallendes Licht Eu = {Eox, 0, 0} die Polarisation 


P,.=& (x En: coswt-+ x?E, cos” @r) 


Wegen cos? x = 1/2(1 + cos2x) ergibt sich dann: 


1 
PR.=6 (1"En coswt + 5x Eos 


Tr SER, cos 2a) (8.87) 
Die Polarisation P, enthält also einen konstanten Term 
1/280 AB: einen von » abhängigen Term und einen Term, 
der den Schwingungsanteil auf der doppelten Frequenz 2 be- 
schreibt. Dies bedeutet: Jedes von der einfallenden Welle mit der 
Frequenz & getroffene Atom bzw. Molekül des Mediums strahlt 
eine Streuwelle auf der Frequenz w ab (Rayleigh-Streuung) und 
eine Oberwelle auf der Frequenz 2w. 


Die Amplitude der Oberwelle ist nach (8.87) proportional zum 
Quadrat der Amplitude der einfallenden Welle, d.h. die In- 
tensität der Oberwelle /(2®) ist proportional zum Quadrat der 
einfallenden Intensität /(o). 


Damit die von den einzelnen Atomen ausgesandten „mikrosko- 
pischen‘ Anteile sich zu einer „makroskopischen‘“ Welle mit 
genügend großer Amplitude überlagern, müssen die jeweiligen 
Phasen der mikroskopischen Anteile von den einzelnen Atomen 
sich an jedem Ort phasengleich überlagern. 


Dies verlangt, dass die Phasengeschwindigkeiten der Oberwel- 
len und der sıe erzeugenden einfallenden Welle gleich sein 
müssen. 
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8 Elektromagnetische Wellen in Materie 


8.7.2 Phasenanpassung 


Läuft eine ebene Welle (8.86) in z-Richtung durch das Medium, 
so induziert sie in jeder Ebene z = zu Dipole, deren Schwin- 
gungsphase von der Phase der Erregerwelle in dieser Ebene 
abhängt. In einer Nachbar-Ebene z = zo+ Az besteht die gleiche 
Phasendifferenz zwischen Dipolen und Erregerwelle. 


Die von den Dipolen in der Ebene z = zu abgestrahlten Wellen 
auf der Grundfrequenz o erreichen die Ebenez = „+ Azin der 
gleichen Zeitspanne wie die Erregerwelle. Sie überlagern sich 
deshalb den dort erzeugten Sekundärwellen phasenrichtig (siehe 
Abschn. 8.1), sodass sich eine makroskopische Sekundärwelle 
aufbaut, die sich der prımär einfallenden Welle überlagert und 
wegen ihrer Phasenverschiebung zur kleineren Geschwindigkeit 
vpn = c/n der Gesamtwelle führt (siehe Abschn. 8.1). 


Wegen der Dispersion des Mediums n(w) gilt diese phasenrich- 
tige Überlagerung im Allgemeinen nicht mehr für die Oberwel- 
le, da deren Phasengeschwindigkeit vpn(2w) = c/n(2w) # 
vpn(w) = c/n(w) verschieden von derjenigen der Grundwelle 
ist. Dadurch erreicht die in der Schicht z = zu erzeugte Ober- 
welle die Atome in der Nachbarschicht z = zu + Az mit einer 
Phasenverschiebung gegenüber der dort erzeugten Oberwelle. 
Das heißt: In homogenen isotropen Medien können die in den 
einzelnen Schichten des Mediums erzeugten Oberwellen sich 
nicht zu einer makroskopischen Welle aufaddieren. Nach einer 
Wesstrecke 
kan ey 
n(2w) — n(w) 


ist die Oberwelle gegenüber der Grundwelle um z phasen- 
verschoben. Sie ist daher gegenphasig zu den schwingenden 
Dipolen und verhindert deren Schwingung auf der Frequenz 2o. 
Man nennt /. die kritische Phasenanpassungslänge. 


Dadurch wird die Konversion der Grundwelle in die Oberwel- 
le, gemittelt über den gesamten Kristall, praktisch null, d.h. es 
wird kaum Energie von der Grundwelle in die Oberwelle trans- 
formiert (Abb. 8.55). Man muss also dafür sorgen, dass für die 
vorgesehene Ausbreitungsrichtung vpn (®) = Vpn(2w) wird. 


Hier hilft glücklicherweise die Doppelbrechung in anisotropen 
Medien (siehe Abschn. 8.5). Kann man erreichen, dass z.B. ın 


- zn 2w 
& en o 
en AN BG 
zw 2w 
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Abbildung 8.55 Schematische Darstellung der optischen Frequenzver- 
dopplung 


optische Achse 





Abbildung 8.56 Zur Phasenanpassung zwischen Grundwelle ® und 
Oberwelle 2» in doppelbrechenden Kristallen 


einer bestimmten Richtung 0, gegen die optische Achse der 
Brechungsindex n,(2®) in einem optisch negativ einachsigen 
Kristall gleich n,(w) ist (Abb. 8.56), so laufen Erregerwelle und 
die Sekundärwellen mit der Frequenz 2 in dieser Richtung mit 
gleicher Phasengeschwindigkeit. Dann können sich alle in be- 
liebigen Ebenen erzeugten Oberwellen phasenrichtig addieren 
zu einer makroskopischen Welle. In diesem Fall der richtigen 
Phasenanpassung wird also ein Teil der ankommenden Welle 
(8.86) in die in gleicher Richtung laufende Oberwelle umge- 
wandelt (optische Frequenzverdopplung). Aus rotem Licht bei 
\ı = 690 nm (Rubin-Laser) wird dann z.B. ultraviolettes Licht 
beiA = 345nm. Da die ordentliche und außerordentliche Wel- 
le orthogonal zueinander polarisiert sind, ist in diesem Fall 
E?w) LE(w). 


Die Phasenanpassungsbedingung lautet also: 


n.(20) =no(®) > Vpl®) = vm(?2w) 

> k?2w) = 2k(w). (8.88) 
Der Nachteil der doppelbrechenden Kristalle für die optische 
Frequenzverdopplung ist die eingeschränkte Phasenanpassung, 
die für eine vorgegebene Richtung k mit dem Winkel 9 gegen 
die optische Achse nur für eine bestimmte Wellenlänge genau 
erfüllt ist. Will man für andere Wellenlängen die Phasenanpas- 
sung optimieren, muss die Kristallachse gedreht werden. In den 
letzten Jahren hat sich deshalb eine neue Methode, die Ouasi- 
phasenanpassung bewährt, bei der ein ferroelektrischer Kristall 
verwendet wird, der aus vielen dünnen Schichten besteht, in 
denen jeweils durch räumlich periodische elektrische Umpo- 
lung die Brechungsdifferenz An = n(2w) — n(w) periodisch 
ihr Vorzeichen wechselt, sodass die in jeder Schicht entstehen- 
de Phasendifferenz zwischen Fundamentalwelle und Oberwelle 
immer wieder ausgeglichen wird (Abb. 8.57). Die Intensität der 
Oberwelle steigt zwar nicht mehr so steil an mit wachsender 
Kristallänge, wie bei perfekter Phasenanpassung, aber dafür 
kann sie für einen weiten Wellenlängenbereich erreicht werden 
[26]. 
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Abbildung 8.57 Phasenanpassung in periodisch gepolten Kristallen. 
Ausgangsleistung P9(2w) als Funktion der Kristall-Länge. a Einzel- 
kristall mit leichter Fehlanpassung; 5b Periodisch gepolter Kristall mit 
gleicher Fehlanpassung; c Einzelkristall mit idealer Phasenanpassung 


8.7.3 Optische Frequenzmischung 


Werden zwei Lichtwellen 
E, = Eoıe,cos(wıt —kı:r) 


E) = Ene; cos(wnt —k): r) 


im optisch nichtlinearen Medium überlagert, so bewirkt die 
Gesamtfeldstärke E = E, + E> eine Polarisation, deren nichtli- 
nearer Anteil P?’(w) nach (8.85) die folgenden Frequenzanteile 
enthält 


p® @)= &04? [35 cos’ @ıt + FE, cos” wat 
+ 2Egı En cos wıt - cos @at] 
1 
= >s0x®| (83, + Ey) (8.89) 
+ ES, cos2wıt + Ey, cos 2wst 
-- 2Ey1 Eon ( cos(wı +@)t 


+ cos(wı — ©) )| 


Außer den Oberwellen mit = 2} bzw. 2, entstehen auch 
Wellen mit der Summenfrequenz (| + 2) und der Differenz- 
frequenz (wı — @). 


8.7 Nichtlineare Optik 


Wählt man die Phasenanpassung richtig, so kann man errei- 
chen, dass sich für einen dieser Anteile alle Beiträge von den 
einzelnen Dipolen phasenrichtig überlagern und es daher zu ei- 
ner makroskopischen Welle auf der entsprechenden Frequenz 
kommt (optische Frequenzmischung). 


So heißt z.B. die Phasenanpassungsbedingung zur Erzeugung 
der Summenfrequenz: 


k;(wı + @&) = kı(wı) + k2(@) (8.90) 


N; :@ =Nn1@ı + man mit n; = n(w;) i 

Sıe lässt sich meistens leichter erfüllen als für die Frequenz- 
verdopplung, weil man die Einfallsrichtungen X, k> der beiden 
Wellen in gewissen Grenzen frei wählen kann. Diese Möglich- 
keit der optischen Frequenzmischung in optisch nichtlinearen 
doppelbrechenden Kristallen hat nicht nur zur Entwicklung von 
intensiven Strahlungsquellen in neuen Spektralbereichen ge- 
führt, wo bisher keine Laser existierten, sondern hat auch viel 
dazu beigetragen, die elektronische Struktur nichtlinearer Mate- 
rialien genauer zu studieren (siehe [21, 22] und Bd. 3). 


Da die Effizienz der nichtlinearen Mischprozesse (Verdopplung, 
Summen- bzw. Differenzfrequenzbildung) mit steigender Inten- 
sıtät der einfallenden Welle anwächst, wurden anfangs solche 
Experimente hauptsächlich mit gepulsten Lasern durchgeführt 
(siehe Bd. 3 und [23-25]), da diese höhere Spitzenleistungen 
liefern. Inzwischen wurden jedoch neue optisch-nichtlineare 
Kristalle (z.B. Bariumbetaborat oder Lithiumjodat LilO3) ge- 
züchtet, mit großen nichtlinearen Koeffizienten des Tensors x”), 
sodass auch mit kontinuierlichen Lasern verwendbare Verdopp- 
lungseffizienzen erzielt wurden. 


A/nm 


15,4 12,3 10,2 8,8 7,1 6,8 


8000 


mit Phasenanpassung 


6000 


4000 


Intensität 


ohne Phasenanpassung 


2000 





120 140 


Energie (eV) 


160 180 200 


Abbildung 8.58 Spektrum hoher Harmonischer Oberwellen der Laser- 
strahlung bei A = 1,05 um mit Quasi-Phasenanpassung (rote Kurve) 
und ohne Phasenanpassung (schwarze Kurve) [29, 30] 
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246 8 Elektromagnetische Wellen in Materie 


len ab [27, 28] (siehe Abschn. 6.5.4). In Abb. 8.58 ist ein solches 
Spektrum gezeigt [29, 30]. Dabei entspricht 160 eV in etwa der 
150ten Oberwelle der Fundamentalwellenlänge A = 1,05 um. 


8.7.4 Erzeugung hoher Harmonischer 


AN 
® 
=. 
+ 
e: 
oo 





In den letzten Jahren ist es durch die Verwendung sehr hoher In- 
tensitäten ultrakurzer Laserpulse der Lichtfrequenz ® gelungen, 
durch nichtlineare Effekte hohe Oberwellen mit Frequenzen 
n-o(n = 2, 3,... 300) zu erzeugen. Dazu werden die Laser- 
pulse in ein atomares Gas (z.B. Neon oder Argon) bei hohem 
Druck fokussiert. Die Gasatome werden durch die hohen Feld- 
stärken in der Lichtwelle ionisiert und das freigesetzte Elektron 
wird im elektrischen Feld der Lichtwelle periodisch mit der 
Lichtfrequenz beschleunigt. Dabei strahlt es Energie in Form 
eines breiten Frequenzspektrums von elektromagnetischen Wel- 


Zusammenfassung 


m Elektromagnetische Wellen haben in Materie mit der Brech- 
zahl n die Phasengeschwindigkeit C = c/n, die von der 
Frequenz & der Welle abhängt, dan = n(w) (Dispersion). 

m Der Brechungsindex n ist eine komplexe Zahl 


n=n -ik. 


Der Realteil gibt die Dispersion, der Imaginärteil « die Ab- 
sorption der Welle an. n’ und « sind miteinander verknüpft 
durch die Dispersionsrelation (8.21). 

m Die Intensität einer in z-Richtung durch ein absorbierendes 
Medium laufenden Welle nımmt ab nach dem Beer’schen 
Absorptionsgesetz 


An 

u= Fr K. 
Dies gilt für nicht zu große Intensitäten, bei denen Sätti- 
gungseffekte vernachlässigbar sind. 

= An der Grenzfläche zwischen zwei Medien mit unterschied- 
lichen Brechzahlen nı und n> treten Brechung und Reflexion 
auf. Amplituden und Polarisation von reflektierter und ge- 
brochener Welle hängen vom Einfallswinkel ab und können 
aus den Fresnel-Formeln (8.61, 8.62) bestimmt werden. 

= Für die Summe aus Reflexionsvermögen R und Transmissi- 
onsvermögen ’T gilt: 


I=hse” mit 


R+T=1, 
wenn keine Absorption stattfindet. Bei senkrechtem Einfall 
ist 


n n z 
ı T,r2 
a 








nı tn 


Grenzflächen von stark absorbierenden Materialien haben 
ein hohes Reflexionsvermögen. 


Beispiel 


Für n = 100 wird die Frequenz der Oberwelle bei einer 
Wellenlänge von 700nm (w = 2r - 4,3 : 10!*s!) der 
Grundwelle n-» = 2r -4,3- 10!°s-! — A, = 7 nm. Die 
Oberwelle liegt also im weichen Röntgenbereich. « 


Beim Übergang vom optisch dichteren in ein optisch dün- 
neres Medium tritt für Winkel x > «c Totalrefelexion auf. 
Trotzdem dringt die Welle etwas (Ax < A) in das optisch 
dünnere Medium ein (evaneszente Welle). 

Beim Brewsterwinkel &@g mit tanag = m/nı wird das Re- 
flexionsvermögen R, für die Parallel-Komponente A, null. 
In nichtisotropen Medien sind elektrische Feldstärke E und 
dielektrische Verschiebung D im Allgemeinen nicht mehr 
parallel. Die Richtung des Poynting-Vektors bildet mit dem 
Wellenvektor k den gleichen Winkel &, um den E gegen D 
geneigt ist. Eine einfallende Welle spaltet im Allgemeinen 
auf in eine ordentliche und eine außerordentliche Welle. Der 
Brechungsindex n hängt von der Polarisationsrichtung der 
Welle ab. Für den ordentlichen Strahl ist n, wie im isotropen 
Medium, unabhängig von der Ausbreitungsrichtung, für den 
außerordentlichen Strahl hängt n, von dem Winkel zwischen 
k und der optischen Achse ab. 

Polarisiertes Licht kann erzeugt werden durch Reflexion 
unter dem Brewsterwinkel, durch dichroitische Dünnschicht- 
polarisatoren und durch optisch doppelbrechende Kristalle. 
Wellen in Medien lassen sich durch eine aus den Maxwell- 
Gleichungen ableitbare Wellengleichung beschreiben. Diese 
enthält, zusätzlich zur Wellengleichung im Vakuum, einen 
Term, der die Polarisation des Mediums durch die Welle be- 
schreibt und der als Quelle für neue, von den induzierten 
Dipolen ausgesandte Wellen angesehen werden kann. 

Bei Bestrahlung mit genügend intensivem Licht (nichtlineare 
Optik) wird der lineare Auslenkungsbereich der induzier- 
ten Dipole überschritten. Sie senden Oberwellen aus, die bei 
richtiger Wahl der Ausbreitungsrichtung in nichtisotropen 
Kristallen (Phasenanpassung) phasenrichtig verstärkt wer- 
den (optische Frequenzverdopplung). 


Aufgaben 


8.1. _ Berechnen Sie nach (8.12) den Brechungsindex von Luft 
bei Atmosphärendruck für Licht der Wellenlänge A = 500 nm, 
wenn die Resonanzfrequenz der Stickstoffmoleküle bei go = 
10!° s=! Jiegt. Was können Sie beim Vergleich mit Tab. 8.1 über 
den Wert der Oszillatorenstärke f in (8.23) sagen’? 

8.2. Unter welchem Winkel « muss ein Lichtstrahl auf eine 
Luft-Glas-Grenzfläche fallen, damit der Winkel zwischen ein- 
fallendem und reflektiertem Strahl gleich dem Winkel zwischen 
einfallendem und gebrochenem Strahl wird’? 

8.3. An den 8 Ecken eines Würfels mit Kanten der Länge 
100. nm in Richtung der x-, y- bzw. z-Achse mögen 8 Atome 
sitzen, die von einer ebenen Lichtwelle (A = 500nm) in z- 
Richtung zu Schwingungen in x-Richtung angeregt werden. Wie 
groß ist der in y-Richtung gestreute Bruchteil der einfallenden 
Intensität /o, wenn der Streuquerschnitt für ein einzelnes Atom 
= 10 "mis? 

8.4. Leiten Sie die Fresnel-Gleichungen (8.62a,b) her. 

8.5. Bestimmen Sie aus den Fresnel-Formeln für den Über- 
gang von Luft (n) = 1,«ı = 0) nach Silber (n, = 0,17,&, = 
2,94) die Amplitudenreflexionskoeffizienten o,, o, und das Re- 
flexionsvermögen für die Einfallswinkel x = 0°, « = 45° und 
a = 85°. 

8.6. Ein Lichtstrahl mit der Leistung P = 1 W läuft durch ein 
absorbierendes Medium der Länge Z = 3 cm mit dem Absorp- 
tionskoeffizienten &. Wie groß ist die absorbierte Leistung 

a) für = 10” cm-!, 

b) für& = Icm'!? 
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Aufgaben 


8.7. Eine Lichtleitfaser hat einen Kerndurchmesser von 

10 um. Die Brechzahl des Kerns sei n; = 1,60, die des Man- 

tels nn = 1,59. Wie klein ıst der minimale Krümmungsradius 

der Faser, bei der die Totalreflexion für Strahlen in der Krüm- 

mungsebene noch erhalten bleibt? 

8.8. Zeigen Sie, dass man (8.12) für ® — wo > y schreiben 

kann alsn—1=a+b/(A”— 5), um damit z.B. eine einfache 

Dispersionsformel für Luft zu erhalten. 

8.9. Eine optische Welle der Frequenz = 3,5 - 10° s-! 

(A = 500nm und der Intensität /(o) = 10!” W/m? wird durch 

einen nichtlinearen negativ einachsigen Kristall mit der nichtli- 

nearen Suszeptibilität x(9(®) = 8 10°"? m/V geschickt. Die 

Brechungszahlen sind n.(w) = 1,675; n,(208,9 = 90°) = 

1613: 2,028) 1.737. 

a) Unter welchem Winkel Oo, gegen die optische Achse wird 
Phasenanpassung n,(®) = n,(2@, Öopı) erreicht? 

b) Wie groß ist die Kohärenzlänge Ixohären, wenn eine kleine 
Fehljustierung 6 = 6,p: + 1° vorliegt? 

c) Wie groß ist die Ausgangsintensität /(2@), die durch die Re- 
lation: 


20x PL? sin’ (Ak-L) 


I2o,L) =F(o)- AR. 


n3C> - &g 


gegeben ist, wenn L = Lgohärent 151? 
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9 Geometrische Optik 


Für viele Anwendungszwecke ist die Wellennatur des Lichtes 
von untergeordneter Bedeutung, weil es hauptsächlich auf die 
Ausbreitungsrichtung des Lichtes und deren Änderung durch 
abbildende Elemente wie Spiegel oder Linsen ankommt. 


Die Ausbreitungsrichtung einer Welle ist in isotropen Medien 
durch die Normale auf der Phasenfläche bestimmt. Diese Nor- 
malen werden in der geometrischen Optik als Lichtstrahlen 
bezeichnet. 


Grenzt man eine Welle durch Berandungen ein (z.B. durch 
Blenden, Ränder von Linsen oder Spiegeln), so nennen wir 
den begrenzten Teil der Welle ein Lichtbündel. Ein Licht- 
bündel kann als Gesamtmenge aller Lichtstrahlen aufgefasst 
werden, welche den Bündelquerschnitt ausfüllen (Abb.9.1). 
Außer dem Querschnitt und der Ausbreitungsrichtung kann man 
dem Lichtbündel auch Welleneigenschaften wie Wellenlänge A, 
Fortpflanzungsgeschwindigkeitc’ = c/n, Intensität! = c’esoE” 
und Polarisation zuordnen. Anschaulich spricht man dann von 
einem intensiven bzw. schwachen Lichtbündel oder von polari- 
sierten Lichtstrahlen. 


Die Beschreibung einer räumlich begrenzten fortschreitenden 
Welle durch Lichtstrahlen oder Lichtbündel ist natürlich ei- 
ne Näherung. Im Inneren des Lichtbündels, wo die Änderung 
der Feldstärke quer zur Ausbreitungsrichtung langsam erfolgt 
(Bei einer ebenen Welle E = En cos(wr — kz) ist E in x- und 
y-Richtung konstant!), ist diese Näherung gerechtfertigt. Am 
Rande des Bündels treten jedoch abrupte Intensitätsänderungen 
auf, und Beugunsseffekte sind nicht mehr zu vernachlässigen. 


Wir können die Näherung der geometrischen Optik dann 
anwenden, wenn der Lichtbündelquerschnitt groß ist ge- 
gen die Wellenlänge des Lichtes, weil dann im Allgemei- 
nen Beugungserscheinungen vernachlässigbar sind. 


Blenden 
Licht- 
> strahlen 
R Y 
Phasenebenen 





b) gradnzO0 


Abbildung 9.1 Zur Definition eines Lichtbündels als räumlich quer zur 
Ausbreitungsrichtung begrenzte Welle, deren Normale auf der Phasen- 
fläche die Ausbreitungsrichtung des Lichtstrahls angibt: a in optisch 
homogenen Medien, b in optisch inhomogenen Medien mit grad n Z 0 


Als praktische Faustformel kann man sich merken, dass bei Wel- 
lenlängen von A = 0,5 um Lichtbündel einen Durchmesser von 
D > 10 um haben müssen. Sonst spielen Beugungseffekte eine 
wesentliche Rolle. In diesem Sinne ist ein Lichtstrahl als geo- 
metrische Gerade mit dem Querschnitt null eine Idealisierung, 
die bei der zeichnerischen Darstellung der Lichtausbreitung in 
optischen Systemen sehr nützlich ist. 


Das Näherungsmodell des Lichtbündels hat den folgenden 
Vorteil: Die Untersuchung der wirklichen Welle in optischen 
Anordnungen, in denen viele, im Allgemeinen gekrümmte, 
Grenzflächen zwischen Medien mit verschiedenen Brechzah- 
len n vorkommen (siehe Abschn. 8.4), ıst äußerst kompliziert. 
Die Näherung der geometrischen Optik erlaubt eine wesentlich 
einfachere Behandlung, deren Genauigkeit für viele praktische 
Zwecke völlig ausreichend ist. 


Um die Ausbreitung von Lichtstrahlen und von Lichtbündeln 
in optischen Geräten berechnen zu können, wollen wir zu- 
nächst einige Grundlagen der geometrischen Optik zusammen- 
fassen. 


Grundaxiome 
der geometrischen Optik 


9.1 


Für die Ausbreitung von Strahlenbündeln, charakterisiert durch 
Lichtstrahlen, gelten die folgenden Grundtatsachen, die man 
sowohl aus experimentellen Beobachtungen als auch aus theo- 
retischen Prinzipien herleiten kann: 


In einem optisch homogenen Medium sind die Lichtstrahlen 
Geraden. 

= An der Grenzfläche zwischen zwei Medien werden die Licht- 
strahlen nach dem Reflexionsgesetz (8.57) reflektiert und 
gemäß dem Snellius’schen Brechungsgesetz (8.58) gebro- 
chen. 

m Mehrere Strahlenbündel, die sich durchdringen, beeinflus- 
sen sich im Rahmen der linearen Optik (d.h. bei nicht zu 
großen Intensitäten) nicht. Sie lenken sich insbesondere nicht 
gegenseitig ab. Im Überlagerungsgebiet der Strahlenbündel 
können Interferenzerscheinungen auftreten, aber nachdem 
die Bündel wieder räumlich getrennt sind, ist ihre Intensi- 
tätsverteilung so, als ob die anderen Bündel nicht vorhanden 
wären. 


Man beachte jedoch, dass dies nicht mehr bei nichtlinearen op- 
tischen Phänomenen gilt (siehe Abschn. 8.7). 


Die ersten beiden Sätze lassen sich auch aus dem Fermat’schen 
Prinzip herleiten, das in Bd. I am Beispiel der Brechung erläu- 
tert wurde (Bd. 1, Abschn. 11.11). Es besagt, dass das Licht, 
das vom Punkt Pı ausgesandt wird, den Punkt ?P5 immer auf 
dem Wege erreicht, für den die Lichtlaufzeit ein Extremum ist. 
Wir wollen uns dies noch einmal am Beispiel der Reflexion an 
einer ebenen Grenzfläche y = O klar machen (Abb. 9.2). 





R(x,0) | X 


Abbildung 9.2 Zur Anwendung des Fermat’schen Prinzips bei der Re- 
flexıon von Licht an einer ebenen Grenzfläche 


Der Lichtweg von P} (x, yı) über R(x,0) nach P; (x, y2) ist 


s=1+rn=- Yya-x)+y 
+y@-»’+)». 


Wenn die Lichtlaufzeit t = s/c extremal sein soll, muss gelten: 


(9.1) 


dr 


dx 
AA] eG 9 
>> ———— 


vorm v2 


—> sinaı =sinm. 


92) 


Aus der Minimalforderung für die Lichtlaufzeit folgt also das 
Reflexionsgesetz 


(9.3) 


sing; =snnm > a =. 


Das Fermat’sche Prinzip gilt auch in inhomogenen Medien mit 
örtlich veränderlichem Brechungsindex. Hier sind die Licht- 
strahlen gekrümmt (Abb.9.1b). Das Prinzip der minimalen 
Laufzeit, d.h. des minimalen optischen Weges zwischen zwei 
Punkten P} und P;, heißt hier (Abb. 9.3): 


3 
3 Inds=0, 
Pi 


wobei ö eine infinitesimale Variation des optischen Weges ge- 
sgenüber dem kürzesten Wege bedeutet. 


(9.4) 


Ap 
j ADD . 
P, 
grad.n A; = | n(s)ds 
P, 


Abbildung 9.3 Fermat’sches Prinzip als Variationsprinzip für Licht- 
strahlen in optisch innomogenen Medien 
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Abbildung 9.4 Optische Abbildung durch einen Spiegel, der von je- 
dem Punkt P des Raumes oberhalb des Spiegels ein virtuelles Bild P’ 
(Spiegelbild) erzeugt 


9.2 Die optische Abbildung 


Das Ziel vieler optischer Anordnungen ist eine optische Abbil- 
dung, bei der Licht, das von einem Punkte P, ausgeht, wieder in 
einem Punkte P> vereinigt wird. 


Man kann eine solche Abbildung z.B. durch einen ebenen Spie- 
gel erreichen, wie man aus Abb. 9.4 sieht. Alle Strahlen, die von 
P ausgehen, gehen zwar nach Reflexion an der Spiegelebene 
divergent in den oberen Halbraum, aber die rückwärtigen Ver- 
längerungen der reflektierten Strahlen in die untere Halbebene 
schneiden sich alle in einem Punkte P’, dem Spiegelbild von P. 
Ein Betrachter in der oberen Halbebene sieht das Bild P’ hin- 
ter dem Spiegel. Das Spiegelbild eines Gegenstandes erscheint 
genauso groß wie der Gegenstand (Abb. 9.5). 
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Der ebene Spiegel ist das einzige optische Element, das 
eine ideale Abbildung in dem Sinne erzeugt, dass jeder 
Punkt ? des Raumes in einen anderen Punkt P’ abgebildet 
wird. 





Auge 


Abbildung 9.5 Ein ebener Spiegel bildet einen Gegenstand AB in ein 
gleich großes Bild A’B’ ab (1: 1-Abbildung) 
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x-y-Ebenez=0 


Abbildung 9.6 Abbildung beim ebenen Spiegel. Person: rechts, Spie- 
gelbild: links. 
https://www.google.de/search?q=Abbildung+durch+tebenen+Spiegel 


Das Bild bei der Abbildung durch den ebenen Spiegel ist seiten- 
verkehrt. Dies wird illustriert durch Abb. 9.6, bei der die rechte 
Hand der Person im Spiegelbild als linke Hand erscheint. 
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Man beachte: Bei der Abbildung durch den ebenen Spiegel 
werden x und y in —x und -y vertauscht, jedoch +z in +z, d.h. 
das Bild ist zwar seitenverkehrt aber nicht auf dem Kopf ste- 
hend. 





Es gibt andere Anordnungen, die nur einzelne, ausgesuchte 
Punkte abbilden. Ein elliptischer Spiegel (Abb. 9.7) bildet z.B. 
nur zwei Punkte ineinander ab, nämlich die beiden Brennpunk- 
te. Ein Kugelspiegel bildet nur einen Punkt, den Mittelpunkt M, 
in sich ab. 


Eine näherungsweise Abbildung beliebiger Punkte kann man 
mittels der einfachen geometrischen Anordnung in Abb. 9.8 
erreichen, in welcher ein beleuchteter oder selbstleuchtender 
Gegenstand in der Ebene A auf die Beobachtungsebene B 
abgebildet wird. Zwischen den beiden Ebenen wird ein un- 
durchlässiger Schirm mit einer kleinen Blendenöffnung gestellt, 
deren Durchmesser d variiert werden kann. Alle Strahlen, die 
von einem Punkt ?P des Gegenstandes ausgehen, werden in eine 
elliptische Scheibe um P’ abgebildet, deren großer Durchmes- 


Abbildung 9.7 Ein elliptischer Spiegel bildet genau zwei Punkte, näm- 
lich die beiden Brennpunkte 7}, F3 ineinander ab 


durchscheinender 
Schirm 





Abbildung 9.8 Schematische Darstellung einer Lochkamera 


ser d’ sich nach dem Strahlensatz ergibt zu 


b 
ae 


a 


d’ = 





(25) 


Es gibt also keine genaue Punkt- zu Punktabbildung mehr, aber 
wenn der Durchmesser d der Lochblende klein genug gemacht 
wird, kann dennoch jeder Punkt P des Gegenstandes in die nä- 
here Umgebung seines Bildpunktes P’ abgebildet werden. Die 
Abbildung wird umso „schärfer“, je kleiner d wird, wie man aus 
Abb. 9.9 sehen kann. Allerdings gibt es eine durch die Beugung 
bedingte Grenze (siehe Abschn. 10.7.4). Sobald die Größe des 
zentralen Beugungsmaximums dg = 2b - A/d größer wird als 
der geometrische Bilddurchmesser d’ = d- (a+ b)/a, wird die 
Bildschärfe wıeder schlechter. Die Lochkamera hat also einen 
optimalen Blendendurchmesser 


a:-b 


—:1. .6 
a+b es 


dopt = 


Beispiel 


lm a Veen bb —ScH—dn - V’mm. 
Jeder Gegenstandspunkt ?P wird dann in einem Kreis mit 
Radius r = 0,1 mm abgebildet. Dies ist für viele Anwen- 
dungen eine durchaus akzeptable Bildschärfe. «4 


Ein Hauptnachteil der Lochkamera ist ihre geringe Lichtstärke. 
Die Bedeutung abbildender Elemente wıe Linsen oder Hohl- 
spiegel liegt darin, dass sıe 


= srößere Öffnungen erlauben und damit wesentlich lichtstär- 
ker sind als eine abbildende Lochblende, 

= das Bild des Gegenstandes in jeder passenden Entfernung er- 
zeugen können. 


Beide Punkte sind für die praktische Anwendbarkeit von großer 
Bedeutung. Allerdings führen alle diese abbildenden Elemente 
Abbildungsfehler ein, die man zwar durch geschickte Kom- 
bination verschiedener Elemente minimieren, aber nie völlig 
beseitigen kann. Wir wollen uns dies jetzt an einigen Beispie- 
len klar machen. 


II 





IV 0.35 mm WW 





9.3 Hohlspiegel 





0.6 me 





0.15 mm WI 0.07 mm 


Abbildung 9.9 Abbildung einer beleuchteten Schrifttafel mithilfe einer Lochkamera bei verschiedenen Lochdurchmessern. (Dr. N. Joel, Unesco 


Pilot Project for the Teaching of Physics) 


9.3 Hohlspiegel 


Während ebene Spiegel verzerrungsfreie Bilder von Gegenstän- 
den im Maßstab 1:1 erzeugen, lassen sich mit gekrümmten 
Spiegelflächen verkleinerte oder vergrößerte Bilder erzeugen, 
die im Allgemeinen jedoch nicht mehr völlig verzerrungsfrei 
sind. Wir betrachten in Abb.9.10 einen sphärischen Hohl- 
spiegel mit dem Kugelmittelpunkt M. Zwei parallel zur Achse 
einfallende Strahlen 1 und 2 werden an der Kugelfläche nach 
dem Reflexionsgesetz (&. = a, = «) reflektiert und schneiden 
sich im Punkte F (Brennpunkt) auf der Achse. 


Da das Dreieck MFS gleichschenklig ist (wie man aus den bei- 
den gleichen Winkeln « sieht), gilt: FM = (R/2)/cosa, und 
daher ist 


OF = R(l — 1/(2cos «)) (9.7a) 
Für genügend kleine Abstände h des Strahles von der Sym- 
metrieachse MO (paraxiale Strahlen) wird der Winkel & sehr 
klein, und wir können cosa * 1 setzen. Dann wird die Brenn- 








Abbildung 9.10 Sphärischer Hohlspiegel mit Brennpunkt F, Kugel- 
mittelpunkt M und Brennweite f = OF x R/2 


weite des sphärischen Spiegels 


OF=f=R/2. (9.76) 


Für paraxiale Strahlen ist die Brennweite eines Kugelspie- 
gels gleich dem halben Kugelradius! 


Man beachte: Der Schnittpunkt F der reflektierten Strahlen 
mit der Achse OM hängt vom Achsenabstand A der einfallenden 
Strahlen ab. 


Mit cos@ = v1 - sin? @ und sin« = h/R ergibt sich: 





I 
s=R|ı- nn | 
RI | (9.7c) 
. 2VR—M| | 


Die Brennweite f eines sphärischen Spiegels nimmt mit zuneh- 
mendem Abstand h von der Achse ab (Abb. 9.11). Für « = 60° 
(d.h. h = 0,87 R) wird OF =(. 





Abbildung 9.11 Die Brennweite f eines Kugelspiegels ist für achsen- 
ferne Strahlen kleiner als für achsennahe Strahlen 
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Abbildung 9.12 Abbildung eines Punktes A auf der Achse in einen 
Bildpunkt 2, der ebenfalls auf der Spiegelachse liegt 


In Abb.9.12 ist die Abbildung eines Achsenpunktes A in der 
beliebigen Entfernung g = OA > R in einen Punkt B gezeigt. 
Für die eingezeichneten Winkel gilt: ö = « + y (Außenwinkel 
im AMSA), ß = ö+.a, (Außenwinkel im ABSM) woraus folgt: 

yv+B=2. (9.8) 


Nun gilt für kleine Winkel y und 8 (achsennahe Strahlen): 


h 
yrilany=-, 
& 
h 
Lt =, 
Prtunß=, 
h 
dorsinöo= <<, 
R 


sodass wir aus (9.8) und (9.7b) die Beziehung 


(9.9) 


erhalten, welche für achsennahe Strahlen die Gegenstandsweite 
g mit der Bildweite b und mit der Brennweite f verknüpft. 


Um die geometrische Konstruktion der Abbildung zu erläutern 
und den Abbildungsmaßstab zu bestimmen, betrachten wir in 
Abb. 9.13 als Gegenstand den Pfeil A’A mit der Länge h. 


Von A aus zeichnen wir drei Strahlen: 


m Den Strahl 5, parallel zur Achse MO, der nach der Reflexion 
durch den Brennpunkt 7’ geht. 

m Den schrägen Strahl S>, der vor der Reflexion durch F geht 
und daher nach der Reflexion parallel zur Achse verläuft. 

= Den Strahl 53 durch den Kugelmittelpunkt, der in sıch reflek- 
tiert wird. 


Alle drei Strahlen schneiden sich (in der paraxialen Näherung) 
ım Punkte B, dem Bildpunkt von A. Ist die Gegenstandsweite 


Abbildung 9.13 Zur geometrischen Konstruktion des Bildes B eines 
beliebigen, aber achsennahen Punktes A 


g = A’O größer als der Spiegelradius R= OM, so liegt B zwi- 
schen F und M, aber auf der anderen Seite der Symmetrieachse. 
Es entsteht ein umgekehrtes Bild. 


Anmerkung. Zur Bildkonstruktion würden auch zwei Strah- 
len genügen. Der dritte kann zur Konsistenzprüfung benutzt 
werden. < 


Der Abbildungsmaßstab ist, wie man aus Abb.9.13 wegen 
AA’/A'O= tan ß = BB'/B’O erkennt, 

















AA’ 
BB’ 





= 
= (9.10) 


Der Abbildungsmaßstab ist gleich dem Verhältnis von Ge- 
genstandsweite zu Bildweite. 


Wenn der Gegenstand AA’ zwischen Brennpunkt F und Spie- 
gel liegt, werden die reflektierten Strahlen divergent (Abb. 9.14). 
Ihre rückwärtigen Verlängerungen schneiden sich (in der pa- 
raxialen Näherung) in den Punkten BP’ hinter dem Spiegel. Man 
nennt das so entstandene Bild virtuell, weil man es nicht wirk- 
lich auf einem Schirm sieht, den man in die Ebene des virtuellen 





Abbildung 9.14 Entstehung eines virtuellen Bildes beim sphärischen 
Spiegel, wenn der Gegenstand zwischen Spiegel und Brennpunkt F liegt 





Abbildung 9.15 a Konkaver und b konvexer Hohlspiegel 


Bildes stellt, sondern nur als das hinter dem Spiegel erscheinen- 
de Spiegelbild des Gegenstandes. 


Liegt der Krümmungsmittelpunkt M des Spiegels auf der glei- 
chen Seite wie der Gegenstand A, so heißt der Spiegel konkav 
gekrümmt (Abb. 9.15a), liegen M und A auf entgegengesetzten 
Seiten des Spiegels, sprechen wir von einem konvexen Spiegel 
(Abb. 9.15b), der nur virtuelle Bilder des Gegenstandes erzeu- 
gen kann. 


Als einen in der Praxis häufig anzutreffenden Hohlspiegel 
wollen wir noch den Parabolspiegel (Abb.9.16) behandeln, 
der z.B. als Scheinwerferspiegel und in der Radioastronomie 
(Abb. 9.17) verwendet wird. 


Ein Parabolspiegel fokussiert eine ebene einfallende Welle nach 
der Reflexion in einen Punkt F', den Brennpunkt. Er macht al- 
so aus einer ebenen Welle eine Kugelwelle. Dies sieht man am 
einfachsten aus Abb. 9.16b mithilfe des Fermat’schen Prinzips: 


9.3 Hohlspiegel 






2 
— 4f 
Phasen- y . 


flächen 


a) b) 


Abbildung 9.16 a Parabolischer Spiegel. b Zur Anwendung des Fer- 
mat’schen Prinzips bei einer einfallenden ebenen Welle 


Die Phasenflächen der einfallenden Welle sind die Ebenen x = 
const. Damit alle Strahlen parallel zur x-Achse, unabhängig von 
ihrem Abstand y von der Symmetrieachse, nach der Reflexion 
durch F laufen, muss der optische Weg s = sı + 5» von einer 
Ebene x = const (die wir hier als x = f wählen) bis zum Punkte 
F für alle Strahlen gleich groß sein. Nun gilt für die Reflexion 
im Punkt P(x, y) 


s=s1 +92 =f-ı+y(-+y. 


Für y’ = 4fx wird s = 2f und damit unabhängig von y. Die 
Gleichung des Parabolspiegels mit der x-Achse als Symmetrie- 





Abbildung 9.17 Radioteleskop des Max-Planck-Instituts für Radioastronomie in Effelsberg mit 100m Durchmesser des Paraboloids (vgl. 


Abb. 9.18) 
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Abbildung 9.18 Radioteleskop Effelsberg in der Eifel. Der Durchmes- 
ser der Paraboloid-Antenne beträgt 100 m. Das ganze System kann um 
eine vertikale Achse rotieren. Das Paraboloid kann um eine horizontale 
Achse geneigt werden 


achse und der Brennweite f heißt also: 
y° = 4fx ae ER. 
af 


Es ist interessant, sich den Unterschied zum sphärischen Spiegel 
anzuschauen: 


Für die Kugelfläche in Abb. 9.19 gilt anstelle von (9.11) 


(9.11) 


P+HR-xX) =R 


> x =R-yR-}2%. (9.12a) 


Für y? < R? kann die Wurzel entwickelt werden. Dies ergibt: 


2 4 6 
I 
“TORT ers Tor 
Für achsennahe Strahlen (y « R) kann man die höheren Glieder 
in (9.12b) vernachlässigen, und man erhält mit f = R/2 die 


Gleichung der Parabel (9.11). Dies heißt: 





Fr: (9.126) 


In der paraxialen Näherung wirkt ein sphärischer Spie- 
gel mit dem Radius R wie ein Parabolspiegel mit der 
Brennweite f = R/2. Für achsenferne Strahlen ist die 
Brennweite des sphärischen Spiegels kleiner, die des Pa- 
rabolspiegels bleibt konstant. 


Nach (9.12b) nimmt der Abstand Ax = X(Fk) — X(Fp) = 25 
zwischen den beiden Brennpunkten mit y* zu! 


Kugelspiegel 


Parabolspiegel 





Abbildung 9.19 Vergleich des Strahlenganges bei sphärischem Spiegel 
und Parabolspiegel mit Brennweite f = R/2. Für y « R wandert Fk 
gegen F, nach x = R/2 


Man beachte jedoch, dass der Parabolspiegel für alle Abstän- 
de y von parallel zur Achse einfallenden Strahlen den gleichen 
Brennpunkt hat, während dies beim sphärischen Spiegel nur für 
achsennahe Strahlen gilt. 


9.4 Prismen 


Beim Durchgang durch ein Prisma, dessen Querschnittsfläche 
ein gleichschenkliges Dreieck ist, wird ein Lichtstrahl zweimal 
gebrochen und insgesamt um den Winkel ö gegen die Einfalls- 
richtung abgelenkt. Man entnimmt Abb. 9.20: 


o=a1-Pı tm -P. 


Wir wollen den Ablenkwinkel ö ausdrücken durch den Einfalls- 
winkel &| und den Prismenwinkel y. Es gilt: y = ßı + Pa (weil 
im AABC y + 90° — Bı + 90° — B2 = 180°), sodass 


o=ttm-Y. (9.13) 


Minimale Ablenkung bei festem Prismenwinkel y erfolgt, wenn 


dö d 
ee — do» = —daı . 


9.14 
da; da; 


Bildet man die Ableitungen des Snellius’schen Brechungsgeset- 
zes sina« = n-sin ß für die beiden brechenden Prismenflächen, 
so erhält man: 


(9.15a) 
(9.15b) 


cosaıdaı =n-cosßı:dßı, 


cosada, =n-cosß> - dPr. 





Abbildung 9.20 Ablenkung ö eines Lichtstrahls durch ein Prisma 


Wegen ßı + fa = y gilt dßı = -dß>, sodass sich durch Divi- 
sıon von (9.15a) durch (9.15b) ergibt: 


cosaı daı cos ßı 


co 








cosa, da» 


Für den Strahlengang mit minimaler Ablenkung ö (daı = 
— da,) wird daraus 


cos a cos ßı 


cosßr ’ 








COS 


was wegen des Brechungsgesetzes umgeformt werden kann in: 
1 - sin a, n? — sin? a 


1-sin”o n?-sin 


(9.16) 
Für n # 1 kann diese Gleichung nur erfüllt werden für &; = 
oan—=N. 


Beim symmetrischen Strahlengang mit AC = BC und 
&ı = % (d.h. auch $ı = Ps») erfolgt die kleinste Ab- 
lenkung! Für diesen Fall ergibt (9.13) für den minimalen 
Ablenkungswinkel ö bei einem Einfallswinkel «: 


Oman 20 y. (9.17) 
Mithilfe des Brechungsgesetzes erhält man daraus: 
sin —— = sing = n- sin B 
= n-sin(y/2). (9.18) 


Die Abhängigkeit des Ablenkwinkels ö vom Brechungsindex er- 
gibt sich aus (9.18) wegen dö/dn = (dn/dö)"! zu: 


dö 2sin(y/2) 
dn cos (6 + y)/2] 
2 sin(y/2) 


ER 1 zu 2 De BE (9.19) 


Y1-n?sin‘(y/2) | 


9.5 Linsen 
weißes rot 
Licht . 
grün 
blau 


Abbildung 9.21 Im Bereich normaler Dispersion (dn/dA < 0) wird 
blaues Licht stärker gebrochen als rotes Licht 


Da der Brechungsindex n(\) von der Wellenlänge A des ein- 
fallenden Lichtes abhängt (Dispersion, Abschn. 8.2), ergibt sich 
schließlich der Ablenkwinkel ö eines Prismas mit Brechungsin- 
dex n wegen dö/dA = dö/dn- dn/dA für den symmetrischen 
Strahlengang zu: 


de 2sin(y/2) dn 


MT Nenn, 


(9.20) 


In Abb. 9.21 ist die Ablenkung eines parallelen weißen Licht- 
strahles durch unterschiedliche Brechung für die verschiedenen 
Wellenlängen illustriert. 


Da für die meisten durchsichtigen Materialien im sichtba- 
ren Spektralbereich dn/dA < 0 silt, folgt aus (9.20), dass 
blaues Licht stärker gebrochen wird als rotes Licht. 


Beispiel 
Für ein gleichseitiges Prisma (y = 60°) wird 


dö  _ dn/dA 
A 1-m/4 


Mit dn/dA = 4: 10’m! beiX = 400nm und n = 1,8 
(Flintglas) wird dö/dA = 1-10" rad/nm, d.h. zwei Wel- 
lenlängen A| und A>, die sich um 1Onm unterscheiden, 
haben einen um 10”? rad = 0,5° verschiedenen Ablenk- 
winkel. 4 


9.5 Linsen 


Wohl kaum ein optisches Element hat einen so großen Einfluss 
auf die Entwicklung der Optik gehabt wie die optischen Linsen 
in ihren verschiedenen Ausführungsformen. 


Nachdem der ın Holland lebende deutschstämmige Brillenma- 
cher Hans Lippershey (1570-1619) das erste Fernrohr mit von 
ihm selbst geschliffenen Linsen gebaut hatte, das er optische 
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9 Geometrische Optik 


Normale 





Abbildung 9.22 Zur Definition der Brennweite einer sphärisch ge- 
krümmten Grenzfläche 


Röhre nannte, konnte Galilei 1610 mit einem verbesserten Fern- 
rohr erstmals die Galilei’schen Monde (lo, Europa, Ganymed 
und Callisto) des Jupiter beobachten (siehe Bd. 1, Abb. 1.1). 


Außer dem Linsenfernrohr basieren viele weitere optische Ge- 
räte (z.B. Brille, Lupe, Mikroskop, Projektoren, Fotoapparat) 
auf geeigneten Kombinationen verschiedener Linsen (siehe 
Kap. 11). Es lohnt sich daher, die optischen Eigenschaften von 
Linsen etwas genauer zu studieren. 


9.5.1 Brechung an einer gekrümmten Fläche 


Wir betrachten in Abb. 9.22 einen Lichtstrahl, der im Abstand 
h parallel zur Symmetrieachse auf eine sphärische Grenzfläche 
zwischen zwei Medien mit den Brechzahlen n; und n> fällt. Der 
Strahl wird am Auftreffpunkt A gebrochen, pflanzt sich im ho- 
mogenen Medium geradlinig fort und schneidet im Brennpunkt 
F die Symmetrieachse. Aus Abb. 9.22 ergibt sich: 


h=R-sına=f-siny. 
Wegen y = « — ß erhalten wir dann für die Brennweite: 


u sin & 
 sina@-Pß) 


Mithilfe des Snellius’schen Brechungsgesetzes (8.58) 
n, sina@ = nz sin ß 


ergibt sich aus sin(@ — $) = sina cos ß — cosa sin ß für kleine 
Winkel (cosa & cosß = 1) 


n 
( = )r- 
nz — N 





= (9.21a) 





Abbildung 9.23 Geometrische Strahlenkonstruktion bei der Abbildung 
eines Gegenstandes A durch eine sphärische Grenzfläche 


Beispiel 


Für die Grenzfläche zwischen Luft (nı = 1) und Glas 
Ga Joel la, Zar Elia lm 85 
AR «< 


Man beachte: Gleichung (9.21a) gilt nur näherungsweise für 
achsennahe Strahlen. 


Genau wie beim Hohlspiegel lässt sich auch hier das Bild ei- 
nes Gegenstandes zeichnerisch bestimmen, indem man für jeden 
Punkt A des Gegenstandes mindestens zwei Strahlen zeichnet 
(Abb. 9.23): den achsenparallelen Strahl, welcher im Medium 2 
durch den Brennpunkt 73 geht und den Strahl durch den Krüm- 
mungsmittelpunkt M, der senkrecht auf die Grenzfläche trifft 
und deshalb nicht gebrochen wird. Der Schnittpunkt beider 
Strahlen ist der Bildpunkt 2. 


Umgekehrt kann natürlich auch für Lichtstrahlen, die vom Me- 
dium 2 nach 1 gehen, A als Bildpunkt von B angesehen werden. 
Zeichnet man den Strahl, der im Medium 2 parallel zur Sym- 
metrieachse verläuft, so schneidet dieser im Medium 1 die 
Achse im Punkt 7, den wir als gegenstandsseitigen Brennpunkt 
bezeichnen. Für seine Brennweite erhält man analog zur Herlei- 


tung von (9.21a) 
nı 
Jı = ( )r ; 
nı —- N 


Liegt der Gegenstand A ım Abstand a von O, das Bild B im 
Abstand b (Abb. 9.24), so folgt aus dem genäherten Brechungs- 
gesetzniı- «= m-Bmita =ödö+eundß =ö-y (aundd 
sind Außenwinkel zu den Dreiecken APM bzw. PMB): 





(9.21b) 


n.(ö+E) em(ö-Yy). (9.22) 


Die Strecke PX in Abb. 9.24 kann für achsennahe Strahlen aus- 
gedrückt werden durch 
PX =(a+tx)tanseza-e, weillx <a, tanexe 
—=(b-x)tanywb-y 
—=R-sinö=R-d. 





Abbildung 9.24 Zur Herleitung von (9.22) 


Einsetzen in (9.22a) liefert nach Umordnen und Kürzen durch 

PX 

La | (9.22b) 
a b R 

zwischen der Gegenstandsweite a, der Bildweite b und dem 

Krümmungsradius R. Setzt man (9.21a,b) ein, so lässt sich dies 


durch die Brennweite f ausdrücken als 





nı nz nz nı 


= — =—-—, 9022 
Ra en 


9.5.2 Dünne Linsen 


Eine Linse besteht aus einem durchsichtigen Material mit 
Brechzahl n>, das auf beiden Seiten durch polierte Grenzflächen 
von einem anderen Medium mit Brechzahl n| (im Allgemeinen 
Luft) getrennt ist (Abb. 9.26). 


Wir wollen hier nur den Fall von Linsen mit sphärischen Grenz- 
flächen in Luft behandeln, sodass wir n; = l und n> = n setzen 
können. Die verschiedenen Linsentypen werden nach Größe 
und Vorzeichen der Krümmunsgsradien R; ıhrer beiden Grenzflä- 
chen klassifiziert. Der Krümmungsradius R wird als gerichtete 
Strecke von der gekrümmten Fläche zum Krümmungsmittel- 
punkt M angesehen (Abb. 9.25). Er wird als positiv definiert, 
wenn er in den positiven Halbraum zeigt, als negativ, wenn er 
in den negativen Halbraum zeigt. Das Licht kommt in allen 
Zeichnungen von links, läuft also vom negativen in den posi- 
tiven Halbraum. Man kann deshalb auch definieren: R wird als 
positiv definiert, wenn der Krümmungsmittelpunkt auf der der 
Lichtquelle abgewandten Seite der Grenzfläche liegt, er ist ne- 
gatıv, wenn er auf der Seite der Lichtquelle liegt. Als Lichtquelle 
kann auch ein beleuchteter Gegenstand angesehen werden. 


So hat z.B. die Grenzfläche in Abb. 9.22 einen positiven Krüm- 
mungsradius. In Abb.9.26 ıst RR > O und R < 0. Abbil- 
dung 9.27 zeigt einige Linsentypen. Eine gekrümmte Linsen- 
srenzfläche heißt konvex, wenn die Linse zwischen Grenzfläche 
und Krümmungsmittelpunkt liegt, sonst ist sie konkav ge- 
krümmt. Die Formen (a), (b) und (f) sind Sammellinsen, (d) und 


9.5 Linsen 


Abbildung 9.25 Zur Definition des Vorzeichens von Krümmungsradi- 
en 


Mittelebene 





Abbildung 9.26 Abbildung einer Lichtquelle A auf den Punkt B durch 
eine Linse mit den Krümmungsradien Rı, Ra 


(e) Zerstreuungslinsen. Die Form (c) wirkt für |Rı| > |R>| als 
Sammellinse, sonst als Zerstreuungslinse. 


Eine dünne Linse ist eine Idealisierung realer Linsen, für die 
der maximale Abstand d = O,0; der beiden Grenzflächen sehr 
klein ist gegen die Brennweiten. 





Die optische Abbildung durch eine Linse entspricht aufeinander 
folgenden Abbildungen durch die beiden gekrümmten Grenz- 
flächen (Abb. 9.28). Für die erste Grenzfläche erhalten wir aus 
(9.22) mitn; = 1lundm =n: 


SE IHN Jia (9.232) 
—+— = ‚23a 
qaı bi Rı 





Wenn nur die Grenzfläche 1 mit Krümmungsradius R| vorhan- 
den wäre, d.h. rechts von der Fläche 1 überall nur das Medium 
mit Brechzahl n, wäre, würde der Punkt A in den Bildpunkt 3} 
abgebildet werden (Abb. 9.28a). 


Durch die erneute Brechung an der zweiten Grenzfläche werden 
die Strahlen geknickt und vereinigen sich ım richtigen Bild- 
punkt B. Man kann dies quantitativ folgendermaßen einsehen: 
Der Bildpunkt 3, dieser Abbildung kann formal als Gegen- 
stand für die Abbildung durch die zweite Grenzfläche angesehen 
werden. Da wir jetzt die Abbildungsrichtung umkehren, müs- 
sen wir auch die Reihenfolge der Brechungsindizes vertauschen. 
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b) R} = ©) R} >0O 
R,<O Rı#Ra>0 
Kugel- 

1 2 1 > fläche \z 
—h- —h- / 
—m —— 

d) Rı<O e) Rı<O f) nicht- 

R,>0 R, =» sphärisch 


Abbildung 9.27 Beispiele für verschiedene Linsenformen. a Konvex- 
konvex = bikonvex, b plan-konvex, ce konvex-konkav, d bikonkav, 
e konkav-plan, f nichtsphärische Linse 





Abbildung 9.28 Zur Herleitung der Linsengleichung (9.24) 


Die von Bj ausgehenden Strahlen in Rückwärtsrichtung gehen 
durch Brechung an der Fläche 2 (wenn rechts von Fläche 2 der 
Brechungsindex n> und links n; < n, wäre) in die punktier- 
ten Strahlen über, deren Schnittpunkt bei Verlängerung in die 
Bildebene den wirklichen Bildpunkt 3 ergibt, d.h. für einen Be- 
obachter in B sieht es so aus, als ob die Strahlen von B’ bzw. 


B" kämen. Für die zweite Abbildung istn; = n,n» = 1 und 
az = —(bı — d) (Abb. 9.28b). 


Die Gleichung für die zweite Abbildung heißt dann, wenn man 
bedenkt, dass der Krümmunsgsradius der zweiten Fläche gleich 
—R; ist: 





BE (9.236) 
bı-d bb R, 
Addiert man (9.23a) und (9.23b), so ergibt sich die Gleichung: 
eh, (z- ,) +, (9.24) 
a 5b Rı R bı(bı -d) 


Führen wir die Abständea = a, +d/2undb =b» +d/2 von A 
bzw. B bis zur Linsenmitte ein, so erhalten wir für dünne Linsen 
(d<a,d< b) die Linsengleichung: 


SE. 1) 1 1 
= - =IN- rer ee 0 
a b Rı R> 


Dies ıst die allgemeine Gleichung für die Abbildungsgrößen 
dünner Linsen, bei denen der Abstand 0,0; klein ist gegen 
die Brennweiten fi bzw. f, sodass man für die zeichnerische 
Konstruktion der Linsenabbildung die zwei Brechungen der 
Lichtstrahlen an den beiden Grenzflächen durch eine Brechung 
an der Mittelebene der Linse (mit dem Brechwinkel aı — Bı + 
a — P>) ersetzen kann (Abb. 9.26 und 9.29). 


Für einen achsenparallelen einfallenden Strahl ist in (9.24b) a = 
oo. Da dieser auf der Bildseite durch den Brennpunkt F gehen 
muss, folgt b = f und damit für die Brennweite einer dünnen 
Linse: 


(9.24b) 











P 1 Rı:-R ER 
= } ‚294 
n—| R, —Rı 


Für eine bikonvexe Linse mit gleichen Krümmungsradien (R, = 
R = -R;) wird die Brennweite 


(9.25b) 





Abbildung 9.29 Zeichnerische Konstruktion der Abbildung durch eine 
dünne Linse 


Man vergleiche dies mit der Brennweite f = R/2 eines sphäri- 
schen Hohlspiegels. 


Setzt man die Brennweite (9.25a) in (9.24) ein, so erhält man 
die Abbildungsgleichung dünner Linsen: 


(9.26) 


SI 
— 
| — 
le 


Zur zeichnerischen Konstruktion der Abbildung durch dün- 
ne Linsen benutzt man einen parallel zur Achse einfallenden 
Strahl 1 (Abb. 9.29), der durch den bildseitigen Brennpunkt F7 
geht, einen Strahl 2 durch den Mittelpunkt der Linse, der nicht 
abgelenkt wird und dessen Parallelverschiebung 


COS Q& 


SS) 


n 


A=d:sin« (- 


(Abb. 9.30) für dünne Linsen (d — 0) vernachlässigt werden 
kann. Fasst man B als Lichtquelle und A als Bildpunkt auf, so 
muss der Strahl 3 durch den Brennpunkt F gehen. 


Setzt man in (9. 26)a =f+x, undb=f-+ x, so ergibt sich 
für die Entfernungen x, und x, zwischen Gegenstand A und 
Brennpunkt F, bzw. zwischen Bild B und 75 (Abb. 9.29) die 
Newton’sche Abbildungsgleichung 


x s=f. (9.26) 


Die Lateralvergrößerung (auch Abbildungsmaßstab genannt) 
BB' 

AA 

der Abbildung kann aus Abb. 9.29 nach dem Strahlensatz sofort 
ermittelt werden zu: 


M= 





VE 


a f-a 
Ist M < 0, so steht das Bild des Gegenstandes auf dem Kopf, 
für M > O haben Bildpfeil und Gegenstandspfeil in Abb. 9.29 
dieselbe Richtung. 





(9.27) 





Abbildung 9.30 Der Strahl durch die Linsenmitte wird nicht abgelenkt, 
sondern nur um A parallel versetzt. Für d — 0 (dünne Linsen) kann A 
vernachlässigt werden 


9.5 Linsen 


Man sieht aus (9.27), dass M < O füra > f gilt, d.h. immer 
wenn die Gegenstandsweite a größer als die Brennweite f einer 
Linse ist, steht das Bild des Gegenstandes auf dem Kopf. Für 
a= 2f wird M = —-1,d.h. Bild und Gegenstand sind gleich 
groß. Füra = f wirdb = oo, d.h. das Bild wandert ins Unend- 
liche, M wird unendlich. 


9.5.3 Dicke Linsen 


Bei dünnen Linsen konnten wir die zweifache Brechung an 
den beiden Grenzflächen durch eine Brechung an der Mitte- 
lebene der Linse ersetzen. Bei dicken Linsen, bei denen der 
Abstand SS» der Scheitelpunkte der beiden Grenzflächen nicht 
mehr vernachlässigbar gegen die anderen Größen (a, b, f) der 
Abbildung ist, würde diese Vereinfachung zu größeren Feh- 
lern führen. Wenn man sich jedoch den Strahlengang eines 
schräg auf die Linse fallenden Strahles, der innerhalb der Lin- 
se durch ihren Mittelpunkt O geht, anschaut (Abb. 9.31), so 
sieht man, dass er durch folgende Strahlenkonstruktion ersetzt 
werden kann: Man verlängert den einfallenden und den austre- 
tenden Strahl geradlinig bis zu den Schnittpunkten Aı bzw. Ha 
mit der Achse. Dadurch werden die Strahlbrechungen an den 
Linsengrenzflächen ersetzt durch Brechungen an zwei Ebenen, 
den Hauptebenen H,, H, durch die Punkte A}, H». Zwischen 
den Hauptebenen verläuft der Strahl parallel zur Achse. 


Bei dieser Konstruktion wird die dicke Linse (S}S, = d) ersetzt 
durch zwei dünne Linsen in den Hauptebenen A, und A). Man 
kann mit einigem algebraischen Aufwand zeigen [1], dass auch 
für dicke Linsen eine zu (9.26) völlig analoge Abbildungsslei- 
chung gilt, wenn die Gegenstandsweite a vom Gegenstand bis 
zur ersten Hauptebene 7} gemessen wird und die Bildweite b 
von der zweiten Hauptebene bis zum Bild (Abb. 9.32). Für die 
Brennweite einer dicken Linse mit der Dicke d ergibt sich statt 
(9.25a) in Luft 


1 1 a 


l 
eu. -2+ nRıR, 


9.28 
KR (9.28) 


Für die Entfernung h; = $;A; der Hauptebenen von den Schnitt- 





Abbildung 9.31 Zur Definition der Hauptebenen einer dicken Linse 
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Abbildung 9.32 Strahlenkonstruktion für die Abbildung einer dicken 





Linse 
R;=-R> Rı>R, >0 Rz >R;,>0O 
f>0 f<O t>0 
R, 
R, 
H}; Hs H} H> H} H5 


Abbildung 9.33 Beispiele für die Lage der Hauptebenen bei verschie- 
denen Linsenformen 


punkten S; der Linsengrenzflächen mit der Achse erhält man: 


hı = _a-lf.d 
n-Ro 

_ n=-Df-d (9.29) 
n-R; 


wobei h; > O0 wenn A; rechts von $; liegt (x;(H;) > x;($;)) und 
h; < 0 wenn A; links von S$; liegt. Dabei müssen in (9.29) die 
Vorzeichen von f und R; beachtet werden gemäß Abb. 9.25. 


Die Schnittpunkte A;(x;) der Hauptebenen mit der Symmetrie- 
achse heißen Hauptpunkte der Linse. Für d — 0 gehen die 
Hauptebenen in die Mittelebene der dünnen Linse über (7, und 
Hs fallen dann zusammen), und (9.28) geht in (9.25a) über. 


In Abb. 9.33 sind einige Beispiele für die Hauptebenen verschie- 
dener Linsenformen gezeichnet. 


Beispiel 


Für eine bikonvexe Linse mit RR = 20cm und RR = 
—30cm mit der Dicke d = Icm und der Brechzahl 
n = 1,5 wird die Brennweite f nach (9.28) f = 24cm. 


Die Hauptebenen liegen im Abstand h, = +2,6 mm bzw. 
hs = —4,0mm von den Schnittpunkten $| bzw. S> der 
Linsengrenzflächen mit der Symmetrieachse entfernt, wie 
man durch Einsetzen in (9.29) sieht. < 


Die geometrische Konstruktion für eine Abbildung durch ei- 
ne dicke Linse ist analog zu der durch eine dünne Linse 
(Abb. 9.29), wenn man die Hauptebenen als die brechenden Flä- 
chen ansieht (Abb. 9.32). Die Gegenstandsweite a wird von Aı 
aus, die Bildweite b von As aus gerechnet. 


Für die Entfernung x, = : AF, zwischen Gegenstand A und 
Brennpunkt F, und x, = FB folgt aus Abb. 9.32 mithilfe des 
Strahlensatzes 


Aa A Xh B 
= und —=- 
FB FA 
> u %=f. (9.30) 


Mitx, =a-fundx, =b-.f erhält man daraus die Linsen- 
gleichung (9.26) 


ab ı ol 
a+b fa 





(9.31) 


a 


in 


auch für dicke Linsen, mit dem einzigen Unterschied, dass in 
(9.31) a und 5b von den Hauptebenen A, und A, aus und nicht 
wie bei der dünnen Linse von der Mittelebene aus gemessen 
werden. 


9.5.4 Linsensysteme 


Häufig braucht man für spezielle Abbildungen mehr als nur 
eine Linse (siehe Abschn. 9.5.5 und Kap. 11). Eine optimale 
Kombination verschiedener Linsen kann die Qualität der Abbil- 
dung wesentlich verbessern. Wir wollen uns an dem einfachen 
Beispiel zweier Linsen das Verfahren zur Bestimmung der opti- 
schen Parameter eines Linsensystems klar machen. 


Dazu betrachten wir in Abb. 9.34 ein System von zwei dicken 
Linsen mit den Brennweiten fı und A, deren Abstand zwischen 





H44 Hi 


Abbildung 9.34 Beispiel eines optischen Systems aus zwei dicken Lin- 
sen zur Herleitung von (9.32c) 


den gegenüberliegenden Hauptebenen 7j> und As, D = Hıahlı 
ist. 


Ein achsenparalleler Strahl vom Gegenstand G läuft durch den 
bildseitigen Brennpunkt F,, der Linse L,, der dann weiter in den 
Punkt F,,, den bildseitigen Brennpunkt des Linsensystems abge- 
bildet wird. Ein unendlich ferner Gegenstand (a = 0) wird von 
L, ın die Brennebene abgebildet, d.h. b, = fı. Für beliebige Ab- 
stände folgt aus (9.31) b, = aıfı /(aı - fi). Das Zwischenbild 
von G im Unendlichen liegt in F,,, hat für Z> also die Gegen- 
standsweite aa = D — fı und mit (9.31) daher die Bildweite 





D- 
ne ap Den. (9.323) 
m-h D-A-h 
Für das Gesamtsystem kann man eine Brennweite 
ne AR (9.32b) 
A 


einführen (siehe Aufgabe 9.15), damit auch für das Linssystem 
eine Gleichung analog zu (9.31) gilt. Daraus erhält man 


D 


ff 


a 9.320) 
I hA nn 


wobei die Brennweiten f; wie in Abb. 9.34 definiert sind. Ist 
D< fi undD « f, so können wir den letzten Term vernach- 
lässigen und erhalten das Ergebnis: 


Die reziproken Brennweiten zweier nahe benachbarter 
Linsen addieren sich. 





ee — D>f; + fa 


9.5 Linsen 


Man nennt die reziproke Brennweite D* = 1/f einer Linse die 
Brechkraft und misst sie in Dioptrien, deren Einheit 1 dpt = 
1m! ist. 


Gleichzeitig besagt (9.32c) dann: 


Die Brechkräfte zweier nahe benachbarter auf die gleiche 
Symmetrieachse zentrierter Linsen addieren sich. 


Beispiel 


Eine Linse ZL; mit f = 50cm hat eine Brechkraft Di = 
1/(0,5m) = 2.dpt. Eine Linse Z, mit & = 30 cm hat eine 
Brechkraft D5 = 3,33 dpt. Das Gesamtsystem hat dann 
D* = Di +D5 = 5,33 dpt und damit eine Brennweite 
f = 18,8 cm, wenn der Linsenabstand D vernachlässigbar 
klein ist. & 


Durch die Wahl von fı , » und D ın (9.32c) kann man Linsensys- 
teme mit praktisch beliebigen Brennweiten f realisieren [?2—4]. 


Beispiel 


Zwei Linsen mit fi = 20cm, 5 = 30cm und dem Ab- 
stand D haben nach (9.32c) eine Brennweite 


20 - 30 
a — 5 
All ar AD) 


Für D < 50cm wird f > O0, das System wirkt als Sammel- 
linse. Für D > 50cm wird die Gesamtbrennweite negativ, 
das System wirkt als Zerstreuungslinse. Für D = 6cm 
wird f = 13,6cm, fürD= 60cm f = -60cm. <q 





Abbildung 9.35 Abbildung durch ein System zweier Linsen, deren Abstand D größer als die Summe der beiden Brennweiten ist. Das von L 


erzeugte Zwischenbild B| wird von Z> in B abgebildet 
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Abbildung 9.36 Abbildung durch ein System zweier Linsen, deren Ab- 
stand D kleiner als jede ihrer Brennweiten f; ist 


In den Abbildungen 9.35 und 9.36 ist die geometrische Abbil- 
dung für zwei verschiedene Linsensysteme gezeigt, bei denen 
der Linsenabstand D kleiner als jede der beiden Brennweiten 
(Abb. 9.36) bzw. D > fi + f (Abb.9.35) ist. Das Bild B’ in 
Abb. 9.36 würde ohne die Linse L> gemäß der gestrichelten Ab- 
bildungsgeraden entstehen. Durch die Brechung an der zweiten 
Linse 2; treffen sich die drei Strahlen 1, 2 und 3 ım Bildpunkt 2. 


Der Abbildungsmaßstab M des optischen Systems ist mit D > 
fi +.» gleich dem Produkt Mı M35 der Lateralvergrößerungen der 
beiden Linsen. Es gilt nach Abb. 9.35 

bi bı 


M=M-M=-—- 
dı 


b.b 
Se. (9.332) 
aı(D-bı) 


dam» = D-.b; silt. Benutzt man für die beiden Linsen den 

Ausdruck (9.27) für die Vergrößerungen Mı| und M35, so ergibt 

sich: 

_ ff 
(<a) +bı -D) 


1 
(1-a/f)(l+(bı-D)/R) 


Ersetzt man noch 5; mithilfe der Linsengleichung (9.26), so er- 
hält man: 


M (9.33b) 


1 
Mor ra: 


fi B fıR 


Mehr Informationen über Systeme mehrerer Linsen findet man 
z.B. in [6]. 


(9.33c) 


9.5.5 Zoom-Linsensysteme 


Für manche Anwendungen, besonders für Videokameras und 
in Fotoapparaten, ist es sehr nützlich, eine variable Vergröße- 
rung M der Abbildung zu erreichen, ohne die abbildende Linse 
wechseln zu müssen. Dies kann realisiert werden durch Lin- 
sensysteme, bei denen der Relativabstand zwischen den Linsen 
verändert werden kann, wobei sıch die Vergrößerung M bei fest- 
stehender Bildebene und Gegenstandsebene ändert (siehe Gl. 
9.33c für ein System aus 2 Linsen). 


—.“———a- 


Abbildung 9.37 Veränderung der Vergrößerung M eines Zoom- 
Linsensystems durch Verschieben des Linsenpaares ZL> innerhalb der 
Strecke d* 


Solche Linsensysteme heißen Zoom-Linsen und bestehen aus 
mindestens 3 Linsen [5]. 


In Abb. 9.37 ist als Beispiel ein Zoom-Linsensystem aus zwei 
beweglichen, miteinander starr verbundenen Zerstreuungslin- 
sen gezeigt zwischen zwei feststehenden Sammellinsen. Die 
Vergrößerung des Linsensystems ist für eine Gegenstandsweite 
a > f proportional zur Brennweite f des Systems. Will man da- 
her die Vergrößerung M um den Faktor V = Mnmax/Mmin ändern, 
so muss sich die Brennweite f des Systems um diesen Faktor 
ändern. Die Bildebene soll bei dieser Änderung aber ortsfest 
bleiben. 


Mithilfe einer etwas aufwändigen Rechnung, die von Gleichun- 
gen analog zu (9.33) ausgeht, lässt sich zeigen, dass dann der 
Verschiebeweg d* der inneren Linse bei einer Brennweite f des 
Linsensystems durch 


de — V-]l f 
YV 
gegeben ist. 
Beispiel 
vz4> = 1537). 4 


9.5.6 Linsenfehler 


Die bisherigen Überlegungen und die daraus hergeleiteten For- 
meln sind Näherungen, die für achsennahe Strahlen gelten 
(paraxiale Näherung). 


Für Strahlen, deren Abstand von der Achse nicht mehr klein 
genug ist oder welche die Linse asymmetrisch zur Achse durch- 
laufen, treten Abbildungsfehler auf, die dazu führen, dass Strah- 
len, die von einem Punkte ausgehen, nicht mehr in einen Punkt, 


sondern nur noch in die Umgebung des Bildpunktes abgebildet 
werden. Dies führt zu einer Unschärfe des Bildes, aber in vie- 
len Fällen auch zu einer Verzerrung, die im Allgemeinen für die 
verschiedenen Bereiche des Bildes unterschiedlich groß ist. Für 
alle Anwendungen, bei denen besonders kleine Strukturen abge- 
bildet werden sollen, müssen alle Linsenfehler möglichst klein 
gehalten werden. Beispiele sind die lithographische Herstellung 
von integrierten elektronischen Schaltungen, bei denen eine 
räumliche Auflösung von etwa 100 nm verlangt wird, oder die 
Abbildung von Details im Inneren biologischer Zellen. Deshalb 
werden große Anstrengungen gemacht, um Abbildungssysteme 
mit minimalen Abbildungsfehlern zu realisieren. Wir wollen die 
wichtigsten Abbildungsfehler von Linsen und Maßnahmen zu 
ihrer Korrektur kurz behandeln [3, 4, 7]. 


9.5.6.1 Chromatische Aberration 


Da die Brechzahl n(A) des Linsenmaterials von der Wellenlänge 
ı des Lichtes abhängt, ist nach (9.25) die Brennweite f(A) der 
Linse für die verschiedenen Farben unterschiedlich groß. Für 
Glas z.B. nimmt n im sichtbaren Bereich von rot nach blau zu 
(normale Dispersion, siehe Abschn. 8.2), sodass beim Einstrah- 
len eines parallelen Bündels von weißem Licht (das alle Farben 
enthält) der Brennpunkt F(A,) der blauen Komponente vor dem 
Brennpunkt F(A,) der roten Komponente liegt (Abb. 9.38). Man 
kann dies demonstrieren, indem man konzentrische Kreisringe, 
die in eine schwarz beschichtete Platte geritzt sind, mit einer 
Kohlenbogenlampe beleuchtet und mit einer Linse auf einen 
Schirm abbildet. Je nach Stellung des Schirms ın der Position 1 
oder 2 sieht man blaue Ringe mit roten Rändern bzw. rote Ringe 
mit blauen Rändern. 


Man kann die chromatische Aberration wenigstens teilweise 
verringern durch ein System aus zwei Linsen mit verschie- 
denen Brechzahlen n;(A) und n>(A). Ein solcher Achromat 
(Abb. 9.39) besteht aus einer bikonvexen Sammellinse L| mit 
Brechzahl n, und einer Zerstreuungslinse ZL> mit Brechzahl n>, 
die miteinander verkittet sind. 


Wir wollen nun berechnen, wie die Relation zwischen den 
Brennweiten fi und f» der beiden Linsen sein muss, damit der 
Achromat dieselbe Brennweite f für verschiedene Wellenlängen 
A» und A, hat. Aus der Linsengleichung (9.25a) erhalten wir für 
die Brennweiten f; der beiden Linsen: 


r =(n-)Dei, (9.34a) 





ee — fd) — 


Abbildung 9.38 Chromatische Aberration 


Abbildung 9.39 Verkitteter Achromat 


wobei 0; = (Rp — Rı)/(Ra : R;ı) ist und Rı; R» die Krüm- 
mungsradien von Vorder- bzw. Rückseite der i-ten Linse sind. 


Die Brennweite f des Achromaten aus zwei Linsen in engem 
Kontakt (d = 0) ergibt sich dann aus (9.32c) zu 
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weißes Licht 


Ro Nap — Nor 


Rı  2(np = N4r) = (Nap = Nar) 


e)) 
© 
a 
Q. 
© 
Se 





1 
; = V)a ro - 1). (9.34b) 


Damit die Brennweite f für rotes Licht dieselbe ist wie für blau- 
es Licht, muss gelten: 


(nr 1)oı + nr - 1) 
= (np - Doı + (n» - Do 


01 N3p — Apr 
> = - 


. (9.34c) 
02 N]p — Aır 


Um die Wellenlängenabhängigkeit n(A) für die verschiedenen 
optischen Gläser genauer anzugeben, wählen die Hersteller für 
die Brechzahlen n(A) bestimmte Wellenlängen von Spektrallini- 
en des Heliums, Quecksilbers, Natriums oder Cadmiums, zZ. B.: 


n, =n(\ = 644nm 
np = n(A = 590 nm 


— rote Cadmium-Linie) 
— Mitte zwischen den 
beiden Na-D-Linien) 
N: = Ne = n(A = 546nm = grüne Quecksilber- 
Linie) 
ny = n(A = 480nm — blaue Cadmium-Linie) 


nn = n(A = 404,65nm 


— violette Quecksilber- 
Linie). 
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gelb 


blau 


Abbildung 9.40 Zur Definition der Abbe-Zahl v 


Für diese Wellenlängen sınd die Brechzahlen in Tabellen ange- 
geben. 


Häufig wird die Brennweite einer Linse für gelbes Licht (A = 
590 nm) oder für grünes Licht (A = 546nm) angegeben. Für 
den Brechungsindex n,; = n. gilt dann angenähert: 


l 
Ng N ze +n). 


Mit (9.34a) erhält man dann für das Verhältnis der Brennweiten 
der beiden Linsen 





N1o — 1) (nn — N»; 
en 0 
Mit der von Ernst Abbe eingeführten Abkürzung 
v- A — a (9.34) 
erhält man : j 
Fer — Br (9.34) 


Die Abbe-Zahl v gibt das Verhältnis des Brechwinkels ö, für 
gelbes Licht zur Differenz Aö der Brechwinkel für blaues und 
rotes Licht an (Abb. 9.40) und ist deshalb ein Maß für die Di- 
spersion eines Glases. 


Die Gesamtbrennweite f des Systems beider Linsen wird be- 
rechnet aus: 


vi 1 l 


2) v2 


1,1 

ii 2 
1 

zZ 22, (9.348) 
»n RR 


x 
f 





Daraus folgt mit (9.34f) für die beiden Einzelbrennweiten: 


nr =: 


vi v2 





(9.34h) 


Bei miteinander verkitteten Linsen muss Rı> = R>ı sein. Wenn 
die erste Linse symmetrisch bikonvex ist, gilt Rıı = Rı = 
—Rı>. Aus der Linsenmachergleichung (9.25a,b) und mit (9.34f) 
erhalten wır dann nach einer etwas mühsamen Rechnung für die 
Krümmungsradien der beiden Linsen Rı = Rıı = —Rn = 
—R;ı und R> — Ra 


_ Anis — 1)Wvı = v2) 








Rı 1: 
vi 
2(vı - un) f 
R= (9.34) 
N2g—1 zu N1g—1 


Beispiel 


Benutzt man eine Linse L| aus optischem Glas BK7 
(np = 1,52283, nıg = 1,5168, nır —= 1,51472) und 
L, aus Flintglas SF4 (nn = 1,77647, ng = 1,75513, 
nz: = 1,74843) so folgt aus (9.34e): 
DR ol en 

Soll die Brennweite des Achromaten z.B. f = 100mm 
sein, so muss nach (9.34h) gelten: ff = 64mm; = 
179mm => Rı = 66mm; R = +130 mm. Die Zer- 
streuungslinse /; ist also nicht mehr symmetrisch. < 


Besteht der Achromat aus mehr als 2 Linsen, so gilt statt (9.34f) 
die verallgemeinerte Bedingung: 


1 


9.5.6.2 Sphärische Aberration 


Auch für monochromatisches Licht treten bei der Linsenabbil- 
dung Abweichungen von der Punkt-zu-Punkt-Abbildung auf. So 
hängt z.B. die Brennweite einer Linse mit sphärischen Grenz- 
flächen vom Abstand der Strahlen von der Achse ab (Abb. 9.41). 
Diese sphärische Aberration, die wir in Abschn. 9.3 bereits 
beim Hohlspiegel diskutiert haben, wird sowohl bei dünnen als 
auch bei dicken Linsen beobachtet. 


Wir wollen uns dies zuerst für die Brechung an einer sphäri- 
schen Fläche klar machen. Aus Abb. 9.42, ın der ein achsenpar- 
alleler Strahl im Abstand h von der Achse auf die Grenzfläche 
fällt, folgt für die Brennweite: 


sin B 


=rRrb ber 
sin y 





I Af — 


Abbildung 9.41 Sphärische Aberration bei der Abbildung durch eine 
sphärische Bikonvexlinse 





Abbildung 9.42 Zur Herleitung der Abhängigkeit f(h) der Brennweite 
bei der Brechung an einer Kugelfläche 





Wegen sinß = sina/n, ssn@ = h/Runda = ß +y ergibt 
sich: 
h 1 
f=R+—=-Rll+ |, 
n-siny ncosß — cos« 


| 
114 |. 
Vn?- sin a —-v1l-sin « 


(9235) 


l 
2 2 
nm yI-R 


Vernachlässigt man den Term h’/R? < 1 vollständig, so er- 
hält man aus (9.35) sofort die in Abschn. 9.5.1 verwendete 
Näherung (9.21b) für achsennahe Strahlen. Geht man in der 
Näherung einen Schritt weiter und entwickelt in (9.35) die Wur- 
zelvi-x x 1-1/2.xfürx « 1, so ergibt sich wegen 
(1—-x)"! x 1+ xnach kurzer Rechnung aus (9.35): 





Bu | PR BL EEE 9.36 
I= Ind > 


= Afth). 


Man sieht daraus, dass die Brennweite f mit steigendem Ab- 
stand h des Strahls von der Achse abnimmt. 
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In analoger Weise erhält man bei Berücksichtigung des Terms 
h?/R* (dies ist identisch mit der Näherung cosy x 1 y*/2 


in Abb. 9.24) die gegenüber (9.22) verbesserte Abbildungssglei- 
chung für eine brechende Kugelfläche mit Krümmungsradius R: 


Inn, nf, . 
ab _ R 2Za\a R 


IL 1 ı1\° 
2>DP\R b 


die für achsennahe Strahlen (h — 0) in (9.22) übergeht. 





(9.37) 


Der zweite Term in (9.37) ist ein Maß für die Abweichung der 
Bildweite b aufgrund der sphärischen Aberration. 


Man sieht aus (9.37), dass diese Abweichung sowohl von h und 
R als auch von der Gegenstandsweite a abhängt. 


Die Brennweite f einer dünnen Linse bei Berücksichtigung der 
sphärischen Aberration erhält man analog zur Herleitung im Ab- 
schn. 9.5.2, wenn man statt (9.2la) und (9.21b) die genauere 
Beziehung (9.36) verwendet und statt der paraxialen Näherung 
siına 7 tga@ = @,cosa * 1 die nächsten Terme in der Ent- 
wicklung 


e)) 
© 
m 
Q. 
© 
Se 


2 


10 
cosa x 1- — 
2 


l ; 
Sn 8a — — 0, 
3! 


noch berücksichtigt. 





Die etwas längere Rechnung ergibt für eine dünne Linse mit 
Radien Rı und R; [8] für die Abweichung 
1 1 
A, = ——— — —— 
fr) fh=0) 
der reziproken Brennweiten f(h) für achsenparallele Strahlen im 


Abstand h von der Achse und fo = f(h = 0) für paraxiale Strah- 
len: 


2 


BIER FEEE. SEE 1: Ber 
Tee 


Ss 


+4n -V)pg+(n+2)q°] (9.38) 
mitq = (Rı + Ro)/(R2 — Rı) und 


u b-a 
 b+a 





pP 


wobei a und b Gegenstandsweite bzw. Bildweite sind. 


Man erhält ein Minimum der sphärischen Aberration für 


2(n? — 1)p 
a on , 9.39 
7 n+2 


In Abb. 9.43 sind die Werte von g für einige Linsenformen an- 
gegeben. Man sieht, dass z.B. für die Abbildung eines weit 
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—2 —1 0 +1 +2 


Abbildung 9.43 Werte von gq = (Rı + Ro)/(Rı — R;) für einige Lin- 
senformen 


entfernten Gegenstandes (a = © > p = —]) durch eine plan- 
konvexe Linse aus Glas mitn = 1,5 mit der gekrümmten Fläche 
zum Gegenstand Gl. (9.39) einen optimalen Wert qg = 0,7 er- 
gibt, was nahe an dem Wert q = 1 der Linse liegt, sodass damit 
eine Minimierung der sphärischen Aberration möglich ist. 


Es gibt bei vorgegebener Brechzahl n eine günstigste Linsen- 
form, für die A, minimal wird. So ist es z.B. besser, bei 
Abbildung eines Parallellichtbündels durch eine plan-konvexe 
Linse die gekrümmte Fläche zur Gegenstandsseite hin zu ori- 
entieren (Abb. 9.44), weil dann die achsenfernen Strahlen die 
Linse bei Winkeln nahe dem Minimum der Ablenkung (siehe 
Abschn. 9.4) durchlaufen. Ganz allgemein gilt für eine Abbil- 
dung mit Gegenstandsweite a und Bildweite b: Um minimale 
sphärische Aberration zu erreichen, muss die gekrümmte Fläche 
dem Strahlenbündel mit dem kleineren Öffnungswinkel zuge- 
kehrt sein, d.h. für a > b muss die gekrümmte Fläche auf der 
Gegenstandsseite, die plane Fläche auf der Bildseite liegen. Für 
große Bildweiten hat eine bikonvexe Linse mit Rı # R; bei der 
die stärker gekrümmte Fläche dem Gegenstand zugewandt ist, 
die geringste sphärische Aberration. 


Man kann die sphärische Aberration verringern, 


= wenn man durch eine Blende die achsenfernen Strahlen un- 
terdrückt. Dabei verliert man natürlich an Intensität; 

= durch Verwenden einer Plan-Konvex-Linse, wobei die kon- 
vexe Seite dem parallel einfallenden Lichtbündel zugewandt 
ist (Abb. 9.44); 

= durch Kombination verschiedener Sammel- und Zerstreu- 
ungslinsen zu einem sphärisch korrigierten Linsensystem; 

= durch speziell optimierte, nichtsphärische Linsen, die zwar 
sehr schwer zu schleifen sind, was aber mit heutiger Techno- 
logie beherrschbar ist. Wesentlich einfacher herzustellen sind 
asphärische Linsen aus gepresstem durchsichtigen Kunst- 
stoff (z.B. Acrylglas), die für viele Zwecke ausreichende 
Oberflächenqualität haben [9]. 


95.6.3 Koma 


Bei der in Abschn. 9.5.6.2 behandelten sphärischen Aberrati- 
on war das auf die Linse einfallende Lichtbündel symmetrisch 
zur Symmetrieachse der Linse. Läuft hingegen ein paralleles 
Lichtbündel durch eine schief stehende Linse (Abb. 9.45a), so 
hängen die Brechwinkel der einzelnen Strahlen nicht mehr nur 
vom Abstand h von der Achse ab, sondern sie unterscheiden 
sich auch bei gleichem Betrag |h| für Strahlen oberhalb bzw. 
unterhalb des Mittenstrahls. Die Fokalpunkte der einzelnen 


Af 





asphärisch 


sphärisch 





c) 


Abbildung 9.44 a, b Unterschiedliche sphärische Aberration bei den 
zwei verschiedenen Orientierungen einer plan-konvexen Linse. e Sphä- 
rısche Korrektur durch eine asphärische Linienfläche 


Teilbündel (definiert als die Schnittpunkte benachbarter Teil- 
strahlen) liegen nicht mehr auf dem Mittenstrahl, der hier als 
x-Achse gewählt ist. 


Bei der Abbildung eines Punktes A schneiden sich die Strahlen 
der verschiedenen Teilbündel in Punkten, die in verschiedenen 
Ebenen x = x5, liegen und die auch unterschiedliche Abstände 
von der x-Achse haben (Abb. 9.45b). Das Bild von A, das wegen 
der sphärischen Aberration ein Kreis in der Ebene x = x wä- 
re, wenn A auf der x-Achse läge, wird jetzt eine ungleichmäßig 
beleuchtete komplizierte Fläche, deren Form von der Lage der 
Bildebene B abhängt. 


Der Effekt wird besonders deutlich, wenn man den Mittelteil 
der Linse abdeckt, sodass nur Strahlen durch die äußeren Rän- 
der der Linse zur Abbildung beitragen. Man erhält dann in der 
Bildebene 2 statt eines Bildpunktes bei fehlerfreier Abbildung 
eine verwaschene Bildkurve, deren Form vom Abstand xz der 
Bildebene von der Linse abhängt. In Abb. 9.46 sind zur Illustra- 
tion solche Bildkurven gezeigt, die man bei der Position 3 der 
Bildebene ın Abb. 9.45b ohne und mit Abdeckung der zentra- 
len Linsenfläche erhält. Man nennt diese Bildverzerrung Koma 
(vom griechischen koun = Haar). 





Abbildung 9.45 a Koma beim Durchlaufen eines Parallellichtbündels 
durch eine schiefe Linse. Die einzelnen Teilbündel führen zu räumlich 
verschiedenen Brennpunkten 7. b Bei der Abbildung eines Punktes A 
außerhalb der Symmetrieachse führen die verschiedenen Teilbündel zu 
unterschiedlichen Bildpunkten 2; 











Abbildung 9.46 Durch Koma verzerrte Abbildungen des Punktes A 
aufgenommen mit der Anordnung in Abb. 9.45b. a Ohne Abdeckung 
der Linse; b bei Abdeckung des zentralen Teils der Linsenfläche; 
c durch Koma verzerrte Abbildung eines gleichmäßig gelochten Ble- 
ches 


9.5 Linsen 


9.5.6.4 Astigmatismus 


Die Abbildung von Gegenstandspunkten A weit entfernt von der 
Achse, die in der photographischen Praxis häufig notwendig ist, 
führt noch zu einer weiteren Verzerrung des Bildes eines Gegen- 
standes, dem Astigmatismus. Wir wollen ihn hier kurz erläutern, 
weil er auch bei der Abbildung durch unser Auge häufig auf- 
trıtt. Dazu betrachten wir in Abb. 9.47a eine horizontale und eine 
vertikale Schnittebene durch ein schräges Lichtbündel, das von 
einem Punkt A außerhalb der Symmetrieachse der Linse aus- 
geht und von der Linse in den Bildraum abgebildet wird. Alle 
Strahlen in der horizontalen Schnittebene (Sagittalebene AS; S>) 
werden innerhalb eines eng begrenzten Lichtbündels in einen 
Bildpunkt Bs mit der Bildweite bs abgebildet. Die Strahlen in 
der senkrechten Schnittebene (Meridionalebene AM, M») wer- 
den hingegen in einen anderen Bildpunkt By in der Bildweite 
bu < bs abgebildet, weil z.B. die Strahlen AM| wegen des 
srößeren Einfallswinkels auf die brechende Linsenfläche stär- 
ker gebrochen werden als die Strahlen AS;. 


Man erhält daher durch die Abbildung aller Teilstrahlen des ge- 
samten Lichtbündels durch die Linse statt eines Bildpunktes B 
eine horizontale Bildline Bu in der Ebene x = bu und eine ver- 
tikale Bildlinie Ds beix = bs > bu (astigmatische Verzerrung). 
Zur Illustration ist in Abb. 9.47b der Lichtbündelquerschnitt in 
verschiedenen Abständen x der Bildebene dargestellt. 


Der Abstand Ax = bs—by (astigmatische Differenz) wird umso 
srößer, je schiefer das Lichtbündel die Linse durchläuft. 


Eine solche astigmatische Verzerrung tritt nicht nur bei Lin- 
sen auf, sondern auch, wenn ein Lichtbündel schräg durch eine 
planparalle Platte läuft. Wird z.B. in den Strahlengang bei der 
Abbildung eines Achsenpunktes A durch eine Linse eine schräg- 
stehende planparallele Glasplatte gestellt (Abb. 9.48), so ist das 
Bild von A kein Punkt mehr, sondern je nach dem Abstand xz 
der Bildebene ein vertikaler oder horizontaler Strich beix = xy 
bzw. x = xs oder eine elliptische Fläche bei anderen Abständen, 
wie ın Abb. 9.47b gezeigt. 


Besonders ausgeprägt sind astigmatische Verzerrungen bei der 
Abbildung durch eine Zylinderlinse (Abb. 9.49), die nur in einer 
Richtung fokussiert, d.h. alle Strahlen von einem Punkt A, die 
in einer Ebene senkrecht zur Zylinderachse (rote Ebene) verlau- 
fen, werden in einem Punkt 2 in dieser Ebene abgebildet. Alle 
Strahlen von A in einer Ebene parallel zur Zylinderachse formen 
eine Linie BB’ in y-Richtung. 


Insgesamt bildet die Zylinderlinse daher den Punkt A in einem 
Strich parallel zur Zylinderachse ab. 


Zur Korrektur des Astigmatismus kann man Zylinderlinsen 
mit sphärischen Linsen kombinieren. Dies kann z.B. dadurch 
realisiert werden, dass eine sphärische Linse zusätzlich eine 
zylindrische Krümmung erhält, was bei Brillen zur Korrektur 
astigmatischer Augenfehler benutzt wird. 


9.5.6.5 Bildfeldwölbung und Verzeichnung 


Durch unterschiedlich starke Brechung von Lichtstrahlen, wel- 
che die Linse unter verschiedenen Winkeln gegen die Sym- 
metrieachse durchlaufen, hängen die Bildweiten b; bei der 
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Meridian 





Meridional- 


Abbildung 9.47 Astigmatismus bei der Abbildung eines schrägen Lichtbündels. a Perspektivische Ansicht; b Lichtbündelquerschnitt in den 


Ebenen im Abstand x}, bu, x, bs, xX3 





Bildlinie 
von A 


Abbildung 9.48 Astigmatismus beim schrägen Durchgang eines Licht- 
bündels durch eine planparallele Platte. Ohne Platte läge das Bild von 
A in Bo. Die Strahlen in einer horizontalen Schnittfläche (x-y-Ebene) 
des Lichtbündels schneiden sich entlang der Linie B’, ergeben also kein 
punktförmiges Bild von A 


Abbildung von Punkten A; einer Ebene von den Abständen die- 
ser Punkte von der Achse ab. Das Bild der Gegenstandsebene 
ist daher nicht mehr eine Ebene, sondern eine gewölbte Fläche 
(Abb. 9.50). Wegen der astigmatischen Fehler erhält man zwei 
verschiedene Bildweiten für die sagittalen und die meridiona- 
len Strahlen. Die Bildflächen der Gegenstandsebene sind daher 
zwei gewölbte Flächen Bs und Bu, die man für eine zur Symme- 
trıeachse symmetrische Gegenstandsebene durch Rotation die- 
ser Kurven um die Symmetrieachse erhält (Bildfeldwölbung). 


Man kann die Bildfeldwölbung demonstrieren durch die Ab- 
bildung eines ebenen Speichenradmusters durch eine astigma- 






Zylinderachse 


B=- 
Bild von A 





Abbildung 9.49 Astigmatische Abbildung durch eine Zylinderlinse 


tische Linse (Abb. 9.51). Je nach Abstand xz der Bildebene 
werden die inneren bzw. die äußeren Kreise scharf abgebildet. 


Wir hatten in Abschn. 9.5.6.2 gesehen, dass man durch Aus- 
blenden der Randstrahlen bei achsenparallelen Lichtbündeln die 
sphärische Aberration verringern kann. Bei schrägen Strahlen 





Abbildung 9.50 Bildfeldwölbung 


Abbildung 9.51 Experimentelle Demonstration der Bildfeldwölbung 
bei der Abbildung eines ebenen Speichenrades. a Bildebene geht durch 
Bo in Abb. 8.41. b Bildebene liegt näher an der Linse und geht durch 
Bım 


treten jedoch trotz Ausblendens der Randstrahlen Abbildungs- 
fehler auf, die zu einer Verzerrung der Abbildung von flächen- 


9.5 Linsen 


tonnenförmige 
Verzeichnung 


kissenförmige 
Verzeichnung 


verzeichnungsfreie 
Abbildung 


Abbildung 9.52 Kissen- und tonnenförmige Verzeichnung. a-c Sche- 
matische Darstellung [https://de.wikipedia.org/wiki/Abbildungsfehler], 
d,e reale Aufnahmen 


haften Objekten führen. Dies lässt sich demonstrieren an der 
Abbildung eines ebenen quadratischen Gitters durch eine Linse. 
Setzt man vor die Linse eine Kreisblende, die nur Mittenstrahlen 
durchlässt, so zeigt das Bild eine tonnenförmige Verzeichnung 
der Quadrate des Gitters, während bei einer Blende hinter der 
Linse eine kissenförmige Verzeichnung beobachtet wird. 


In Abb. 9.52a ıst schematisch die kissenförmige Verzeichnung 
bei der Abbildung des ebenen quadratischen Gitters Abb. 9.52b 
illustriert und in Abb. 9.52c die tonnenförmige Verzeichnung, 
während die Abb. 9.52d und e reale Aufnahmen dieser Linsen- 
fehler zeigen. 


Um dies zu verstehen, betrachten wir in Abb. 9.53 zwei Punk- 
te Ao und A; des flächenhaften Gegenstandes. Das Bild 3, von 
A, entsteht wegen der größeren Brechung der schrägen Strahlen 
vor der Bildebene Bo. Deshalb entsteht in dieser Ebene Bo ohne 
Einfügen der Blende als Bild von A, ein Kreis mit dem Mittel- 
punkt M, wobei M durch den gestrichelten Mittenstrahl definiert 
wird und der Durchmesser D = RıR> des Kreises durch die 
Randstrahlen R,, R, bestimmt wird. Wird die Blende Bl vor der 
Linse eingebracht, so Können nur noch Strahlen in einem engen 
Winkelbereich um den Strahl / in Abb. 9.53a die Bildebene er- 
reichen, die als Bild von A, wieder einen (jetzt kleineren) Kreis 
um den Mittelpunkt M, bilden, der einen kleineren Abstand von 
Bo hat als M. Da die Verschiebung zwischen M und Mı umso 
größer ist, je weiter der Punkt A, von der Achse entfernt ist, 
wird ein Quadrat mit A, als Mittelpunkt in eine tonnenförmig 
verzerrte Fläche abgebildet. 





Setzt man die Blende Bl hinter die Linse, so liegt der Mittel- 
punkt M, weiter entfernt von Bo als M (Abb. 9.53b). Wie man 
sıch leicht überlegt, führt dies zu einer kissenförmigen Verzeich- 
nung des Bildes eines Quadrats um A|. 
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Abbildung 9.53 Bei der Abbildung eines ebenen Gegenstandes ist die 
Form der Verzeichnung des Bildes davon abhängig, ob eine Blende 
vor (a) oder hinter (b) die Linse gesetzt wird 


9.5.7 Die aplanatische Abbildung 


In der praktischen Anwendung möchte man nicht nur einzelne 
Punkte, sondern räumlich ausgedehnte Objekte möglichst ver- 
zerrungsfrei abbilden und dabei außerdem eine möglichst große 
Lichtstärke des abbildenden Linsensystems erreichen. Die Ver- 
minderung der sphärischen Aberration z.B. durch Ausblenden 
aller achsenfernen Strahlen bedingt einen oft nicht tolerier- 
baren Intensitätsverlust, und es wird daher in der optischen 
Technik angestrebt, durch Kombination geeigneter Linsenfor- 
men zu einem korrigierenden Linsensystem alle auftretenden 
Abbildungsfehler auch bei großem Öffnungsverhältnis zu mini- 
mieren. Eine wichtige Rolle spielt dabei eine von Ernst Abbe 
(1840-1905) entdeckte Relation zwischen dem Abbildungs- 
maßstab M = |B|/|A| = b/a und den Öffnungswinkeln u, und 
un) der durch das optische System durchgelassenen Lichtbündel. 
Sie besagt, dass auch bei großen Öffnungswinkeln eine Abbil- 
dung mit minimalen Abbildungsfehlern möglich ist, wenn gilt: 


sin a: = Bl = const 


9.40 
sin Un A| 








Phasen- 
fläche 


Abbildung 9.54 Zur Herleitung der Sinusbedingung für die aplanati- 
sche Abbildung einer Blendenfläche 


Wir wollen diese Abbe’sche Sinusbedingung an einem ein- 
fachen Sonderfall, nämlich der Abbildung einer beleuchteten 
Kreisblende mit dem Durchmesser A durch eine Linse Z erläu- 
tern (Abb. 9.54). Wir nehmen an, dass die Blende von einer weit 
entfernten ausgedehnten Lichtquelle beleuchtet wird. Die von 
zwei verschiedenen Punkten dieser Lichtquelle ausgehenden 
Parallelbündel sind mit ihren ebenen Phasenflächen in Abb. 9.54 
eingezeichnet. Der optische Wegunterschied zwischen oberem 
und unterem Rand der Blende ist 


As, — A: SINUg . 


Durch die Linse wird die Blendenfläche in die Bildebene im 
Abstand 5 von der Linse abgebildet und erzeugt dort ein Bild der 
Größe B. Für b > B kann die Krümmung der Phasenfläche B 
vernachlässigt werden. Man erhält dann für den entsprechenden 
optischen Wegunterschied: 


Asp = B-sinm . 


Für eine verzerrungsfreie Abbildung muss der Wegunterschied 
As, zwischen den Enden der Blende A gleich dem Wegunter- 
schied Asp in der Bildebene sein, weil dann jeder Punkt von A 
genau ın die Ebene von B abgebildet wird. Daraus folgt sofort 
(9.40). 


Man nennt eine Abbildung unter Einhaltung der Sinusbedin- 
gung aplanatisch. Eine Linse (bzw. ein Linsensystem) kann 
allerdings eine solche aplanatische Abbildung immer nur für 
einen bestimmten, durch Konstruktion des Systems festgelegten 
Bereich Aa, Ab um vorgegebene Werte a der Gegenstandsweite 
und 5b der Bildweite leisten [2, 10]. 


In Abb. 9.55 sınd als Beispiele zwei Photoobjektive von Zeiss 
mit ihren minimierten Abweichungen von der idealen Abbil- 
dung gezeigt. Sie sind chromatisch korrigiert durch die Ver- 
wendung von einem Achromaten beim Tessar und einem Dop- 
pelachromaten beim Planar-Objektiv und liefern eine weitge- 
hend aplanatische Abbildung bis zu einem Öffnungsverhältnis 
von 1:2,8 bei kurzer Brennweite des Planar. 


9.5.8 Asphärische Linsen 


Man kann viele der oben diskutierten Linsenfehler durch die 
Verwendung asphärischer (= nichtsphärischer) Linsen vermei- 


10 


a) b) 


Abbildung 9.55 Die Photoobjektive Tessar (a) (Daten siehe 
Aufg. 9.14) und Planar (b), die von der Firma Carl Zeiss entwickelt 
wurden und eine achromatische sowie weitgehend aplanatische 
Abbildung realisieren 


Ri“ 


Abbildung 9.56 Asphärische Linse zur Vermeidung der sphärischen 
Aberration. Man vergleiche mit Abb. 9.41 


den. Eine asphärische Linse hat mindestens eine Oberfläche, 
die von der Kugelfläche oder Ebene abweicht (siehe Abb. 9.56). 
Das Problem war lange Zeit, dass es kein Schleifverfahren gab, 
um asphärische Oberflächen genügend hoher Qualität (Rauig- 
keit < A / 10) herzustellen. Durch die Entwicklung hochpräziser 
Diamantschneidewerkzeuge lassen sich inzwischen aber rota- 
tionssymmetrische asphärische Oberflächen auf einer compu- 
tergesteuerten Drehbank nach einem Computerprogramm, das 
die Form der Oberfläche bestimmt, mit genügend guter Qualität 
realisieren. Eine andere Methode benutzt Polymere als Linsen- 
material, das geschmolzen werden kann und in vorgegebene 
Formen gepresst wird. Dieses Material (z.B. Plexiglas) lässt 
sich wegen seiner geringeren Härte auch leichter bearbeiten. 


9.6 Matrixmethoden 
der geometrischen Optik 


Der Verlauf von Lichtstrahlen durch ein komplexes optisches 
System aus mehreren Linsen ist im Allgemeinen kompliziert 
und nicht einfach zu berechnen. Deshalb sind neue Verfahren 
entwickelt worden, um die Berechnungen mithilfe von Com- 
putern schnell auch für allgemeine Systeme durchführen zu 
können. Ein sehr effizientes Verfahren ist die Matrixmethode, 
die wir deshalb hier kurz vorstellen wollen. 


In der geometrischen Optik wird jede optische Abbildung durch 
den Verlauf von Lichtstrahlen beschrieben (siehe Abschn. 9.1), 


9.6 Matrixmethoden der geometrischen Optik 


die sich in homogenen Medien geradlinig ausbreiten und an den 
Grenzflächen zwischen Gebieten mit unterschiedlichen Brech- 
zahlen n ihre Richtung ändern. In einem optischen System mit 
einer Symmetrieachse ist ein Lichtstrahl in jedem Punkte P(x, r) 
definiert durch seinen Abstand r = (y?+z?)'/? von der Symme- 
trieachse (die wir als x-Achse wählen) und durch seinen Winkel 
a gegen die x-Richtung. 


Wir können deshalb den Verlauf eines Lichtstrahls auch durch 
komplizierte Systeme von Linsen und Spiegeln in der paraxialen 
Näherung beschreiben, wenn wir für jeden Punkt des Strahles 
seinen Abstand r von der Symmetrieachse r = O0 und seinen 
Neigungswinkel « gegen die Achse angeben. 


9.6.1 Die Translationsmatrix 


Im Rahmen der paraxialen Näherung für achsennahe Strahlen, 
bei der die Näherung sin a * tan«& ”* « verwendet wird, besteht 
bei der Ausbreitung eines Lichtstrahls in einem homogenen Me- 
dium mit dem Brechungsindex n, = n von der Ebene x = x 
zur Ebene x = xı (Abb. 9.57) zwischen den Größen (ro, &0) und 
(rı,&,) der lineare Zusammenhang 


r = (X -X)@o+ ro, 


n-aı =n-Oo. (9.41) 
Die linearen Gleichungen (9.41) für r und « können in Matri- 
zenform geschrieben werden. Beschreiben wir die Strahlpara- 
meter (r,«&) durch einen zweikomponentigen Spaltenvektor, so 


lässt sich (9.41) schreiben als 
ro 
n-Oo 


ri 5 1 — 
n-0ı 0 l 


(9.41a) 


Bezeichnen wir die Entfernung der Ebenen x = xı undx = x 
mitd = xı — x, so heißt die Translationsmatrix, welche die 
Translation des Lichtstrahls im homogenen Medium mit Brech- 
zahl n zwischen den Ebenen beschreibt: 


-(. 2) 
0 1 


(9.41b) 





Abbildung 9.57 Zur Matrixbeschreibung der Translation und der Bre- 
chung eines Lichtstrahls 
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Anmerkung. Der Winkel & wird positiv definiert, wenn man 
von der positiven x-Achse aus im Gegenuhrzeigersinn läuft, und 
negativ im Uhrzeigersinn. < 


9.6.2 Die Brechungsmatrix 


Auch bei der Brechung an einer Grenzfläche besteht eine lineare 
Relation zwischen den Größen (rı,«@,) auf der linken Seite der 
Grenzfläche und (rn = rı,@) auf der rechten Seite. Aus dem 
Snellius’schen Brechungsgesetz für kleine Winkel 


nıa = naß 


erhalten wir aus Abb.9.57 für eine Grenzfläche mit Krüm- 
mungsradius R mit 


a-th=-%m+ß=y=tn/R, 


(a, wird negativ, weil der Winkel im Gegenuhrzeigersinn von 
der positiven x-Richtung aus gerechnet wird) 


Rre)mlate) 
nı R a0ı)=n R 0 


7] 
> n202 = nıdı + (nı — nn 


Wir erhalten daher für die Brechung an einer Kugelfläche mit 
Krümmungsradius R (Abb. 9.57) 


7n—=f, 
n202 = nıcı + (nı -no)rı/R, (9.42a) 
Man erhält aus (9.42a) die Vektorgleichung 
1 0 
( e - | . ( 5 .....(9.42b) 
N20 rd n10ı 


Man kann also die Brechung an einer gekrümmten Fläche mit 
Krümmungsradius R zwischen zwei Medien mit Brechzahlen 
nı, na durch die Brechungsmatrix 


- 1 0 
“ 5 | u. I ) 
R 


(9.42c) 


beschreiben. 


9.6.3 Die Reflexionsmatrix 


Analog zur Brechung an einer Kugelgrenzfläche können wir 
die Reflexion an einem sphärischen Spiegel durch eine Ma- 
trıx beschreiben. Wie aus Abb. 9.58 hervorgeht, gilt bei einem 


Abbildung 9.58 Zur Reflexionsmatrix eines sphärischen Spiegels 


Krümmungsradius R und einem Brechungsindex nı = 1 im ge- 
samten Raum links vom Spiegel: 


53 — fj 


a» =2a +0 =2(@ +01) -0ı 


ri 
= —2— — 1 


wenn man die in Abb. 9.58 gezeigte Pfeilrichtung der Winkel 
und die Anmerkung ım Abschn. 9.6.1 beachtet. In Matrizendar- 


stellung wird dies: 
r2 u 1 0 r] 
0 u Zu 2 —] X 


woraus sich die Reflexionsmatrix ergibt: 


— 5 
3-1 


Diese Matrixbeschreibung macht es möglich, den Verlauf von 
Lichtstrahlen durch optische Systeme mit vielen brechenden 
oder reflektierenden Flächen durch ein Produkt der entsprechen- 
den Matrizen zu berechnen. Ein solches Verfahren ist besonders 
vorteilhaft bei der numerischen Berechnung von komplizierten 
Linsensystemen mithilfe von Rechnern. Wir wollen dies an ei- 
nigen Beispielen erläutern. 


(9.43) 


9.6.4 Transformationsmatrix einer Linse 


Wir betrachten in Abb.9.59 einen Lichtstrahl, der durch ei- 
ne Linse der Dicke D mit Krümmungsradien Rı, Ra und der 
Brechzahl nz vom Gegenstandsraum (n = n,) in den Bildraum 
(n = nz) läuft. Dabei werden die Strahlparameter sukzessiv vom 
Anfangswert (nıaı,rı) im Punkt Pı in den Endwert (n3a3,r3) 
ım Punkt ?P4 überführt gemäß der Abfolge: 


ri = ri u n x n 
nıüı n»0a> n»0> n303 





Abbildung 9.59 Zur Berechnung der Transformationsmatrix einer Lin- 
se mit Krümmungsradien Rı, Ra 


In Matrizenschreibweise sind Endzustand und Anfangszustand 


verknüpft durch 
| . ee 5 (9.44) 
N3013 nıaı 
mit den Matrizen 
" 1 0 
Bi = ( Eee j (9.44a) 
2 |] 
Rı 
5 j zz 
T2 = | Q a (9.44b) 
A 1 0 
B = ( en (9.44c) 
— = |] 
Rz 


wobei gemäß den Regeln für Matrizenmultiplikation zuerst der 
Eingangsvektor (na, rı) mit B} multipliziert wird, der so ent- 
standene Vektor (naa>,r;) mit T,, usw. Die Multiplikation 
beginnt also mit dem letzten Faktor. Der Krümmungsradius R> 
der 2. Fläche wird nach der Definition in Abschn. 9.5.2 negativ, 
während R, positiv ıst. Das Produkt der drei Matrizen ergibt die 
Transformationsmatrix einer beliebigen Linse mit Brechzahl n» 
in einer Umgebung mit den Brechzahlen n, bzw. nz 


My, = B»T>Bı} (9.45) 
j u A21 
_ naRı n2 
nanzaRı =nan2 1 Ro —nza2an21X21 ei N32X21 ’ 
nm>Rı Ra naR2 


wobei | = m — X, nk = n; — ng Ist. Für Ri, Ro > dkann 
x = d x D gesetzt werden, sodass die Linsenmatrix ML durch 
die Dicke der Linse, die Brechzahlen n; und die Radien R; der 
brechenden Flächen völlig bestimmt ist. 


Eine dünne Linse ((& — xı) > 0) mit der Brennweite f und der 
Brechzahl n» = ninLuft (n; = nz = 1)hat dann die wesentlich 


9.6 Matrixmethoden der geometrischen Optik 


einfachere Transformationsmatrix 
er. 1 0 
dL = 
(n-1) ( 2 +) 1 
5 | 10 
— : 
4 1 


wobei die Relation (9.25a) für die Brennweite f verwendet wur- 
de. 


(9.45a) 


9.6.5 Abbildungsmatrix 


Wird der Gegenstandspunkt A durch eine Linse L in den 
Bildpunkt B abgebildet (Abb. 9.60), so lautet die Abbildungs- 
gleichung in Matrixschreibweise mitnı =n3 = 1,m = n: 


| & = Mis | - (9.46) 
0 0X 
mit der Abbildungsmatrix 

Mas = TMıT, , (9.47) 


wobei die Translationsmatrizen für Gegenstands- und Bildraum 
mitn; = nz = 1 die Form haben: 


2 j = 1 
ne A: De . 
0 1 0 1 


sodass die Abbildungsmatrix (9.47) für dünne Linsen mithilfe 
von (9.45a) berechnet werden kann. Das Ergebnis ist: 


(9.48) 


a l= : 0, D= rn 
Mas = i R (9.49) 
; Ff 
Die Abbildungsgleichung (9.46) heißt dann 
1-$)rı + (a+5-2)oı 
| > = Se j ‚ (9.462) 
2), -7+(1-7)aı 





Abbildung 9.60 Zur Transformationsmatrix einer dicken Linse 
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wobei Gegenstandsweite a und Bildweite b bei einer dün- 
nen Linse bis zur Mittelebene der Linse gerechnet werden 
(Abb. 9.29), während sie bei dicken Linsen bis zu den Hauptebe- 
nen gemessen werden (Abb. 9.32). 


Für a; = 0 (parallel zur Achse einlaufender Strahl) wird 


—b 
n \_ Fern 
0 = 


Der Strahl schneidet hinter der Linse die x-Achse bei n = O 
—> f = b. Das Bild des unendlich weit entfernten Gegenstandes 
entsteht im Brennpunkt der Linse. 


(9.46b) 


9.6.6 Matrizen von Linsensystemen 


Der Vorteil der Matrixmethode wird erst wirklich deutlich bei 
der Berechnung größerer Linsensysteme. Wir wollen hier nur 
als Beispiel ein System aus zwei Linsen behandeln mit den 
Brennweiten fj, f>, den Abständen d;; zwischen den entspre- 
chenden Hauptebenen und dem Abstand D = da3 zwischen den 
Linsen (Abb. 9.61). Die Transformationsmatrix des Linsensys- 
tems ist dann 


Mıs = BaTzaBsT23BaTı2Bı 

—= M1T»M,.ı , (9.50) 
wobei T;k die Transformationsmatrix für den Lichtweg vom 
Punkt P; nach Pı und 2; die Matrix (9.42c) für dıe Brechung 
an der i-ten Fläche mit Krümmungsradius R; ist. Gemäß (9.45) 


kann man die äußeren drei Faktoren zusammenfassen in die Lin- 
senmatrizen Mj; der dicken Linsen L| und /». 


Für weitere Beispiele siehe Aufgaben 9.12-9.14. 


Man beachte: Die hier dargestellte Matrixmethode ist nur im 
Rahmen der paraxialen Näherung anwendbar. Für sehr weit von 
der Achse entfernte Strahlen gelten nicht mehr die linearen Nä- 
herungen (9.41, 42), und die Rechnungen werden wesentlich 
komplizierter [11-14]. 





Abbildung 9.61 Abbildung durch ein Linsensystem 


9.6.7 _ Jones-Vektoren 


Wie bereits ın der Einleitung zu diesem Kapitel erwähnt wur- 
de, lassen sich auch die Polarisationseigenschaften des Lichtes 
formal im Rahmen der geometrischen Optik behandeln, wenn 
wir zusätzlich zur Ausbreitungsrichtung k, welche die Rich- 
tung des Lichtstrahls angibt, den elektrischen Feldvektor E als 
Polarisationsvektor einführen. Wenn wir die z-Achse in die Aus- 
breitungsrichtung legen, wird 


E=:Ee;4 Be, ; 


wobei die Komponenten E,, E, komplexe Zahlen sein können 
(siehe Abschn. 7.4). Wir schreiben deshalb den Polarisations- 


vektor als Spaltenvektor 
E E, .e!®% 
E- x = x 
E, Eoye} 


und definieren mit |E| = /E? + E? den normierten Vektor 


ye Ji zn l Eoye'® 
\2) EI\ Eye® 


als Jones-Vektor. Da der Phasennullpunkt beliebig gewählt wer- 
den kann (es kommt nur auf die Differenz Ap = 9, — p, an), 
können wir 9, = 0 wählen. 


(9.51la) 


(9.51b) 


Beispiele 


a) Für in x-Richtung linear polarisiertes Licht wird Eo, = 
O und der Jones-Vektor wird, wenn wir die x-Richtung 
horizontal, die y-Richtung vertikal wählen, 


l 
Jın = | 0 (horizontale Polarisation). 


Entsprechend folgt für in y-Richtung linear polarisier- 
tes Licht, wobei jetzt wegen Eo, = 0 die Phase g, 
beliebig ist und null gesetzt werden kann: 


0 
Jı = | 1 (vertikale Polarisation). 


b) Zeigt der E-Vektor des linear polarisierten Lichtes in 
die Richtung d gegen die x-Achse (Abb. 9.63), so wird 
INcDene Error 2: ein sundselcichen 
Phasen o, = @,, die wir null setzen, 


cosd 
= 232 
0) | sin d > 
was für d = 45° übergeht in 
H (9.52a) 
„= —— ‚32a 
45 aa 


c) Für zirkular polarisiertes Licht ist Ex = Ey, = 
IEI/M2 und go, — o, = +n/2, sodass für o*-Licht 
der Jones-Vektor 


1 13 1 1 
= | = — 9.53 
J “) E | (Bi # eir/2 N ( 22 ( a) 


wird. Entsprechend gilt für o “-Licht 


I 
Me ri E | (9.53b) 


Für elliptisch polarisiertes Licht gilt: 


wird. | 


Läuft polarisiertes Licht durch anisotrope Medien oder wird es 
schräg an Grenzflächen reflektiert, so ändert sich sein Polarisa- 
tionszustand (siehe Kap. 8). Solche polarisationsverändernden 
Elemente lassen sich nun, analog zu den Linsen, durch Matri- 
zen beschreiben, die Jones-Matrizen genannt werden. So wird 
z.B. ein linearer Polarisator, der Licht mit dem E-Vektor in x- 
Richtung maximal transmittiert, durch die Matrix 


1 0 
Ma = | u (x-Polarisator) (9.54a) 


beschrieben, sodass beim Einfall von unpolarisiertem Licht das 
transmittierte Licht 


E 10 Eex Eex 
E=| _ |= = (9.54b) 
nur noch eine Polarisationskomponente in x-Richtung hat. Ein 


linearer Polarisator, dessen Transmissionsrichtung unter dem 
Winkel 9 gegen die x-Achse geneigt ist, hat die Matrix 


2 . 
Mae | cos” 6 sin® cos 9 | (9.540) 


sin -cos® sin” 6 


Beispiel 


Für 6 = 45° ergibt dies 


1 ] 
Mass = — 4 9.54d 
(45°) ‚( ı ( ) 
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Eine optische Verzögerungsplatte, welche zur Drehung 
der Polarisationsebene führt, hat die Jones-Matrix 


1AY; 
u-(%, n ) (9.55) 


0 eiApy 


sodass die Ausgangswelle 


a Fee) E.,e®% 
Ei u 0 ei Ba 


De 
= | . (9.56) 


Eye» +APy) 


wird. Für eine A/4-Platte mit der schnellen Achse in 
x-Richtung ist z.B. Ap, — Ay, = n/2, sodass die Jones- 
Matrix für diese A /4-Platte heißt: 


ben. Entsprechend ergibt sich für eine X /2-Platte mit der 
schnellen Achse in x-Richtung 


zf 1 OÖ l 1-ıi 0 
Mamy=e "4 er | 
az (6%) 3 | 0 %) ade 
(9.57) Kr 
wobei wir Ap, = —n/4, Ag, = +7r/4 gewählt ha- 3 
1>) 
SL 





1 0 —1 0 
Gen Er 
Mo =.e | 041 ) = ( 0 ‚ (9.57a) 


während für die schnelle Achse in y-Richtung gilt: 


TE 
wer (49 )-(3 9). m 


< 


Man kann jetzt den Polarisationszustand einer Lichtwelle nach 
Durchlaufen mehrerer polarisationsverändernder Elemente ein- 
fach durch Multiplikation der entsprechenden Matrizen berech- 
nen. 





Abbildung 9.62 Allgemeiner Fall des linear polarisierten Lichts 
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Beispiel 


Eine linear polarisierte Welle mit E-Vektor 45° gegen 
die x-Achse durchläuft eine A /2-Platte mit der schnellen 
Achse in x-Richtung, danach ein A /4-Plättchen mit der 
schnellen Achse in y-Richtung. Die austretende Welle ist 


dann bestimmt durch 
—1 0 
0 + 


= —y2 
| EB, 2 | 0 i 
Eee F 
es = - ES Eu iny2 l 
2 —] 2 —1 


1 1 
> — 
v2\l 
Dies ist eine zirkular polarısierte o"-Welle, deren Pha- 
se um r/2 gegenüber der eintretenden Welle verschoben 
ist. <q 


9.7 Geometrische Optik 
der Erdatmosphäre 


Einer Reihe optischer Erscheinungen in unserer Erdatmosphäre, 
die mit der Brechung und Reflexion von Licht zusammen- 
hängen, können mithilfe der geometrischen Optik erklärt wer- 
den. Es gibt jedoch eine Vielzahl von Phänomenen, wie z.B. 
die Lichtstreuung (siehe Abschn. 10.9), die nur mit Hilfe des 
Wellenmodells korrekt beschrieben werden können und oft Er- 
gebnisse der Quantentheorie (z.B. bei der Lichtabsorption) zu 
ihrer quantitativen Erklärung benötigen. Die Optik der Erdat- 
mosphäre ist deshalb viel komplexer, als dies die wenigen hier 
behandelten Beispiele vermuten lassen [11, 12]. 


9.7.1 Ablenkung von Lichtstrahlen 


in der Atmosphäre 


Da die Dichte der Erdatmosphäre mit wachsender Höhe h 
abnımmt (siehe Bd. 1, Abschn. 7.2), nimmt auch ihr Brechungs- 
index n(h) ab. Tritt ein Lichtstrahl von außen (z.B. von einem 
Stern) schräg in die Erdatmosphäfre ein, so wird er aufgrund der 
radialen Brechzahländerung gekrümmt (Abb. 9.63a). Dies sieht 
man quantitativ aus Abb. 9.63b. 


Die Krümmung von Lichtstrahlen in der Atmosphäre führt da- 
zu, dass der Winkel £, den der beim Beobachter B eintreffende 
Lichtstrahl von einem Stern gegen die Vertikale hat (£ heißt Ze- 
nitdistanz), kleiner erscheint. 


Die Differenz (Abb. 9.63) 0 = &w — &; zwischen wahrer und 
scheinbarer Zenitdistanz eines Sterns heißt Refraktionswinkel 


Sternposition 


scheinbare 


Zenit 





wirkliche 





Abbildung 9.63 a Astronomische Refraktion des Sternlichts. Die 
Krümmung des Lichtstrahls ist hier stark übertrieben gezeichnet. 
b Krümmung eines Lichtstrahls in den verschiedenen Schichten der At- 
mosphäre 


der Atmosphäre. Er wächst mit der Länge des Weges durch die 
Atmosphäre. Um den Refraktionswinkel 0 zu bestimmen, teilen 
wir die Atmosphäre ın dünne horizontale Schichten ein. In jeder 
dieser Schichten können wir den Brechungsindex n als kon- 
stant annehmen, sodass er von Schicht zu Schicht einen kleinen 
Sprung macht. Dadurch nähern wir die kontinuierliche Verän- 
derung von n(h) als Funktion der Höhe h über dem Erdboden 
durch eine Stufenfunktion an und den glatten Verlauf des Licht- 
weges durch einen Polygonzug (Abb. 9.63b). 


Dann gilt für jede der Grenzflächen zwischen den Schichten das 
Snellius’sche Brechungsgesetz und wir erhalten mitng = n(h = 
0): 


no: sinl, = N sind = m - sin‘. =... 
= nx sin = sinly 


(9.58) 


sn Eng; 


weil für große Werte von k die Atmosphäre ins Vakuum über- 
gehtmitn = 1. 





Abbildung 9.64 Erweiterung der Sichtweite aufgrund der Refraktion 
der Atmosphäre 


Der Refraktionswinkel 0 = [y — (; ist klein. Deshalb können 
wir (9.58) schreiben als 


ng sin, = sin(0 + £;) 
—= sing -cos(,+ coso- sin, 
0:.cosl,+ sin, 


> o=(m-Dtanf,. (9.59) 


Die experimentelle Beobachtung ergibt den Wert 
= 982 «tan Tr lei 


mit Imax = 60°. Für © x 90° wird o = 35’. Dies entspricht 
in etwa dem Winkeldurchmesser der Sonne (= 30’). Wenn der 
untere Rand der Sonne den Horizont berührt, ist die Sonne in 
Wirklichkeit bereits untergegangen. Zur Bestimmung genauer 
Sternpositionen muss die Refraktion der Erdatmosphäre berück- 
sichtigt werden. 


Die Refraktion der Atmosphäre führt dazu, dass man von ei- 
nem Beobachtungsort B der Höhe h über dem Erdboden weiter 
sehen kann, als dies der geradlinigen Tangente von B nach A 
entspricht (Abb. 9.64). Der Punkt C, bis zu dem man aufgrund 
der Krümmung der Lichtstrahlen sehen kann, erscheint dem Be- 
obachter in der Richtung von C’. Der Horizont scheint daher um 
den Winkel &, — a, angehoben worden zu sein. 


Beispiel 


Bei einer Höhe h = 100m des Beobachters B wäre die 
Entfernung AB = Y(R+hl?-R x Y2R-h, wenn 
R = 6370km der Erdradius ist. Dies ergibt: AB = 
35,/km. Durch die Refraktion der Atmosphäre wird dies 
auf BC = 38 km erweitert. 2 | 





Nimmt der Temperaturgradient dT/dh mit zunehmender Hö- 
he zu statt ab, so wird der Gradient dn/dh > O besonders groß 


9.7 Geometrische Optik der Erdatmosphäre 


normale Refraktion 


anomale Refraktion 





Abbildung 9.65 Anomale Refraktion der Atmosphäre mit dT/dh > 0, 
dn/dh >0 


und die Krümmung der Lichtstrahlen entsprechend stark (an- 
omale terrestrische Hebung). Man kann dann z.B. „über ein 
Sichthindernis hinwegsehen“ (Abb. 9.65). So kann z.B. der Be- 
obachter B einen Turm T hinter einem Berg noch sehen, der ihm 
bei normaler Refraktion in der Atmosphäre verborgen bliebe. 


9.7.2 Scheinbare Größe des aufgehenden 
Mondes 


Wenn man den aufgehenden Vollmond betrachtet, scheint er 
größer zu sein, als wenn er hoch am Himmel steht. Dies wird 
häufig fälschlicherweise auf die Lichtbrechung in der Erdat- 
mosphäre zurückgeführt. Wenn die im vorigen Abschnitt be- 
handelte Refraktion der Atmosphäre eine entscheidende Rolle 
spielen würde, müsste der Vollmond dicht über dem Horizont 
als elliptische Scheibe erscheinen. Das größere Aussehen der 
Mondscheibe kurz nach Mondaufgang ist ein rein psychologi- 
scher Effekt, eine optische Täuschung. Unser Gehirn vergleicht 
den Monddurchmesser mit dem Abstand des Mondes vom 
Horizont. Ist der letztere klein, erscheint unserem Auge der 
Durchmesser größer zu sein. Dies wird an Abb. 9.66 illustriert. 
Die beiden Kreise in der Mitte sind genau gleich groß, trotz- 
dem erscheint uns der untere Mittelkreis größer als der obere, 
weil der Vergleich mit den verschieden großen Kreisen um den 
Zentralkreis herum uns das suggeriert. 


9.7.3 Fata Morgana 


Auch die Erscheinung der Fata Morgana beruht auf der Krüm- 
mung von Lichtstrahlen oder der Totalreflexion in der Atmo- 
sphäre. Durch intensive Sonneneinstrahlung erwärmt sich die 
bodennahe Luft über Flächen, die viel von der Sonneneinstrah- 
lung absorbieren (z.B. schwarze Asphaltstraßen), sodass ein 
negativer Temperaturgradient (dT/dh < 0) und ein positiver 
Dichtegradient (do/dh > 0) entstehen. Der Brechungsin- 
dexgradient dn/dh > 0 kann dann besonders große Werte 
annehmen, sodass Lichtstrahlen, die von oben fast horizontal 
einfallen, an der bodennahen Luftschicht total reflektiert werden 
(Abb. 9.67). Man sieht dann (scheinbar auf der Straße) das durch 
die Hlimmernde Atmosphäre transmittierte und total reflektierte 
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> 


b) 


Abbildung 9.66 Optische Täuschung: Die Mittelkreise in (a) und (b) 
sind gleich groß, obwohl der in (b) größer erscheint 





Abbildung 9.67 Totalreflexion an einer bodennahen Luftschicht mit 
großem Brechungsindexgradienten dn/dh > O 


blaue Himmelslicht, das den Eindruck von Wasser auf der Stra- 
Be erzeugt. Besonders über dem heißen Wüstensand treten Fata 
Morgana Erscheinungen auf (Abb. 9.68). 


Während der Mittagszeit erwärmt sich in der Wüste der Sand 
stark. Deshalb treten solche Spiegelungen (Fata Morganas) be- 
sonders häufig in der Wüste auf und spiegeln dem durstigen 
Wüstenwanderer Wasserseen vor. Entfernte Berge erscheinen 
als Inseln im Wasser. 


Beispiel 


T(h=0)=45°C = 318K; T(h=50 m) =20°C= 293K. 
near) laeblssine: 
oı(T = 318K) = 1,110kg/m’; &(T = 293K) = 


S 
P ” 
| 
= rg i K 
rn 
zu Fr 


Abbildung 9.68 Fata Morgana in der Wüste. Der vermeintliche See ist 
eine Spiegelung des Himmels. Die Inseln im See sind in Wirklichkeit 
ferne Berge. [https://www.flickr.com/photos] 


1,205 kg/m’. Für den Brechungsindex erhalten wir dann: 


n(0) = n(@): — 
00 





hal 
rn, = 1+ 2,77-10°*- = — = 1,000238 , 
1,293 
1,205 
—. = 1,0002582 . 


1 EUDODTTE 
1295 


e) 


Der Brechzahlgradient ist daher 2 - 10°°/50m = 4: 
10°’ /m. Der Winkel der Totalreflexion ist dann 


sind, = — = 0,999975 & a, = 89,59° . 
nz 


Strahlen die mit@ < «, einfallen, werden total reflektiert. 
<< 


Wenn die Temperatur mit der Höhe h ansteigt, wird der Bre- 
chungsindex n>(h) < nı(h = 0), und es tritt eine Krümmung 
der von unten auf die Grenzschicht einfallenden Lichtstrahlen 
nach unten auf (Abb. 9.69). Nur wenn der Brechzahlgradient ge- 
nügend groß ist, Kann wieder Totalreflexion auftreten. Ein vom 
Beobachter B entfernt liegendes Objekt O wird über seinem 
wirklichen Standort an der Stelle ©’ wahrgenommen. Bei der 
Krümmung als aufrechtes Bild, bei der Totalreflexion als umge- 
kehrtes Bild. 


Dieser Fall tritt jedoch seltener auf als die in Abb. 9.67 beschrie- 
bene Situation. 


Der Krümmunssradius r der Strahlen in Abb. 9.69 wird gleich 
dem Erdradius, wenn gemäß (9.58) gilt: 


dn 
en 3 
au 





Abbildung 9.69 Luftspiegelung durch starke Krümmung der Licht- 
strahlen bei einem genügend großen Brechzahlgradienten dn/dh > O 


Setzt man Zahlenwerte n = 1,000277 und R = 6370km ein, 
so läuft der Lichtstrahl für dn/dh = —1,5 - 10°’ /m parallel zur 
gekrümmten Erdoberfläche, für größere Werte von dn/ dh ist die 
Krümmung stärker [12-14]. 


9.7.4 Regenbogen 


Das farbenprächtige Bild eines Regenbogens kann man beob- 
achten, wenn die nicht mehr von Wolken verdeckte Sonne eine 
Regenwand beleuchtet und der Beobachter B mit dem Rücken 
zur Sonne $ auf die Regenwand R blickt (Abb. 9.70). Das farbi- 
ge Band des Regenbogens bildet den Teilbogen eines Kreises, 
dessen Mittelpunkt M auf der verlängerten Geraden SB liegt. 
Man sieht also nur dann fast einen Halbkreis, wenn die Sonne 
dicht über dem Horizont steht, also kurz vor Sonnenuntergang 
bzw. kurz nach Sonnenaufgang. 


Man nennt den Scheitelpunkt S* des Regenbogens auch den 
Sonnengegenpunkt. Der vom Beobachter wahrgenommene Re- 
genbogen entsteht durch Reflexion und Brechung an vielen 
Wassertröpfchen in einer Regenfront (Abb. 9.71). Da mit zu- 
nehmender Höhe in der Regenfront der Winkel zwischen ein- 
fallendem Sonnenstrahl und Beobachtungsrichtung zunimmt, 
kommen die von den verschiedenen Tröpfchen reflektierten in 
das Auge des Betrachters fallenden Lichtstrahlen von Sonnen- 


einfallendes Sonnenlicht Nebenregenbogen 





Hauptregenbogen 


Abbildung 9.70 Beobachtungsbedingungen für einen Regenbogen 


9.7 


Geometrische Optik der Erdatmosphäre 


Wassertropfen 





Sonneneinstrahlung 


0% 


Auge 


+ —_ 


Sonnengegenpunk 


Abbildung 9.71 Reflexion und Brechung des Sonnenlichts an vielen 
Tropfen der Regenwand 





Abbildung 9.72 Erklärung der Entstehung von a Haupt- und b Neben- 
regenbogen 


strahlen her, die bei verschiedenen Abständen vom Mittelpunkt 
des Tropfens in den Tropfen eintreten. 


Da die Amplituden des reflektierten und gebrochenen Lichtes 
von der Polarisation abhängen (siehe Abschn. 8.4.3), ist das Re- 
genbogenlicht teilweise polarisiert. 


Häufig beobachtet man zwei Regenbögen mit verschiedener In- 
tensität. Der Hauptregenbogen hat nach außen einen scharfen 
Rand, dem sich nach innen die Spektralfarben mit abnehmen- 
der Wellenlänge anschließen. Der Öffnungswinkel a} zwischen 
Symmetrieachse SBM und dem roten Rand beträgt etwa ou * 
42°, Der intensitätsschwächere Nebenregenbogen, dessen Spek- 
tralfolge umgekehrt verläuft, also von außen blau nach innen rot, 
hat einen Öffnungswinkel on = 51°. 





Rene Descartes (1596-1650) hat bereits 1637 erkannt, dass 
Regenbögen infolge der Brechung des Sonnenlichtes durch 
Wassertropfen entstehen. Beim Hauptregenbogen werden die 
Lichtstrahlen nach ıhrem Eintritt in den Wassertropfen ein- 
mal reflektiert (Abb. 9.72a), beim Nebenregenbogen zweimal 
(Abb. 9.72b), sodass sich hier die Farbenfolge umkehrt. 


Der Ablenkwinkel ö = 180°—g des an dem Regenbogen wieder 
austretenden Lichtes hängt ab vom Eintrittsort z. Aus Abb. 9.73 


281 


e)) 
© 
m 
Q. 
© 
Se 


282 


AN 
je?) 
= 
+ 
en 
to) 





9 Geometrische Optik 








b) 


Abbildung 9.73 a Zur Berechnung des Ablenkwinkels ö als Funktion 
des Abstandes z. b Intensität des Regenbogens als Funktion des Ab- 
lenkwinkels für rotes und blaues Licht 


entnimmt man die Relationen: 


ö = 180° —-48 + 2«, 
sinß = Eee 


: zZ 
sına = -—., 
R n-R 


Die Funktion ö(z) hat ein Minimum (siehe Aufg. 9.10) für 


z=R- 2a m), 


bei dem der Winkel 9 = 48 — 2a = 4arcsin(z/nR)— 
2 arcsin(z/R) fürn = 1,33 den Wert Ymax = 42° hat. 


Bei diesem Winkel Ymax, für den do/dz = 0 wird, trägt eine 
maximale Breite Az des einfallenden parallelen Lichtbündels 
zur Ablenkung in das Winkelintervall o £ Ag bei, sodass in 
dieser Richtung das von der Regenwand reflektierte Licht maxi- 
mal wird. Dies wird in Abb. 9.74 verdeutlicht. Die Strahlen um 
den Strahl 6 (im Bild sind dies die Strahlen 5-10) werden al- 
le ungefähr in den selben kleinen Winkelbereich um op = 42° 
reflektiert. 


11 


Di 


oO + 000 





mg 
| \__— 





Abbildung 9.74 Strahlengeometrische Konstruktion des Regenbogen- 
effektes, der als Häufung der Strahlen für rotes Licht beim Winkel von 
42° gegen die Einfallsrichtung, für blaues Licht bei etwa 40°, also bei 
einem Ablenkwinkel von 180° — 42° bzw. 180° — 40°, erscheint 


Bei der zweimaligen Reflexion erhält man durch eine analoge 
Überlegung (siehe Aufg. 9.10) den Ablenkwinkel = 51° für 
den Nebenregenbogen. 


Die Winkelbreite Ay des Regenbogens ergibt sich aus der Di- 
spersion n(A) des Wassers zu 


do dn 
en 

mit AX = Arot — Ablau 7 330 nm. Obwohl die Descartes’sche 
Theorie die grundsätzliche Erscheinung des Regenbogens rich- 
tig erklärt, werden doch feinere Details, wie z. B. die sekundären 
Regenbögen, die als zusätzliche schwach rötlich-grüne Ringe 
innerhalb des Hauptregenbogens oft zu beobachten sind, nicht 
beschrieben. Eine genauere Erklärung dieser Details, die auf 
Interferenz- und Beugungserscheinungen (siehe Kap. 10) zu- 
rückzuführen sind, übersteigt den Rahmen der geometrischen 
Optik und kann erst mithilfe der Wellentheorie des Lichtes rıch- 
tig begründet werden [15]. 


Zusammenfassung 


m Wenn Beugungserscheinungen vernachlässigbar sind, kann 
die Ausbreitung von Licht im Rahmen der geometrischen 
Optik mithilfe von Lichtstrahlen beschrieben werden. 

m Bei einer idealen optischen Abbildung werden alle von ei- 
nem Punkt A ausgehenden Lichtstrahlen in einen Punkt B 
abgebildet. B heißt Bild von A. Bei einer realen Abbildung ist 
das Bild von A eine Fläche um den Bildpunkt B. Die Abbil- 
dung kann durch Reflexion (Spiegel) oder Brechung (Linsen) 
bewirkt werden. 

= Als Lateralvergrößerung wird das Verhältnis vom Bilddurch- 
messer zu Objektdurchmesser definiert. 

= Die Abbildungsgleichung einer dünnen Linse mit Brennwei- 
te f heißt 


wobei a die Gegenstandsweite, b die Bildweite ist. 

= Die reziproken Brennweiten zweier nahe benachbarter Lin- 
sen addieren sich. 

= Alle abbildenden Elemente (außer dem ebenen Spiegel) 
haben Abbildungsfehler, die in axialsymmetrischen Abbil- 
dungssystemen für achsennahe Strahlen vernachlässigt wer- 
den können (paraxiale Näherung). 


Aufgaben 


9.1. Zeigen Sie durch Anwenden des Fermat’schen Prinzips, 
dass eine reflektierende Fläche, welche eine ebene Welle in 
einen Punkt fokussiert, ein Paraboloid sein muss. 


9.2. Ein ebener Spiegel, auf den eine ebene Welle unter dem 
Winkel « einfällt, wird um den Winkel ö gedreht. Um welchen 
Winkel ändert sich die Richtung der reflektierten Welle? 

Wie sieht diese Änderung bei einem sphärischen Spiegel aus, 
auf den die Welle vor der Drehung in Richtung der Symmetrie- 
achse einfällt? 


9.3. Leiten Sie (9.26) für die Abbildung durch eine dünne 
Linse direkt aus Abb. 9.28 bzw. 9.29 her, mit der Näherung 
SINXTILIEX IX. 


9.4. 
ne punktförmige Lichtquelle A an die Stelle z = 


Zwischen zwei ebenen Spiegeln (z + d/2) wird ei- 
1/34, 


Aufgaben 


m Die wichtigsten Linsenfehler (Abweichung von der idealen 
Abbildung) sind chromatische Aberration, sphärische Aber- 
ration, Astigmatismus, Koma und Bildfeldwölbung. 

= Die Abbildung durch dicke Linsen lässt sich durch Einfüh- 
ren von Hauptebenen auf die Abbildung durch dünne Linsen 
zurückführen. 

m Mit Linsensystemen aus mehreren Linsen erhält man bei 
Variation von Brennweiten und Linsenabständen eine große 
Flexibilität der Abbildungseigenschaften. 

m Bei Zoom-Linsensystemen, die aus mindestens 3 Linsen 
bestehen, lässt sich die Gesamtvergrößerung durch Relativ- 
verschiebungen der Linsen gegeneinander verändern, ohne 
dass sich Objektebene und Bildebene verschieben. 

= In der paraxialen Näherung lässt sich die Abbildung mithil- 
fe von Matrizen darstellen. Die Abbildung durch ein System 
von Linsen wird durch das Produkt der Matrizen der Einzel- 
komponenten beschrieben. 

= Im Medium mit örtlich veränderlichem Brechungsindex n 
trıtt eine Krümmung der Lichtstrahlen auf, die proportional 
zu grad n ist. 

m Der Regenbogen entsteht durch Brechung und Reflexion von 
Licht in Wassertröpfchen. 


x = 0) gebracht. Ermitteln Sie durch Zeichnen der Ab- 
bildungsstrahlen die vier Bilder B;, die A am nächsten lie- 
gen. 


9,5.  Eine2cm dicke Wasserschicht (n = 1,33) steht in einem 
zylindrischen Glasgefäß mit dem Radius R = 3cm über einer 
4 cm dicken Schicht von Tetrachlorkohlenstoff (n = 1,46). 


a) Wie groß ist der maximale Winkel &, gegen dıe Normale, 
unter dem man noch den Mittelpunkt des Gefäßbodens se- 
hen kann? 

b) Wie groß muss R sein, damit &m = 90° wird? 

9.6. Sie sollen mit einer Linse ein 10fach vergrößertes Bild 

eines Gegenstandes A auf einem Bildschirm B entwerfen, der 


3m von A entfernt ist. Welche Brennweite muss die Linse ha- 
ben? 
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9 Geometrische Optik 


9.7. Ein Lichtstrahl durchsetzt eine planparallele Glasplatte 

mit Brechzahl n und Dicke d, deren Normale den Winkel «& ge- 

gen den Lichtstrahl bildet. 

a) Man zeige, dass der austretende Lichtstrahl parallel zum ein- 
tretenden Strahl ist. 

b) Wie groß ist der Parallelversatz? 

9.8. Ein Lichtstrahl trifft auf einen Spiegel, der aus drei ebe- 

nen, zueinander senkrechten Spiegelllächen besteht. Zeigen Sie, 

dass der Strahl, unabhängig vom Auftreffpunkt, immer parallel 

zur Einfallsrichtung zurückreflektiert wird. 

9.9. Ein Linsenfernrohr hat eine Objektivlinse mit Durch- 

messer Di = Scm und Brennweite fi = 20cm. Wie groß muss 

der Durchmesser D> der Okularlinse mitf = 2 cm sein, um alles 

Licht, das durch die Objektivlinse gelangt, sammeln zu können? 

Wie groß ist die Winkelvergrößerung des Instruments? 

9.10. Ein Lichtstrahl trifft auf eine Glaskugel mit Radius R 

und Brechzahl n im Abstand h von der Achse (Abb. 9.75) und 

wird an der rückseitigen Oberfläche reflektiert. 





Abbildung 9.75 Zu Aufg. 9.10 


a) Wo schneidet er die Achse’? 

b) Unter welchem Winkel ö gegen den einfallenden Strahl 
verlässt der Strahl die Kugel nach ein- bzw. zweimaliger Re- 
flexion? 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


Aus der Linearität der Wellengleichung 


1 E 


AE = — —. 
c2 9 


(10.1) 


folgt, dass mit beliebigen Lösungen E}, und E> auch jede Line- 
arkombination E = aEı + bE; eine Lösung von (10.1) ist. 


Um das gesamte Wellenfeld E(r, rt) in einem beliebigen Raum- 
punkt P zur Zeit r zu erhalten, muss man die Amplituden der 
sich in P überlagernden Teilwellen E;(r, r) addieren (Superposi- 
tionsprinzip). Die Gesamtfeldstärke 


Eir,t) = )_Anfr, De" (10.2) 


des Wellenfeldes hängt sowohl von den Amplituden A,„(r, t) als 
auch von den Phasen o,, der sich überlagernden Teilwellen ab. 
Sıe ist im allgemeinen Fall sowohl orts- als auch zeitabhängig. 


Diese Überlagerung von Teilwellen heißt Interferenz (siehe 
auch Bd. 1, Abschn. 11.10). Das gesamte Raumgebiet, in dem 
sich Teilwellen überlagern, bildet das Interferenzfeld, dessen 
räumliche Struktur durch die ortsabhängige Gesamtintensität 
I(r,t) & |E(r,t)|? bestimmt wird. Räumliche Begrenzungen 
des Wellenfeldes können einen Teil der interferierenden Wel- 
len unterdrücken, die dann in der Summe (10.2) fehlen (siehe 
Abschn. 10.7 und 11.3.4). Diese unvollständige Interferenz führt 
zu Beugungserscheinungen, welche eine zusätzliche Strukturie- 
rung des Wellenfeldes verursachen. 


Zeitliche und räumliche 
Kohärenz 


10.1 


Eine zeitlich stationäre Interferenzstruktur kann nur dann beob- 
achtet werden, wenn sich die Phasendifferenzen Ap = 9; — px 
zwischen beliebigen Teilwellen E;, E, im Raumpunkt /(r) wäh- 
rend der Beobachtungsdauer Ar um weniger als 2r ändern. Man 
nennt die Teilwellen dann zeitlich kohärent. Eine sich zeitlich 
ändernde Phasendifferenz Ag kann mehrere Ursachen haben: 


l. Die Frequenz v kann sich zeitlich ändern 


2. Die Lichtquelle sendet endliche Wellenzüge mit statistisch 


verteilten Phasen aus 
3. Der Brechungsindex des Mediums zwischen Quelle und Be- 
obachter kann zeitlich fluktuieren. 


Die maximale Zeitspanne At., während der sich Phasendiffe- 
renzen zwischen allen im Punkt P überlagerten Teilwellen um 
höchstens 27 ändern, heißt Kohärenzzeit. 


Um uns dies klar zu machen, betrachten wir eine Lichtquelle, 
die Licht mit der Zentralfrequenz vo, und der spektralen Brei- 
te Av aussendet. Dieses Licht kann als Überlagerung vieler 
monochromatischer Teilwellen mit Frequenzen v innerhalb des 
Frequenzintervalls vo + Av/2 aufgefasst werden. 





Abbildung 10.1 Zur zeitlichen Kohärenz einer Welle mit der spektra- 
len Frequenzbreite Av. Die Kohärenzzeit ist At. = 1/Av. a Spektral- 
verteilung /(v); b zeitliche Überlagerung zweier Teilwellen; c zeitlicher 
Verlauf der Gesamtfeldstärke aller Komponenten in (a) 


Die Phasendifferenz A zwischen solchen Teilwellen mit den 
Frequenzen vyı = vo — Av/2 und » = wo + Av/2 ist für 
Aypkto) = 0: 


Aoft) = 2r(v = vı)(t — to) : 


Sie wächst linear mit der Zeit r an. Nach der Kohärenzzeit 
At. = 1/Av ist sie auf Ap(At.) = 2n angewachsen. Die Ko- 
härenzzeit Ar. einer Lichtwelle ist also gleich dem Kehrwert der 
spektralen Frequenzbreite Av (Abb. 10.1): 


1 

Av 
Für alle anderen Komponenten, deren Frequenzdifferenz kleiner 
als Av ist, ist Ap(At.) < 2rr. Die Überlagerung aller Kompo- 


nenten enthält daher alle Phasendifferenzen zwischen O0 und 2, 
und für den zeitlichen Mittelwert der Überlagerung gilt: 


At, (10.3) 


Ate 


(E(r,1)) = < | Y_Antr) ei" de), 
0 m 


Kohärenz- 
fläche 





AV. = Fe AS. 


Abbildung 10.2 a Phasendifferenz A,o zwischen den Phasen o(rı ) 
und g(r>) einer monochromatischen Welle an zwei verschiedenen 
Raumpunkten; b Kohärenzfläche F. und Kohärenzvolumen 


Man kann dies auch folgendermaßen darstellen: Die Über- 
lagerung aller Komponenten E;(v) führt zu einem zeitlich 
abklingenden endlichen Wellenzug E(t), der nach der Kohä- 
renzzeit At. auf 1/e seiner Anfangsamplitude abgeklungen ist 
(Abb. 10.1c). Die Strecke As. = c - At., die das Licht während 
der Kohärenzzeit Ar. zurücklegt, heißt Kohärenzlänge. 


Die Phasendifferenzen Ag;, zwischen den Teilwellen E; und 
E, können für die verschiedenen Orte P(r) des Überlagerungs- 
gebietes durchaus verschieden sein, weil die Phasendifferenzen 
Ay; = (2n/A;)As bei gleicher Wellenlänge A noch vom Weg 
As = SP zwischen Lichtquelle S und Beobachtungspunkt P ab- 
hängen. Ändert sich die räumliche Differenz 

A,p: = pilrı) — Pi(r2) (10.4) 
der Phase o; einer beliebigen Teilwelle E; während der Beob- 
achtungszeit Ar um weniger als 2rr, so heißt das Wellenfeld 
räumlich kohärent (Abb. 10.2). Die Fläche senkrecht zur Aus- 
breitungsrichtung, auf der A,o; = 0 erfüllt ist, heißt Kohärenz- 
fläche F.. 


Das Produkt aus Kohärenzfläche und Kohärenzlänge As. heißt 
Kohärenzvolumen AV. [1-3]. 


Nur innerhalb des Kohärenzvolumens können Interferenz- 
strukturen beobachtet werden. 


Beispiele 


1. Für Licht mit der Spektralbreite Av = 2 10° Hz (ty- 
pische Dopplerbreite einer Spektrallinie im sichtbaren 
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Bereich) ist At. = 1/Av = 5- 10!"s. Die Kohärenz- 
lange Ay 2 O2, bemast dann as, = 05m 
2. Eine ebene Welle 


E=A. el@t-kr) 


ist auf der gesamten Ebene k-r = const räumlich 
kohärent. Ist sie monochromatisch (Av = 0), so ist ih- 
re Kohärenzlänge unendlich groß. Die Welle ıst dann 
im gesamten Raum kohärent. Ist ihre Frequenzbrei- 
te Av > 0, so ist sie nur in einem Volumen mit der 
Länge As. = vm/Av = c/(n- Av) im Medium mit 
Brechungsindex n, das aber senkrecht zu k unendlich 
ausgedehnt ist, Kohärent. 

3. Eine monochromatische Kugelwelle ist im gesamten 
Raumsgebiet kohärent. Allgemein gilt: Wellen, die von 
„punktförmigen“ Lichtquellen (die es natürlich nur als 
idealisierte Näherung gibt) emittiert werden, sind im 
gesamten Raumgebiet räumlich kohärent. < 


Wir wollen nun diese Begriffe Kohärenz und Interferenz an 
mehreren Beispielen für die experimentelle Realisierung kohä- 
renter Wellen und ihrer Überlagerung demonstrieren. 


10.2 Erzeugung und Überlagerung 
kohärenter Wellen 


Um kohärente Teilwellen zu erzeugen, deren Überlagerung zu 
beobachtbaren Interferenzerscheinungen führt, gibt es prinzipi- 
ell zwei Methoden: 


> 
zu 
© 
= 
Q 
& 
= 


= Die Sender (d.h. die Erregerzentren für die Teilwellen) wer- 
den phasenstarr miteinander gekoppelt (Abb. 10.3). 

m Die von einer Quelle 5 ausgehende Welle wird in zwei 
oder mehr Teilwellen aufgespalten, die dann verschieden lan- 











Phasen- 
kopplung 


Phasen- 
kopplung 


L, 


Abbildung 10.3 Phasenstarre Kopplung zweier Quellen Z; und 3 
an einen Sender 5 zur Erzeugung kohärenter Teilwellen, die sich im 
Interferenzgebiet mit zeitlich konstanten, aber ortsabhängigen Phasen- 
differenzen Ay(r) überlagern 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


AS = Sp = S1 
Ey 





Abbildung 10.4 Zweistrahl-Interferenz durch Strahlteilung in zwei 
Teilbündel, die nach Durchlaufen unterschiedlicher Wege wieder über- 
lagert werden 


ge Wege durchlaufen, bevor sie wieder überlagert werden 
und in den Punkten P}, oder P5 beobachtet werden können 
(Abb. 10.4). 


Die erste Methode lässt sich experimentell für akustische Wellen 
realisieren (siehe Bd. 1, Abschn. 11.10), indem man z.B. zwei 
oder mehr räumlich getrennte Lautsprecher Z; durch die gleiche 
Wechselspannungsquelle antreibt. 


Im Fall von Lichtwellen sind die Sender energetisch angeregte 
Atome (siehe Bd. 3), die im Allgemeinen unabhängig voneinan- 
der mit statistisch verteilten Phasen Lichtwellen emittieren. Das 
von der gesamten Lichtquelle ausgesandte Licht ist deshalb in- 
kohärent, sodass die erste Methode für klassische Lichtquellen 
(z.B. Glühlampen, Gasentladungslampen, Sonne) nicht ohne 
weiteres anwendbar ist. 


Durch eine kohärente Lichtwelle kann man die Atome zu 
phasengekoppelten erzwungenen Schwingungen anregen (siehe 
Abschn. 8.2). So schwingen z.B. alle Atome auf einer Ebene 
z = z In Abb.8.4 in Phase. Dies setzt jedoch die Exis- 
tenz einer kohärenten anregenden Welle voraus. Mit speziellen 
Lichtquellen, den Lasern, lassen sich solche kohärenten intensi- 
ven Lichtwellen erzeugen, und unter speziellen Bedingungen ist 
es auch möglich, zwei verschiedene Laser phasenstarr mitein- 
ander zu koppeln. Solche Laser werden oft zur Demonstration 
von Interferenz- und Beugungsphänomenen verwendet, weil 
ihre Intensität wesentlich höher und das Kohärenzvolumen spe- 
zıell stabilisierter Laser wesentlich größer ıst als das üblicher 
Lichtquellen. Man nennt deshalb solche speziellen Laser auch 
kohärente Lichtquellen. Ihre physikalischen Grundlagen setzen 
Kenntnisse der Atomphysik voraus, sodass sie, ebenso wie die 
technische Realisierung, ausführlich in Bd. 3 besprochen wer- 
den. 


In den meisten Fällen ist man in der Optik jedoch, auch bei 
Verwendung von Lasern, auf die zweite Methode angewiesen, 
um Interferenzphänome zu studieren, d.h. man verwendet ei- 
ne Lichtquelle, deren ausgesandte Strahlung durch verschiedene 
Arten von Strahlteilern so aufgespalten wird, dass die einzelnen 
Teilwellen unterschiedliche Weglängen durchlaufen, bevor sıe 
wieder überlagert werden. 


Überlagert man zwei Teilwellen, so spricht man von Zweistrahl- 
Interferenz im Gegensatz zur Vielstrahl-Interferenz bei der 
kohärenten Überlagerung vieler Teilwellen. 


Die Interferenz bildet die Basıs für alle Interferometer. Dies 
sınd Anordnungen, bei denen die Zweistrahl- oder Vielstrahl- 
Interferenz ausgenutzt wird zur Messung von Wellenlängen. 
Auch Änderungen kleiner Strecken im Submikrometerbereich 
oder von Brechungsindizes transparenter Medien und ihrer 
Abhängigkeit von Temperatur oder Druck können mit ihnen be- 
stimmt werden. 


Man beachte: Interferenzerscheinungen als räumlich struk- 
turierte, zeitlich konstante Intensitätsverteilung /(r) der überla- 
gerten Wellen lassen sich nur in einem begrenzten Raumgebiet 
der überlagerten Wellen beobachten, in dem die Wegdifferenzen 
As kleiner sind als die Kohärenzlänge As. = c- At.. Wir werden 
sehen, dass das Kohärenzvolumen sowohl von der räumlichen 
als auch von der zeitlichen Kohärenz des Wellenfeldes abhängt. 


10.3 Experimentelle Realisierung 
der Zweistrahl-Interferenz 


Es gıbt eine große Zahl verschiedener experimenteller Anord- 
nungen, mit denen sich eine von einer Lichtquelle Z emittierte 
Lichtwelle in zwei Teilbündel aufspalten lässt, die dann mithilfe 
von Spiegeln oder Linsen wieder zusammengeführt und über- 
lagert werden können. Wir wollen dies an einigen Beispielen 
verdeutlichen. 


10.3.1 Fresnel’scher Spiegelversuch 


Das Licht einer praktisch punktförmigen Lichtquelle LO wird 
an zwei ebenen Spiegeln 5| und S>, die einen kleinen Winkel e 
miteinander bilden, reflektiert (Abb. 10.5). Für einen Beobach- 
ter in der Beobachtungsebene B scheinen die beiden an S; und 
5, reflektierten Teilbündel von den virtuellen Lichtquellen L} 
bzw. L, herzukommen. 


Die optischen Weglängen s; bzw. sa eines Lichtbündels 
LSıP(x, y) bzw. LS>P(x, y) von LO zum Punkt P(x, y) in der Be- 
obachtungsebene (die wir in die x-y-Ebene legen) sind genau 
gleich den Wegen L;P und I>P. 


Haben die beiden virtuellen Lichtquellen die Koordinaten (x = 
td, y = 0,z = x), so Ist die Wegdifferenz zu einem Punkt 
P(x,y,z = 0) in der x-y- Ebene 


As=/G@+N’+yP+2z 
- J@-dP’+yP+2- 


Alle Punkte P(x, y), für die As einen konstanten Wert hat, liegen 
auf einer Hyperbel (siehe Aufg. 10.1). 


(10.5) 


It As = m:A (m = 0,1,2,...), so sind die beiden Teilwel- 
len in Phase, d.h., sie verstärken sich, und man beobachtet dort 
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z Wir haben hier eine punktförmige Lichtquelle angenommen, 
d.h., dass die räumliche Ausdehnung der Quelle vernachlässigt 


2d 
werden kann. Wir wollen jetzt untersuchen, welchen Einfluss 
die Größe der Lichtquelle auf die Größe des Kohärenzgebietes 


hat. 


23 
r 

D 

x 


10.3.2 Young'scher Doppelspaltversuch 


Die Strahlung einer ausgedehnten Lichtquelle LO mit der Quer- 
dimension 5 beleuchte in der Ebene A zwei Spalte 5ı und 55 
ım Abstand d voneinander (Abb. 10.6). Die Gesamtamplitude 
und die Phase der Welle in jeder der beiden Spalte erhält man 
durch Überlagerung aller Teilwellen, die von den einzelnen Flä- 
chenelementen dF’; der Quelle emittiert werden, wobei man die 
unterschiedlich langen Wege von den verschiedenen Flächen- 
elementen dF; der Quelle zu den Spalten S; berücksichtigen 


A muss. 

Die beiden Spalte S; und 55 können als Ausgangspunkt neuer 
Wellen betrachtet werden (Huygens’sches Prinzip, siehe Bd. 1, 
Abschn. 11.11), die sich überlagern. Die Gesamtintensität /(P) 
in dem Punkt P der Beobachtungsebene B ist dann durch die 
Amplituden A; und die Phasen g; der Teilwellen in $S; und 55 
und durch die Wegdifferenz As = SP — SıP festgelegt. 


Wenn die einzelnen Flächenelemente dF; der Quelle vonein- 
ander unabhängig mit statistisch verteilten Phasen emittieren 
(wıe das bei den meisten Lichtquellen der Fall ist), werden die 
Phasen der Gesamtwellen JE; in $S; und S» entsprechend sta- 
tistisch schwanken. Dies würde jedoch die Intensität in P nicht 
beeinflussen, solange diese Schwankungen in $Sı und 55 syn- 
chron verlaufen, weil dann die Phasendifferenz Av = 9 — m 
der von $5| und 55 ausgehenden Wellen zeitlich konstant bleibt. 


| | 
A Pi IN In diesem Fall bilden die beiden Spalte zwei kohärente Licht- 
quellen, die in der Beobachtungsebene B eine zeitlich konstante 
Interferenzstruktur erzeugen, völlig analog zum Fresnel’schen 


m=-1 m=0 m=+1 
Spiegelversuch. 


Für Licht aus der Mitte O der Quelle trifft diese Situation zu, 
weil die Wege OS; und OS; gleich groß sind und deshalb Pha- 
senschwankungen des von O emittierten Lichtes gleichzeitig ın 
S5ı und 5» eintreffen. Für alle anderen Punkte O der Lichtquelle 
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Abbildung 10.5 Fresnel’scher Spiegelversuch 


maximale Intensität 


I max — ceo(Eı = E;)” 


(schwarze Punkte in Abb. 10.5). 
Für As = (2m+ 1)X/2 sind beide Teilwellen gegenphasig, und 
die Intensität nimmt den minimalen Wert 


Imin = c&o(Eı — Er)” 


an. Man sıeht also in der x-y-Ebene ein räumliches Intensitäts- 
muster aus hellen und dunklen Hyperbeln. 

Seine räumliche Ausdehnung ist durch die Kohärenzlänge 
As. = c/Av und damit durch die spektrale Bandbreite Av der 
Lichtquelle sowie durch den Abstand zu den virtuellen Licht- 

quellen Z| und Z/» begrenzt. Abbildung 10.6 Young’sches Doppelspaltexperiment 
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1. 


Smax >b: sind | 
S 


Abbildung 10.7 Zum Einfluss der Quellengröße auf die Kohärenz der 
Wellen am Ort der Spalte S; und 5 


treten jedoch Wegdifferenzen As = OS — O5 auf, die für die 
Randpunkte R; der Quelle am größten sind (Abb. 10.7). 


Ist D > d die Entfernung zwischen Quellenmittelpunkt O und 
den beiden Spalten $| und S>, so gilt für die maximal auftretende 
Wesdifferenz 


Asma = RıS2 — RıSı = RaSı — RıSı 


x b-sn® =b-d/(2D), (10.6) 
da aus Symmetriegründen RıS2 = RoSı und sin® = d/(2D) ist. 
Wird Asmax größer als A /2, so kann bei statistischer Emission 
der verschiedenen Quellenpunkte O die Phasendifferenz Ay = 
9(S51)- Y(52) = (27/A)- Asum mehr als x schwanken, so dass 
sıch dann die Interferenzstruktur in der Beobachtungsebene B 
zeitlich wegmitteln würde. 


Die Bedingung für die kohärente (das heißt phasenkorrelier- 
te) Beleuchtung der beiden Spalte durch eine Lichtquelle mit 
Durchmesser D lautet daher: 


b:d 
Asma U —— <A/2 
S TE 
za Dae. 2. (10.7) 
Ab NR" RT AD j 


In Worten: Der maximale Abstand d/A (in Einheiten der Wel- 
lenlänge A), den zwei Spalte haben dürfen, um von einer 
ausgedehnten inkohärenten Lichtquelle noch kohärent beleuch- 
tet zu werden, ist durch das Verhältnis D/b von Quellenabstand 
zu Quellendurchmesser gegeben. Wegen b’/D? = A2 ist die 
Kohärenzfläche d?/A? in Einheiten von A? gleich dem rezipro- 
ken Raumwinkel AS2, unter dem die Flächenlichtquelle mit der 
Fläche b? von S} aus erscheint. 


Die Kohärenzfläche einer ausgedehnten inkohärenten 
Lichtquelle ist 


Bed NND 


wenn AS2 der Raumwinkel ist, unter dem die Lichtquelle 
von einem Punkt der Kohärenzfläche aus erscheint. 


Wird die Bedingung (10.7) eingehalten, so erscheint in der Be- 
obachtungsebene B eine Interferenzstruktur, auch wenn eine 
inkohärente ausgedehnte Lichtquelle verwendet wird. Die Aus- 
dehnung der Quelle darf umso größer sein, je weiter entfernt sie 
ist. 


Beispiele 


55cm, 0m md Dylm 

2. Der nächste Fixstern ist Proxima Centauri, für den 
D = 43LJ x 4- 10!°m und b x 10!°m ist. Der 
Durchmesser der Kohärenzfläche auf der Erde beträgt 
deshalb fürA = 500nm d x 2m. <q 


10.3.3 Interferenz an einer planparallelen 


Platte 


Fällt eine ebene Welle mit der Wellenlänge A unter dem Ein- 
fallswinkel & auf eine planparallele, durchsichtige Platte mit 
dem Brechungsindex n (Abb. 10.8), so wird ein Teil der Welle 
reflektiert und ein Teil gebrochen (siehe Abschn. 8.4). Die ge- 
brochene Welle wird an der unteren Begrenzungsschicht erneut 
reflektiert, trıtt parallel zur Teilwelle 1 durch die obere Grenz- 
fläche und überlagert sich dieser Teilwelle. 


Der Gangunterschied As zwischen den beiden reflektierten Teil- 
strahlen ist nach Abb. 10.8 bei einer Dicke d der Glasplatte: 
As = n(AB-+ BO) - AD 


2nd 
= — 2dtan ßsin«. 
e 





osß 





a) 


Abbildung 10.8 Zur Berechnung des Gangunterschiedes bei der Inter- 
ferenz an einer planparallelen durchsichtigen Platte a im reflektierten 
Licht; b im transmittierten Licht 


Wegen sin« = n- sin ß lässt sich dies umformen in 


2nd 2ndsin“ ß 
cos B 


— 2dvVn?-sin a. 


Da bei der Reflexion an der oberen Grenzfläche ein Phasen- 

sprung von z auftritt (siehe Abschn. 8.4.8), ergibt sich insge- 

samt eine Phasendifferenz zwischen den beiden Teilwellen von 
Dr 


Ay = an: 





s= — 2nd cos ß 


cos ß 


(10.8) 


(10.9) 


Die beiden Teilwellen verstärken sich (konstruktive Interferenz) 
für Ap = m 2, während man für Ao = (2m + 1) minima- 
le Intensität beobachtet. Beleuchtet man die planparallele Platte 
mit divergentem monochromatischen Licht der Wellenlänge Ao, 
das Teilstrahlen mit Einfallswinkeln & im Bereich & £ Ac ent- 
hält, so erhält man für alle diejenigen Werte von « maximale 
Intensität, für die gilt: 


2dvVn?-sin®a = (m+1/2)A. 


Man beobachtet daher im reflektierten Licht ein System aus hel- 
len und dunklen konzentrischen Ringen um die Normale auf der 
Platte (Abb. 10.9). 


(10.10) 


Auch für das transmittierte Licht ist der Gangunterschied zwi- 
schen zwei Teilbündeln durch (10.8) gegeben, wıe man sich 
leicht anhand von Abb. 10.8b klar machen kann. Hier fehlt je- 
doch der Phasensprung, sodass die Phasendifferenz statt (10.9) 
jetzt Ap = (27/A) - As ist. Maximale Transmission ergibt sich 
daher für As = m-A. Die reflektierte Intensität wird dann mini- 
mal. 


Für kleines Reflexionsvermögen R « 1 (z.B. eine unbeschich- 
tete Glasplatte) kann man den Einfluss der mehrfach reflektier- 
ten Teilbündel vernachlässigen, und man hat ein Beispiel einer 





Abbildung 10.9 Aufnahme der Interferenzringe im reflektierten Licht 
einer mit divergenter Argonlaserstrahlung beleuchteten planparallelen 
Glasplatte 


10.3 Experimentelle Realisierung der Zweistrahl-Interferenz 


Zweistrahl-Interferenz. Es eignet sich gut zur Demonstration 
ım Hörsaal, wie in Abb. 10.9 illustriert wird, wo die an einer 
dünnen Glasplatte entstehenden Interferenzringe bei divergen- 
ter Beleuchtung mit einem Argonlaser gezeigt sind. Man kann 
die ganze Hörsaalwand mit diesem Ringsystem überdecken. 


10.3.4 Michelson-Interferometer 


Wir betrachten in Abb. 10.10 ein paralleles Lichtbündel (ebene 
Welle), das in z-Richtung läuft und am Strahlteiler ST in zwei 
Teilbündel aufgespalten wird. Das reflektierte Teilbündel wird 
in y-Richtung umgelenkt, am Spiegel M, reflektiert und trifft 
nach Transmission durch ST auf die x-z-Beobachtungsebene 2. 
Das zweite Teilbündel wird zuerst durch ST transmittiert, am 
Spiegel M; reflektiert, dann an ST reflektiert und überlagert sich 
der ersten Teilwelle in der Beobachtungsebene, die für ideale 
ebene Spiegel und eine genau in z-Richtung einfallende ebene 
Welle eine Phasenfläche ist. 


Wir wollen die vom Interferometer transmittierte Gesamtinten- 
sität /r in der Ebene B als Funktion der Wegdifferenz As = 
sı — 5» berechnen: 


Die einfallende ebene Welle sei 


E. = A. cos(wt — kz). (10.11a) 
Sind R und T das Reflexions- bzw. Transmissionsvermögen des 
Strahlteilers ST, so gilt für die Amplitude der ersten Teilwelle 
in der Ebene B mit A. = |A.|: 
IEil=vR-TA.-cos(wt+gpı), (10.11b) 
wobei die Phase 9, vom optischen Weg ST — Mı -— ST—B 
abhängt. Für die zweite Teilwelle erhalten wir 
IE2| = vR-TA.cos(wt + 9). (10:11e) 
Die Amplituden beider Teilwellen in der Beobachtungsebene B 
sınd also gleich, unabhängig vom Reflexionsvermögen R des 
Strahlteilers, da jede Teilwelle einmal am Strahlteiler reflektiert 


und einmal transmittiert wird. Dies gilt jedoch nicht für die in 
die Quelle zurückreflektierten Anteile! 





Abbildung 10.10 Schematische Darstellung des Michelson-Interfero- 
meters 
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Ir /lo 
4 
0,5 
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Abbildung 10.11 Transmission des Michelson-Interferometers als 
Funktion des Wegunterschiedes As/A in Einheiten der Wellenlänge A 
bei monochromatischer einfallender ebener Welle 


Die gesamte durch B transmittierte Intensität /7 ıst dann: 


Ir = cöo(Eı + B)* (10.12) 
= ceoRTA;| cos(wt +01) + cos(wt + 0)]' 
Da der Detektor B über die kurzen Lichtperioden T = 2r/w 


mittelt, ergibt sich aus (10.12) wegen cos? ot = 1/2 die zeitlich 
gemittelte transmittierte Intensität 





Ir = RTIo(1+cos Ay), (10.13) 


wobei Ih) = c&gE- die einfallende Intensität und 


Ap=9-Pp=- hs 
die Phasendifferenz zwischen den beiden Teilwellen ist, die von 
der Wegdifferenz As = sı — s» und von der Wellenlänge A = 
2rrc/w der einfallenden Welle abhängt. Für R = T = 0,5 ergibt 
sich mit Io = >Io die transmittierte zeitlich gemittelte Intensität 


Re pe 

Ir = „lol +cosAp). (10.13a) 
Abhängig von der Phasendifferenz Ag variiert die transmittier- 
te Intensität zwischen der einfallenden Intensität /o und null 
(Abb. 10.11). Für /r = 0 (d.h. Ay = (2m +1): r) wird das 
gesamte Licht in die Quelle zurückreflektiert. 


Das Michelson-Interferometer mit R= T = 0,5 wirkt also 
als wellenlängenabhängiger Spiegel. Bei einer fest eingestellten 
Wesdifferenz As werden bei spektral breitbandiger Einstrah- 
lung die Wellenlängen A„ = 2As/(2m-+ ]),m = 0,1,2,... 
vollständig reflektiert, während die Anteile mit A„ = As/m 
völlig durchgelassen werden. Für die Wellenlängen A zwischen 
diesen Extremen wird ein Teil der Strahlung durchgelassen, ein 
Teil reflektiert. 


Das Michelson-Interferometer kann als sehr genaues Wellen- 
längenmessgerät benutzt werden. Wird z.B. der Spiegel M3 
auf einen Mikrometerschlitten gesetzt, der kontinuierlich in z- 
Richtung verschoben werden kann, so lassen sich die während 
der Verschiebung in B auftretenden Intensitätsmaxima durch 





Ir /lo 
0 1 2 2 3 5 6 As/Ag 
a) 
4 
a nn 
c/(2Av) As 
b) 


Abbildung 10.12 a Transmittierte Intensität /r(as) bei einer einfallen- 
den Welle mit spektraler Bandbreite Av. b Kontrastfunktion XK(As, Av) 
für ein spektrales Gaußprofil mit Halbwertsbreite Av 


Photodetektoren messen und zählen. Treten bei einer Verschie- 
bung um Az N Interferenzmaxima auf, so ist die Wellenlänge A 
durch 

A=As/N =2Az/N (10.14) 


bestimmt. Natürlich darf die Wegdifferenz As = 2Az nicht grö- 
ßer als die Kohärenzlänge As. werden, da fürAs > As. der 
Kontrast zwischen Interferenzmaxima und -minima 


Imax u Imi 
Imax 7 Imin 
gegen null geht (Abb. 10.12). 


K= 


Beispiel 


Wenn die spektrale Bandbreite der einfallenden Strahlung 
Av < 3. 10°s-! ist, wird die Kohärenzlänge As. = 
c/Av > 10cm. Dann erhält man bei A = 500nm und 
einer Verschiebung um As = 20cm von Az = —S cmbis 
Az=+5cm(As = 2: Az!) eine Gesamtzahl N = 4: 10° 
von Interferenzmaxima. Ist die Genauigkeit der Messung 
AN = +], so erreicht man eine Messgenauigkeit von 
AA = +1,25 - 10° nm = 1,25 pm, falls man Az genau 
genug messen kann. Mit modernen Geräten kann man re- 
lative Genauigkeiten von besser als 10° realisieren, d.h. 
man kann Wellenlängen von 600 nm auf AA = 6-10°° nm 
genau messen [4, 5]! << 


Ist das einfallende Licht streng parallel, aber sind die Spiegel 
ein wenig verkippt, so erhält man in der Beobachtungsebene B 
ein System paralleler heller und dunkler Streifen. 


In der Praxis hat man bei der Verwendung üblicher Lichtquellen 
kein streng paralleles, sondern ein leicht divergentes Lichtbün- 
del (Abb. 10.13). Die Teilstrahlen solcher Lichtbündel haben 





x 


Abbildung 10.13 Entstehung eines Interferenzringsystems bei diver- 
senter einfallender Welle 


etwas unterschiedliche Neigungswinkel & gegen die z- Achse. 
Da der Wegunterschied As = Aso - fl@) = Aso/ cosa vom 
Winkel « abhängt, erhält man in der Ebene B keine gleichmä- 
Bige, von x und z unabhängige Intensität /r(As) wie bei streng 
parallelem Licht, sondern ein System aus hellen und dunklen 
Interferenzringen (sıehe Abschn. 10.3.3 und Abb. 10.9). Für die 
hellen Ringe gilt die Bedingung As = m-A\ und für die Minima 
As = 2m+1)-A/2. 


Da die Ausgangsstrahlung von wellenlängen-stabilisierten La- 
sern eine sehr große Kohärenzlänge hat, kann man mit ihnen ei- 
ne große Verschiebungsstrecke von mehreren Metern erreichen 
und damit eine sehr genaue Wellenlängenmessung durchführen. 


Beispiel 


A = 500nm, As = 5m. Man erhält dann beim Ver- 
schieben des Spiegels etwa 2- 10’ Interferenzmaxima und 
damit bereits eine relative Genauigkeit von AA/A = 5- 
10°. Durch spezielle elektronische Interpolationsverfah- 
ren lässt sich die Genauigkeit noch um einen Faktor 100 
steigern [5]. < 


10.3.5 Das Michelson-Morley-Experiment 


Ein solches Interferometer wurde 1887 von A. Michelson 
(Abb. 10.14) und E. Morley dazu benutzt, experimentell zu 
klären, ob es einen ruhenden ‚„Weltäther‘“ geben kann, d.h. 
ein Medium, das den gesamten Raum ausfüllt und in dem 


10.3 Experimentelle Realisierung der Zweistrahl-Interferenz 





Abbildung 10.14 Albert Abraham Michelson (1852-1931). Mit 
freundlicher Genehmigung des Deutschen Museums, München 


sıch die elektromagnetischen Wellen ausbreiten können, wie es 
die damals kontrovers diskutierte Ätherhypothese forderte. Das 
Experiment sollte die Bewegung der Erde relativ zu diesem 
Äther bestimmen, indem eine eventuell vorhandene Abhängig- 
keit der Lichtgeschwindigkeit c von der Richtung gegen die 
Erdgeschwindigkeit gemessen werden sollte (siehe Bd. 1, Ab- 
schn. 3.4). Wenn es einen ruhenden Äther gäbe, sollte der Wert 
von c von der Richtung gegen v abhängen, wie man aus folgen- 
der analogen Überlegung einsieht: 


Wirft man von einem fahrenden Schiff einen Stein ins Was- 
ser, so breitet sich eine Welle mit Kreisen als Phasenflächen 
aus, deren Phasengeschwindigkeit v,n relativ zum Wasser un- 
abhängig von der Richtung ıst. Relativ zum Schiff, das die 
Geschwindigkeit vs gegen das ruhende Wasser hat, ist die Pha- 
sengeschwindigkeit der Welle jedoch ın Fahrtrichtung v,, = 
Uph — ds, während gegen die Fahrtrichtung v,, = pn + ds 
gilt. Aus der Messung von v,, und v,, lässt sich sowohl die 
Phasengeschwindigkeit vpn = (dr, + Vr,)/2 als auch die Schiffs- 
geschwindigkeit vs = (d,, — dr, )/2 bestimmen. 


Durch entsprechende Versuche mit Lichtwellen hofften die Ex- 
perimentatoren, sowohl die Lichtgeschwindigkeit c als auch die 
Geschwindigkeit v der Erde relativ zum ruhenden Äther er- 
mitteln zu können. Durch viele frühere Versuche von Fizeau, 
Michelson und anderen Forschern war bereits sichergestellt wor- 
den, dass die Erde bei ihrer Bewegung den „Äther“ nicht an 
ihrer Oberfläche mitführen Kann [6]. Wenn sich die Erde mit der 
Geschwindigkeit v bewegt, hat der Äther dann die Geschwin- 
digkeit —v relativ zur Erde. 


Orientiert man das Michelson-Interferometer so, dass der eine 
Teilarm parallel, der zweite senkrecht zur Erdgeschwindigkeit v 
steht (Abb. 10.15), so sollte für die Laufzeiten des Lichtes vom 
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M; 








> M, 
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L Ct, 
M, 
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Abbildung 10.15 Zur Bestimmung einer eventuellen Zeitdifferenz 
zwischen den Lichtlaufzeiten der beiden Teilwellen im Michelson- 
Interferometer bei Existenz eines ruhenden Äthers. a Schematischer 
Versuchsaufbau. b Zeitdiagramm für den Laufweg parallel zu v, ce senk- 
recht zu v 


Strahlteiler zum Spiegel Mı und zurück in dem parallelen Arm 
der Länge Z gelten: 


L L _ &L 
c+vV &-v 


2 1/2 
c i 


weil das Licht auf dem Hinweg gegen den Äther läuft, also die 
Geschwindigkeit c — v relativ zur Erde, d.h. zur Messapparatur 
haben sollte und auf dem Rückweg mit dem Äther läuft, sodass 
man die Geschwindigkeit c + v erwarten würde. 











(10.15a) 
cC—V 


0) FR 
=y’— mi y 
C 


Für den zu v senkrechten Arm bewegt sich der Spiegel M5 wäh- 
rend der Laufzeit 7» um die Strecke Az = v - n. Der Lichtstrahl 
muss daher gegen den Vertikalarm geneigt sein, um den Spiegel 
M» zu erreichen. Die Neigung bestimmt sich aus der Vektor- 
addition der Strecken: L+v:hb = c-h (Abb. 10.15c), die 
wiederum aus der Vektoraddition der Geschwindigkeiten folgt. 
Man entnimmt der Abb. 10.15 die Beziehung: 


CH=VGH+L, 


sodass man für die Laufzeit t, = 2% (Hin- und Rückweg) 


2L 
— V + — 
C 


2, 


— (10.15b) 
C7—=D 


iı = 


erhält. Der Zeitunterschied Ar zwischen den beiden Teilwellen 
beträgt daher 


2L 
At=1-t1, = u -y). (10.16) 


Da die Geschwindigkeit der Erde auf ıhrer Bahn um die Son- 
ne v = 3 - 10*m/s beträgt (die zusätzliche Geschwindigkeit 
aufgrund der Erdrotation beträgt bei der geographischen Brei- 
tteo = 45° nur 32.» 10° m/s, also nur 1% von v), wird 
v?/c?* x 10”°, sodass wir y und y” nähern können durch 


1 
yz1+ use und y„=1+v/c. 


Damit wird aus (10.16) 


v 


At=L-—.. 


: (10.17a) 
Le 


Diese Zeitdifferenz At entspricht einer Phasendifferenz 


2 2rr Lv? 
Ap=2nvät= nr, (10.17b) 
y € 


Bei etwas schrägem Einfall des parallelen Lichtbündels gegen 
die Spiegelnormale (d.h. das Parallelbündel ist in y-Richtung 


M; 





Kompensator LI 






Beobachtungs- 
teleskop 


Abbildung 10.16 Schematischer Aufbau des Michelson-Morley- 
Experimentes. Die Endspiegel M; und M; sind justierbar, sodass sie 
die Lichtbündel in sich reflektieren 


etwas gegen die z-Achse verkippt) entstehen in der Beobach- 
tungsebene Interferenzstreifen (siehe Aufgabe 10.3), die mit ei- 
nem Fernrohr mit Fadenkreuz beobachtet wurden (Abb. 10.16). 
Einer Phasenverschiebung Ag entspricht eine Verschiebung um 
x Streifen in der Ebene B, wobei 


A ui (10.17) 
x= — =. ‚17e 
2 Ac 
Wird das Interferometer, das auf einem Drehtisch montiert war 
(Abb. 10.17), um 90° gedreht, so sollte man, wenn die Atherhy- 
pothese stimmt, eine Streifenverschiebung um 


2Lv? 


A —) = 
m A 2 


(10.18) 


beobachten. Michelson und Morley erhöhten die Emp- 
findlichkeit ihres Interferometers durch Vielfachreflexionen 
(Abb. 10.16), sodass sie eine effektive Länge von ZL = Ilm 
erreichten. Einsetzen der Zahlenwerte L = 11m, v?’/* = 
10° undA = 5 10°’ m ergibt eine Streifenverschiebung von 
Am = 0,4, was weit oberhalb der Beobachtungsgenauigkeit 
von Am * 0,1 liegt. Für die experimentelle Durchführung ver- 
wendeten sie folgende Tricks: 


m Da das Sternenlicht eine große Spektralbreite hat, tritt bei 
der Transmission durch den Strahlteiler Dispersion auf, die 
zu wellenlängenabhängigen Phasendifferenzen und damit zu 
einem Verwaschen der Interferenzstreifen führt. Dies kann 
durch einen Kompensator vermieden werden, da jetzt beide 
Teilstrahlen durch eine gleiche Glasdicke laufen. 

= Die gesamte Steinplatte liegt auf einem Holzkörper, der in ei- 
ner mit Quecksilber gefüllten Rinne schwimmt (Abb. 10.17), 
sodass sıe leicht gedreht werden kann [7]. 


Trotz wiederholter und sorgfältiger Messungen konnte keine 
Streifenverschiebung bei der Drehung des Interferometers fest- 
gestellt werden. Daraus schloss Michelson zu Recht, dass die 
Lichtgeschwindigkeit für alle Richtungen gleich und unabhän- 
gig von der Geschwindigkeit der Lichtquelle oder der des 
Detektors ist (siehe Bd. 1, Abschn. 3.4). Dies bedeutet auch, 


polierte 
Oberfläche 
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Fundament 
aus Ziegeln 





Abbildung 10.17 Experimentelle Realisierung des drehbaren Interfe- 
rometers 
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Abbildung 10.18 Sagnac-Interferometer 


dass es keinen Äther geben kann. Er ist nach der in Kap. 7 be- 
handelten Theorie elektromagnetischer Wellen auch gar nicht 
notwendig, da sich elektromagnetische Wellen im Vakuum fort- 
pflanzen können. 


10.3.6 Sagnac-Interferometer 


Ähnlich wie das Michelson-Interferometer hat auch das Sagnac- 
Interferometer ın der Physik eine wichtige Rolle zur experimen- 
tellen Prüfung von Aussagen der Relativitätstheorie gespielt. 
Sein Prinzip ist in Abb. 10.18 dargestellt. Die ankommende 
ebene Lichtwelle wird am Strahlteiler ST aufgeteilt in eine Teil- 
welle mit der Intensität /,, die im Uhrzeigersinn den die Fläche 
A umschließenden Weg ST-M3-M>3-M},-ST durchläuft und eine 
Welle mit 75 im Gegenuhrzeigersinn. Am Strahlteiler werden 
beide Wellen wıeder überlagert und erreichen den Detektor D. 
Bei ruhendem Interferometer sind die Wege für beide Teilwellen 
gleich lang und am Detektor D wird nach (10.13a) die maximale 
Intensität / = Iı + b = In gemessen. 


> 
a 
© 
= 
Q 
& 
= 





Dreht sich jetzt das gesamte Interferometer z.B. ım Uhrzei- 
gersinn, so durchläuft die im Uhrzeigersinn umlaufende Welle 
einen längeren Weg (weil ihr die Spiegel davon laufen) als die 
im Gegenuhrzeigersinn umlaufende Welle (der die Spiegel ent- 
gegen laufen). Es entsteht eine Phasendifferenz Ay zwischen 
den beiden Teilwellen im Überlagerungsgebiet und die vom De- 
tektor gemessene Intensität ändert sich. Sie istnun für =h = 
Io/2 


1 
IKAy) =I +hcosAg = „lol +cosAp), 


wobei die Phasendifferenz 


8A 
ee 
c-A 


Age 
von der umlaufenden Fläche A, der Kreisfrequenz $2 der Dre- 


hung, dem Winkel © zwischen Drehachse und Flächennormale 
und der Wellenlänge X des Lichtes abhängt. 


296 


AN 
je?) 
= 
+ 
Da 
_ 
>) 





10 Interferenz, Beugung und Streuung 


Die Streifenverschiebung A = Ao/2rr im Interferenzstreifen- 
system wird gemessen. 


Mit einem solchen Sagnac-Interferometer mit einer Fläche A = 
207836 m“ haben Michelson und Gale 1925 die Erdrotation 
gemessen. Sie erhielten eine Streifenverschiebung von A = 
0,230 > Ay = A :2srad = 1,45 rad, verglichen mit einem 
aus der Formel berechneten theoretischen Wert Au = 1,48 rad, 
gewonnen aus der aus astronomischen Zeitmessungen bekann- 
ten Rotationsperiode der Erde. 


Heute lassen sich mithilfe von Lasern Sagnac-Interferometer 
realisieren, mit denen man auch bei kleinen Flächen A große 
Empfindlichkeiten erreichen kann, sodass man solche ‚„Laser- 
Kreisel“ zur Navigation in Flugzeugen verwendet, da die Pha- 
senverschiebung Ap vom Winkel © gegen die Drehachse der 
Erde abhängt. 


Ein solcher Laserkreisel besteht aus drei Sagnac- 
Interferometern, deren Ebenen jeweils senkrecht zueinander 
stehen. Die Phasendifferenzen Ag; der drei Interferometer hän- 
gen ab vom Ort (d, d) auf der Erdoberfläche. 


10.3.7 Mach-Zehnder Interferometer 


Bei einem Mach-Zehnder Interferometer wird die einlaufende 
ebene Welle durch den Strahlteiler ST) aufgespalten in zwei 
Teilwellen (Abb. 10.19), von denen die eine durch ein Medium 
mit Brechzahl n und Länge / läuft. Werden beide Teilwellen am 
Strahlteiler S7T> wieder überlagert, so hängt ihre Phasendifferenz 
ab von der Wegdifferenz As, die wiederum vom optischen Weg 
n-L beeinflusst wird. Mit einem solchen Interferometer lässt sich 
z.B. der Brechungsindex von Gasen sehr genau messen. Dazu 
ändert man kontinuierlich den Druck p in der Gaszelle und zählt 
dabei die vom Detektor registrierten Maxima der Interferenz. 
Bei einer Änderung An - L des optischen Weges n - L ändert sich 
die Phase zwischen den beiden Teilwellen um 





Abbildung 10.19 Mach-Zehnder Interferometer 


Der Brechungsindex n(p) ändert sich zwischen zwei Maxima 
(Ay = 2) um den Wert 


An = n(pı) -n(p) = A/L 
wenn A die Wellenlänge des verwendeten Lichtes ist. 


Man kann die Intensität der überlagerten Teilwellen an 2 Aus- 
sängen mit den Detektoren Dı bzw. D, messen. Die Phasen- 
differenzen Ay unterscheiden sich um x (wegen des Phasen- 
sprungs der am optisch dichteren Medium reflektierten Teilwel- 
le). 


10.4  Vielstrahl-Interferenz 


Oft spielt bei Interferenzerscheinungen die Überlagerung vieler 
Teilwellen eine Rolle. Versieht man z.B. die beiden Seiten der 
in Abschn. 10.3.3 behandelten planparallelen Platten mit hoch- 
reflektierenden Schichten, so kann der eintretende Strahl oft 
zwischen beiden Flächen hin- und herreflektiert werden, und al- 
le bei der Reflexion transmittierten Anteile können miteinander 
interferieren. 


Wir wollen diesen Fall jetzt analog zu Abschn. 10.3.3 quantitativ 
behandeln, wobei wir hier jedoch auch die Anderung der Am- 
plituden der Teilwellen berücksichtigen müssen. 


Fällt eine ebene Welle 
DeA. eiot—k-r) 


unter dem Winkel «& auf die planparallele Platte (Abb. 10.20), 
so wird an jeder der beiden Grenzflächen eine Welle mit der 
Amplitude A; in zwei Teilwellen aufgespalten, wobei der re- 
flektierte Anteil die Amplitude A; - VR und der transmittierte 
Anteil die Amplitude A; - v1 — R hat, solange man Absorption 
vernachlässigen kann. Man entnimmt Abb. 10.20 die folgenden 
Beziehungen für die Beträge der Amplituden A; der an der obe- 
ren Grenzfläche reflektierten Wellen sowie der Amplituden 2; 
der gebrochenen, C; der an der unteren Grenzfläche reflektier- 
ten und D; der durchgelassenen Teilwellen: 


Aı| = VR|Ao| , |Bıl = Vi-R|Ao| , 
ICıl = vR(l—R)JAol| , 
A| = VI-R|Cı| = (1-R)VR|A0| , 
IB2| = VR|Cı| = R- VI —R|Ao| , 


A| = v1-R|C;| = R”?(1 - R)|Ao| usw. 


Dil = (1 R)lAol; 


(10.19) 


Allgemein gilt für die Amplituden A; der reflektierten Teilwellen 
fürı > 2: 


Arıl=R-|A;l (10.203) 
und für die durchgelassenen Anteile für i > 1: 
Dis =R-|Di. (10.206) 


| u 
Ao | 
a 
d | 
BL 
D, D; D, D, 


Abbildung 10.20 Vielstrahlinterferenz an zwei planparallelen Grenz- 
flächen mit dem Reflexionsvermögen R und dem Abstand d 


Wie in Abschn. 10.3.3 gezeigt wurde, besteht zwischen benach- 
barten Teilwellen sowohl im reflektierten als auch im transmit- 
tierten Anteil der optische Wegunterschied 


As = 2dvVn? —- sin’ «, 


was zu einer Phasendifferenz 
Ap = 2nAs/A + 69 


führt, wobei öp etwaige Phasensprünge bei der Reflexion be- 
rücksichtigen soll. 


Aus Abschn. 8.4.8 wissen wir, dass der Phasensprung öy davon 
abhängt, ob der elektrische Vektor E parallel oder senkrecht zur 
Einfallsebene steht. Für E, gilt: 


m Bei Reflexion am optisch dichteren Medium ist öp = r. 
m Bei Reflexion am optisch dünneren Medium ist öp =. 


Für E, gilt: 


m Bei Reflexion am optisch dichteren Medium ist öp = 0 für 
Einfallswinkel & < @g, aber do = rn für > a 
(tan GR = 2}: 

m Bei Reflexion am optisch dünneren Medium ist do = nr für 
& < Q@p, aber do = O fürap < «@ < a., wobei a. der 
Grenzwinkel der Totalreflexion ist 

2 


(sinac — a) 


Bei senkrechtem Einfall entfällt die Unterscheidung zwischen 
E, und E,, und es tritt immer ein Phasensprung öo = bei der 
Reflexion am optisch dichteren und öp = 0 am optisch dünne- 
ren Medium auf. 


Wiıe man sich anhand von Abb. 10.20 überlegen kann, beträgt 
die Phasendifferenz Ag zwischen den Wellen A; und A; ı für 
i > 2 ın allen genannten Fällen 


Apd= 27AS/A.: 


10.4 Vielstrahl-Interferenz 


Eventuelle Phasensprünge bei der Reflexion wirken sich nur bei 
Ao —> Aı und bei Aı — A» auf die Phasendifferenz aus. Für A|, 
gilt: 

Aıs = VR- Ag: e" = —YRAg , 


und für A,, gilt Ge nachdem, ob « < ag oder « > ag ist): 


(10.21a) 


Aıp =+YR-Ao. (10.21b) 


Die Gesamtamplitude A der reflektierten Welle erhält man durch 
phasenrichtige Summation aller p Teilwellen (wir betrachten 
hier nur Beträge): 


pP 
A Y_ Am eilm=1)Ap 


m=]1 


— + AoVR 
-1-(1- Re? - RI - Re? <...] 


(10.22) 


p-2 
— +AoVR: [ -(1-Ret.) an! 
m=0 
Ist die Platte sehr groß oder ist der Einfallswinkel « = 0, so 


gibt es sehr viele Reflexionen. Für p > oo hat die geometrische 
Reihe (10.22) den Grenzwert: 


I 1AY 
Ad An 


Die Intensität der reflektierten Welle ergibt sich daher zu 


2 —-2cosAo 


IR = c&gAA* = Iy-R- — nn — , 
en . 1 + R?—-2Rcos Ay 


Dies lässt sich wegen 1 — cosx = 2sin’(x/2) umformen in: 


AR - sin’ (Ay/2) 


FG OBERE. 1: ui. 2 BEN 
© 9 (1 R)2 + AR: sin?(Ag/2) 


(10.24) 


Analog findet man für die Intensität des durchgelassenen Lich- 


tes 
(1-R) 


(IR)? +AR- sin?(AQ/2) 


Man sieht aus (10.24) und (10.25), dass /R + Ir = Io gilt, da wir 
jegliche Absorption vernachlässigt haben. Mit der Abkürzung 


Ir =h (10.25) 


AR 
Be. _ 
d=R)> 


erhalten wir aus (10.24, 10.25) die Airy-Formeln für die reflek- 
tierte und transmittierte Intensität: 


F» sin’ (Ao/2 
a neo (10.242) 
1+Fsin‘(Ao/2) 


l 


— u ZI ZZ 10.25a 
"1 + Fsin?(Ag/2) 
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Reflexions- Reflexions- 

schichten schichten 
Quarz ' -d- 1 
Antireflexions- 

a) b) schichten 


Abbildung 10.21 Fabry-PE£rot-Interferometer. a Beidseitig verspiegel- 
tes Etalon, b zwei einseitig verspiegelte Platten, deren Rückseiten 
entspiegelt sind 


Man kann nun Ag verändern 


a) durch Veränderung der Wellenlänge X bei festem Wegunter- 
schied As = (A/2r)Ag. 
b) Durch Variation von As bei festem A. 


Im Fall a) hat man eine feststehende Interferenzplatte und man 
strahlt Licht mit kontinuierlich veränderlicher Wellenlänge ein, 
oder ein Spektralkontinuum, das alle Wellenlängen im Bereich 
\ı bis A» enthält. Im Fall b) kann man den Einfallswinkel « in 
Abb. 10.20 verändern oder den Abstand d zwischen den reflek- 
tierenden Ebenen (Abb. 10.21b). Die transmittierte Intensität 
wird maximal (/T = Io) für Ap = 2m - r, d.h. für 


2d 
= As/m= —vVn?-sin a. 
m 


Zur Illustration zeigt Abb. 10.22 die Transmission 7 = Ip/Iy ei- 
ner planparallelen Platte als Funktion der Phasendifferenz Ay 
für verschiedene Werte des Reflexionsvermögens R jeder der 
beiden Grenzschichten. 


Man sieht, dass für Ap = m -2n die Transmission T = |] 
wird, d.h. alles einfallende Licht wird durchgelassen. Für Av = 
(2m + 1)r wird die Transmission minimal. 


Die volle Halbwertsbreite e der Transmissionskurven /T(AY) 
in Abb. 10.22, d.h. die Phasendifferenz & = (Ayı — A) 
mit /r(Agy,)) = (1/2)In erhält man aus (10.25a) als e = 
4arcsin „/1l/F. Für genügend große Werte von F (schmale 
Transmissionsmaxima von /T(Ao)) wird dies 


4 _2(-R) 
Sm 


Sie ist umso schmaler, je größer das Reflexionsvermögen R ist. 


E (10.268) 


Eine planparallele Platte wirkt wie ein Spektralfilter. Bei senk- 
rechtem Lichteinfall werden nur bestimmte Wellenlängenberei- 
che mit maximaler Transmission bei A„ = 2nd/m durchgelas- 
sen. Die relative spektrale Halbwertsbreite der transmittierten 


v, v4 +c/(2nd) 
SEHEN RER, 
1 


0,5- Kr 
R=0,94 R= 0,83 


2mn 





R= 0,9477 
2(m+1) -n 


V 
-F* = 1 
er =52 
Perf 
F*=50 
) AY 


Abbildung 10.22 Transmission 7 = /Ir/In einer planparallelen Plat- 
te bei senkrechtem Lichteinfall als Funktion der Phasendifferenz Ay 
für verschiedene Werte des Reflexionsvermögens R. Zur Definition der 
Finesse F* siehe (10.30) 


Intensität /(A) ist wegen 











Av _ 2nAs 2rASs 
PFRETCTAHAN 
AA AA 
Oh ud 
ae) 
AA. 8... I=R (10.26b) 
A  2an-m z-m-YR 


Sıe hängt also ab vom Reflexionsvermögen R der Grenzflä- 
chen und von der Interferenzordnung m. Wegen A = c/v > 
di/dve=e/v’ 


dA d 
en (10.26e) 
A v 
Beispiele 
#2 05 2. 99, 022, 
ZN Im 
DER 09 2 VI Br 
— EN < 


10.4.1 Fabry-Pörot-Interferometer 


Die Vielstrahlinterferenz an planparallelen Schichten wurde 
bereits 1897 von den französischen Forschern Charles Fa- 
bry und Alfred Perot zur Konstruktion von Interferometern 
ausgenutzt, die eine große Bedeutung in der modernen Op- 
tik und in der Spektroskopie haben [8]. Diese Fabry-Perot- 
Interferometer (FPI) können entweder durch eine sehr genau 


planparallel geschliffene Platte aus optischem Glas oder ge- 
schmolzenem Quarz realisiert werden, auf deren beide Seiten 
reflektierende Beläge aufgebracht werden (Abb. 10.21a) oder 
durch zwei einseitig verspiegelte Platten, deren reflektierende 
Flächen dann sehr genau parallel zueinander justiert werden 
müssen (Abb. 10.21b). Um störende Reflexionen an den Rück- 
seiten der beiden Platten zu vermeiden, werden diese durch eine 
Antireflexschicht entspiegelt (siehe Abschn. 10.4.3) oder so ge- 
schliffen, dass sie gegen die Vorderfläche geneigt sind. 


Das FPI hat eine große Bedeutung in der hochauflösenden Spek- 
troskopie. Dies soll an zwei Beispielen illustriert werden: 


Wird das Licht einer (nahezu punktförmigen) Lichtquelle in der 
Brennebene der Linse ZL, als paralleles Strahlenbündel durch ein 
FPI geschickt (Abb. 10.23a), so hängt die transmittierte Intensi- 
tät (10.25) von der Phasendifferenz Ay ab, die mit (10.8) bei 
senkrechtem Einfall (x = 0) durch 


2 - 
Ay = —As = —n.d 


gegeben ist. Bei festem Abstand d der beiden reflektierenden 
Ebenen ist die optische Wegdifferenz 2n - d, und es werden sol- 
che Wellenlängen A, maximal durchgelassen, für die 


Dnd 


AN. > Ana (10.27) 
m 


gilt. In Abb. 10.236 ist /f(A) für ein bestimmtes Reflexionsver- 
mögen R dargestellt. Man sieht, dass die Transmissionskurve 
Ir(A) periodisch ist mit der Periode 








Ind nd 
‚7 DES BIBI, REED HE: 
m m+ |] 
Dnd Am 
Ze (10.282) 
m(m+1) m-+] 


welche freier Spektralbereich des FPI heißt. 
Für die Frequenz v = c/A wird der freie Spektralbereich 


C 


= — , 10.28b 
Ind 


ÖV = Ymti — Ym 


Die Halbwertsbreite Av = vı — v„ der Transmissionskurve um 
das Maximum /r(v„) ist durch 


Iron) = Into) = ZIm(un) 


bestimmt. Setzt man dies in (10.25) ein, so erhält man 


2 ö L=R 
Au=-2— = ——, 


IR" Ind IR (10.29) 


10.4 Vielstrahl-Interferenz 





Detektor 





m Vm+1 x 
Pu: EEE: REERRREEE 
b) A Am Am 


Abbildung 10.23 Transmission eines parallelen Lichtbündels durch 
ein FPI; a Experimentelle Anordnung, b transmittierte Intensität 


Das Verhältnis von freiem Spektralbereich öv zu Halbwertsbrei- 


te Av UR 
ÖV T-WR 
F=-— = 10.30 
Av I—-R 
heißt die (durch das Reflexionsvermögen R der reflektierenden 
Schichten bestimmte) Finesse F* des FPI. Sie ist ein Maß für 
die effektive Zahl p = F* der miteinander interferierenden Teil- 
bündel. Dies sieht man folgendermaßen ein: 





Die Breite der Transmissonsmaxima in Abb. 10.23b ist durch 
die Zahl p der miteinander interferierenden Teilbündel gegeben. 
Wenn As der Wegunterschied zwischen benachbarten interfe- 
rıerenden Teilbündeln ist, dann ist der freie Spektralbereich 


C 
ee; 
b As 


Zwischen dem ersten und dem p-ten Teilbündel beträgt der 
Wegunterschied dann p - As, und die Frequenzbreite des Trans- 
missionsmaximums ist durch 


An 





p-As 
bestimmt. Die Finesse ist dann 


„ öv 
F =, —a — 
Av 


Die Halbwertsbreite Av = öv/F* der Transmis- 
sionsbereiche eines Interferometers ist der Quotient aus 
freiem Spektralbereich öv und Finesse F*. 
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2dcos a 


p 


=m-\X 


Abbildung 10.24 Entstehung eines Ringsystems hinter einem Fabry-PErot-Interferometer bei Beleuchtung mit einer ausgedehnten monochroma- 


tischen Lichtquelle 


Beispiel 


BR 00 ZZ arehmer 209 Smtenlenferen 
etwa 155 Teilwellen miteinander. Bei einer optischen Di- 
ale ne) = em = w—= en) = 3 WS — in = 
Or SD Dr < 


Anmerkung. Bei den obigen Überlegungen wurden die reflek- 
tierenden Flächen als ideale Ebenen angenommen, die genau 
planparallel justiert sind. In der Praxis haben die wirklichen 
Flächen kleine Welligkeiten und Mikro-Rauhiskeiten. Ist die 
maximale Verzerrung einer Phasenfront einer ebenen Welle 
nach der Reflexion an der Spiegelfläche 27/g gegenüber der 
idealen Ebene, so wird die Ebenheit der Spiegelfläche als A/q 
angegeben. Nach p Umläufen der Welle zwischen den Spiegel- 
flächen ist die Phasenabweichung Ay auf 


Ay = (p/g)-2n 


angewachsen. Für p = g/2 entsteht dann für diese Teilbündel 
destruktive statt konstruktiver Interferenz. Auch eine Abwei- 
chung von der Planparallelität beider reflektierenden Flächen 
führt zu einer Variation der Phasendifferenz über den Bündel- 
querschnitt und damit zu einer Reduktion der Maximalumläufe, 
bei der konstruktive Interferenz für alle Teilbündel auftritt. Dies 
bewirkt ebenfalls eine Verminderung der Finesse. Ferner führen 
Beugunsgseffekte zu Abweichungen der Phasenfront von einer 
Ebene und daher zur Verminderung der Finesse. 


Die Gesamtfinesse F : des FPI wird durch diese Spiegelfeh- 
ler, welche bei qg Reflexionen zu Phasenfehlern von 2 führen 
können, kleiner als die Reflexions-Finesse. Es gilt für die Ge- 
samtfinesse F7: 


(10.31) 





wobei die einzelnen Anteile F* die zusätzliche Verbreiterung 
der Transmissionsmaxima durch Einflüsse wie Oberflächenun- 
genauigkeiten, Dejustierung und Beugungseffekte beschreiben. 
Es hat also keinen Sinn, die Reflexion der Spiegel zu groß zu 
wählen, da dann zwar die Zahl p der interferierenden Teilbündel 


groß wird, deren Phasendifferenz aber über den Bündelquer- 
schnitt nicht mehr konstant ist. Die optimale Wahl von R ergibt 


P=4. << 


Im Allgemeinen hat man keine punktförmigen, sondern aus- 
gedehnte Lichtquellen. Wir betrachten in Abb. 10.24 ein 
„Luftspalt-FPI“ (mit Brechzahl n = 1 zwischen den reflektie- 
renden Ebenen), das von einer ausgedehnten Lichtquelle LO 
ın der Brennebene der Linse L; (dies ist die Ebene z = 
zo = F senkrecht zur Symmetrieachse z, in der der dingseiti- 
ge Brennpunkt liegt) beleuchtet wird. Das Licht, das von einem 
beliebigen Punkt O der Quelle ausgesandt wird, durchläuft das 
FPI als paralleles Lichtbündel unter dem Winkel « gegen die 
Flächennormale. Nur für solche Winkel o,(p = 1,2,...), wel- 
che wegen n = 1 die Bedingung 


As = 2dı/n? — sin? a, = 2dcosa, 


= mA (10.32) 
erfüllen (m sei ganzzahlig), wird die Transmission des FPI 
maximal. Man erhält daher bei einer monochromatischen Flä- 
chenlichtquelle ım transmittierten Licht ein System von kon- 
zentrischen hellen Ringen (Abb. 10.25), deren Schärfe von der 
Finesse F, des FPI abhängt. 


Bildet man das parallele Licht mit einer zweiten Linse Z> mit 
Brennweite f (siehe Abschn. 9.3) auf die Beobachtungsebene B 
ab, so werden die Durchmesser der Ringe 

D, = 2f2 -tanoı, = 2f2 0, . (10.33) 
Der kleinste Ringdurchmesser, für den die Bedingung (10.32) 
mitm = mg erfüllt ist, sei D = Do. Setzen wir für kleine Winkel 
a&@ < lin (10.32) die Näherung cosa@ x 1-@a*/2ein, so erhalten 
wir: 


2d(l - 0, /2) = m A=(my—p)A 


da? 
> 24 = (m + GE) = (m + oA. 


(10.34) 
Die Größe e = da$/X < 1 heißt der Exzess. Für &o = 0 ist 
e = 0. Dann passt bei senkrechtem Einfall gerade eine ganze 


Zahl von halben Wellenlängen zwischen die Interferometerplat- 
ten,d.h.mg -A/2 =n:d. 


dh 1 ]2 8]4 
At.‘ 
Di = (p+e) 


Abbildung 10.25 Ringsystem im transmittierten Licht eines ebenen 
FPI, das von einer ausgedehnten monochromatischen Lichtquelle be- 
leuchtet wird 


Für &o # 0 gibt der Exzess e den Überschuss & = d/(A/2) mo 
des Plattenabstandes d/(A/2) in Einheiten der halben Wellen- 
länge über die ganze Zahl my an. 


Es ergibt sıch dann für die Quadrate D; der Ringdurchmesser 
(10.33) mithilfe von (10.34): 


af2 ı 
8 

Trägt man die Größen D? gegen die Ringnummer p auf 
(Abb. 10.26), so lässt sich die Wellenlänge A bestimmen, vor- 
ausgesetzt, man kennt den Abstand d. Aus der Steigung der 
Geraden erhält man den Ausdruck 4f?A/d und aus dem Ach- 


senabstand D: dann den Exzess e. 


10.4.2 Dielektrische Spiegel 


Mit Metallspiegeln (Aluminium, Silber, Gold) erreicht man im 
sichtbaren Spektralbereich nur Reflexionswerte von höchstens 
R = 0,95, ım Allgemeinen weniger (typisch ist R = 0,90). Dies 
liegt daran, dass das Absorptionsvermögen von Metallspiegeln 
hoch ist und das Reflexionsvermögen daher überwiegend durch 
den Imaginärteil des Brechungsindex bestimmt wird (siehe Ab- 
schn. 8.4.9). 





ats A 
0d 


ab‘ 





Abbildung 10.26 Bestimmung von X aus der Steigung und dem Ach- 
senabschnitt der Geraden D; (p) 


10.4 Vielstrahl-Interferenz 


N, 
N3 
N, 
N3 
N, 
N3 


Nz Substrat 


Abbildung 10.27 Dielektrischer Spiegel mit Glassubstrat und vielen 
dünnen absorptionsarmen Schichten mit unterschiedlichen Brechzah- 
len nı und n». Die Dicke der Schichten ist übertrieben gezeichnet. Sie 
beträgt weniger als I um 


Das Reflexionsvermögen von Metallspiegeln ist für viele An- 
wendungen (z.B. Laserspiegel) nicht ausreichend. Um höhere 
Werte für R zu erreichen, kann man die Interferenz bei der 
Reflexion an vielen dünnen Schichten mit unterschiedlichen 
Brechzahlen n, aber kleiner Absorption, ausnutzen (Abb. 10.27). 
Für eine maximale Reflexion müssen sich die an den einzelnen 
Grenzflächen reflektierten Teilwellen alle phasenrichtig überla- 
gern. Wir wollen uns dies am senkrechten Einfall von Licht der 
Wellenlänge X auf einen dielektrischen Spiegel mit zwei Schich- 
ten klar machen (Abb. 10.28). Für diesen Fall («x = 0) gilt: Der 
elektrische Vektor erfährt bei der Reflexion am optisch dichteren 
Medium einen Phasensprung um 7, während er bei der Reflexi- 
on am dünneren Medium keinen Phasensprung erfährt. Gilt für 
die Brechzahlen nıur < nı > m > nz, so erleidet das Licht 
nur bei der Reflexion an der oberen Grenzschicht einen Phasen- 
sprung von sr. Konstruktive Interferenz erhält man, wenn die 
Dicken der Schichten A /4 bzw. A /2 sind. 


d>\ 


Substrat 





T 


Rest-Transmission 


Abbildung 10.28 Überlagerung der reflektierten Amplituden bei ei- 
nem dielektrischen Zweischichtenspiegel mitnı > na > nz 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


Die Reflexionsvermögen der drei reflektierenden Grenzflächen 
sind: 
Ai = 1 2 Hi = 15 2 
(ur) Rn) 
nı +1 N. 


y 
nn 
R=( 2 ) 
na + N3 


Die gesamte reflektierte Amplitude ıst dann: 





(10.36) 


Ar =Aı +Aa + Az 
= AoyRı + (An - Aı) VRa2 


+(Ao—-Aı -Ao)yR3. 


Die reflektierte Intensität ıst dann nach Einsetzen von 


Aa = Au(YR2 — YRıR:) 
As = Au(YRa — YRıRz — YRoR3 + YRıRoR3) 


2 
3 


IR = E0°cC YA 


p=1 


= 89: cAg| VRı(l = VRy— VR%) 
+ YR2- YR- VRıRy] 


und das Reflexionsvermögen R = Ir/(&0: cA)). 


Man kann heute bei Verwendung von 15-20 Schichten Spiegel 
mit einem Reflexionsvermögen von bis zu 99,995 % herstellen, 
das natürlich nur für einen bestimmten Spektralbereich um ei- 
ne wählbare Wellenlänge Ao optimal ist [9]. In Abb. 10.29 ist 
als Beispiel eine Reflexionskurve für einen Spiegel aus zwölf 
dielektrischen Schichten gezeigt. Als Material mit geringem 
Brechungsindex wird z.B. MgP> (n = 1,38) oder SıO> (n = 
1,46), mit hohem Brechungsindex TiO; (n = 2,4) verwendet. 
Die Berechnung solcher Kurven und die Auswahl der einzelnen 
Schichtdicken erfordern umfangreiche Computerprogramme. 





500 600 


A/nm 


700 


Abbildung 10.29 Reflexionsvermögen R(A) eines dielektrischen 
Mehrschichtenspiegels 


Rılo (1 -Ry)Ralo 


N; Luft 


"> EB 3. 





nz d>>‘ Glas 
N >n, >n; 
N4 > Na < N5 > Nn4 
a) 
Abbildung 10.30 Antireflexionsbeschichtung. a Einfachschicht, 


b Zweifachschicht 


10.4.3 Antireflexschicht 


Um die oft störenden Reflexionen an Glasoberflächen zu ver- 
meiden (z.B. an Brillengläsern oder an den Linsen eines 
Fotoobjektivs), kann man die Flächen mit einer dünnen di- 
elektrischen Schicht versehen, die eine destruktive Interferenz 
bewirkt (Abb. 10.30a). Der Phasenunterschied zwischen den an 
den beiden Grenzflächen reflektierten Teilwellen muss dann 
(2m + 1): betragen. Wir betrachten im Folgenden nur senk- 
rechten Einfall. 


Ein Teil der Welle wird zunächst an der ersten Grenzschicht 
reflektiert. Er erfährt dabei einen Phasensprung von 7 (siehe 
Abschn. 8.4.8). Der transmittierte Rest wird teilweise an der 
zweiten Grenzschicht reflektiert usw. 


Im Prinzip lässt sich die gesamte Reflexion wie zu Anfang die- 
ses Abschnitts berechnen, mit dem Unterschied, dass jetzt die 
Brechungsindizes der angrenzenden Medien nicht mehr gleich 
sind. Die Amplituden |A;| der reflektierten Teilwellen lauten: 


Aıl =VRılAol : 
A2| =(1— Rı) YR2]A0| : 
A| =(1 — Rı)Ra VRı|Ao| : 
As] =(1 — Rı)Ry Rı]Aol ; 
As| =(1 Rı)RER“* |Ao| usw. 
Berechnet man nun, unter welchen Bedingungen sich diese Wel- 


len vollständig auslöschen, erhält man für den Brechungsindex 
der Antireflexschicht 


na = Auf ' N3 
x 1,225 für 


(10.37) 
nz = 15 
und für die Dicke der Schicht 


2 1A 
en 
A na 





mt mM=0,1 2: 


(Aufg. 10.12). 





400 500 600 700 


A/nm 


Abbildung 10.31 Restreflexion bei einer einfachen Antireflexschicht 
(Kurve I) im Vergleich mit unbeschichtetem Glas mit nn = 1,5. Die 
Kurve 2 wird durch einen Zweischichten-Breitband-Antireflexbelag er- 
reicht, Kurve 3 durch einen Dreischichtenbelag 


Bei der in Abb. 10.30a gezeigten Einfachschicht erhält man nur 
für eine ausgesuchte Wellenlänge A, vollkommen destruktive 
Interferenz, d.h. /r(Ao) = 0 (Abb. 10.31). Bei Verwendung 
mehrerer Schichten lässt sich die Restreflexion für einen brei- 
teren Spektralbereich minimieren. So erreicht man bereits mit 
zwei Schichten (Abb. 10.30b) eine Restreflexion, die im gesam- 
ten sichtbaren Bereich unter 1 % liegt [10, 11], verglichen mit 
4% bei einer unbeschichteten Glasplatte (Abb. 10.31). 


10.4.4 Anwendungen der Interferometrie 


Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Interferometrie sind Län- 
genmessungen. Da hier Phasenverschiebungen zwischen den 
Amplituden der interferierenden Teilwellen gemessen werden, 
können kleine Längen mit einer Genauigkeitsgrenze bestimmt 
werden, die wesentlich kleiner als die Wellenlänge des ver- 
wendeten Lichtes ist. Als Beispiel sei die Längenmessung 
mit dem in Abb. 10.10 gezeigten Michelson-Interferometer er- 
wähnt. Wenn der Spiegel M» um die Strecke As = (m + e)\ 
mite < ] bewegt wird, erhält man bei feststehendem Spiegel 
M; ın der Beobachtungsebene B während der Bewegung des 
Spiegels M> 2(m + &) Interferenzmaxima. Da man durch Inter- 
polation bei genügend gutem Signal-zu-Rausch-Verhältnis den 
Bruchteil e auf 0,01 genau bestimmen kann, lassen sich Weg- 
längen auf A/100 genau messen. Dies wird z.B. benutzt zur 
hochpräzisen Steuerung von Werkzeugmaschinen, wo man mit 
drei Interferometer-Armen in x-, y- und z-Richtung die Bewe- 
gung des Werkzeugkopfes (z.B. Fräsers) oder des Werkstücks 
in alle drei Raumrichtungen mit einer Genauigkeit von besser 
als SO nm erreichen kann (Abb. 10.32). 


Diese Präzision ist z. B. notwendig bei der Herstellung von Wa- 
fern für die Chip-Produktion. Hier muss der Wafer nach den 
einzelnen Prozessschritten wieder genau an dieselbe Stelle posi- 
tioniert werden, was nur mit interferometrischen Methoden mit 
der erforderlichen Genauigkeit (< SO nm) möglich ist. 


Ein weiteres Beispiel ist die Bestimmung von Abweichungen 
einer realen Fläche von der idealen Sollfläche. Das Messprinzip 


10.4 Vielstrahl-Interferenz 







Interferometer ripelreflektoren 
Interferometer 


Empfänger 


Interferometer 


Empfänger x-Bewegung 


x y 


Abbildung 10.32 Prinzip der in drei Raumrichtungen interferome- 
trisch gesteuerten Werkzeugmaschine. Das Werkstück wird in der 
x-y-Ebene bewegt, der bearbeitende Fräser wird in der z-Richtung in- 
terferometrisch gesteuert 


istin Abb. 10.33 erläutert. Die Fläche wird mit einem aufgewei- 
teten Laserstrahl beleuchtet. Das von der gegen den Strahl um 
den Winkel « leicht geneigten Fläche reflektierte Licht wird mit 
einer ebenen Referenzwelle überlagert, die durch Reflexion am 
oberen ebenen Spiegel erzeugt wird. Eine ideal ebene Fläche 
würde in der Überlagerungsebene gerade Interferenzstreifen er- 


geben, deren Abstand A = Her) ist. Jede Abweichung von 


ebener Spiegel 








einfallende 


ebene Welle 


Testfläche 


CCD-Fläche 


Abbildung 10.33 Bestimmung kleiner Abweichungen einer fast ebe- 
nen Fläche von der idealen ebenen Sollfläche mit einem Michelson- 
Interferometer. In der CCD-Fläche entsteht ein Streifenmuster, das 
durch die Abweichungen der Testfläche von der Sollebene verformt ist 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 






Beobachtungs- 
ebene 


Abbildung 10.34 Messung der räumlichen Variation des Brechungsindex n(x, y) der Gase über einer Kerzenflamme mit einem Mach-Zehnder- 


Interferometer. a Optischer Aufbau, b Interferogramm 


der Sollfläche führt zu einer Verformung einzelner Interferenz- 
streifen. Aus dem Grad der Verformung lässt sich die absolute 
Abweichung der realen Fläche von der Sollfläche ermitteln und 
aus der Nummer des verformten Streifens lässt sich die Abwei- 
chung lokalisieren. Dieses Verfahren wird z.B. angewandt bei 
der Herstellung ebener oder gekrümmter Spiegelflächen, bei de- 
nen für hochreflektierende Spiegel eine Abweichung von der 
Sollfläche von weniger als A/100 gefordert wird (siehe auch 
Abb. 8.46 und 8.47). 


Auch die ortsabhängige optische Dicke n - d(x, y) einer durch- 
sichtigen Schicht lässt sich interferometrisch mit großer Genau- 
igkeit bestimmen, wenn eines der beiden interferierenden Teil- 
bündel die Platte als Parallelbündel ın z-Richtung durchläuft und 
danach mit dem Referenzbündel interferiert. In Abb. 10.34 ist 
als Beispiel ein Mach-Zehnder-Interferometer gezeigt (Ernst 
Mach benutzte es zur Untersuchung von Stömungen), mit dem 
die ortsabhängige Variation n(x, y) des Brechungsindexes über 
einer Kerzenflamme gemessen wurde. Da der Brechungsin- 
dex von der Temperatur des Gasgemisches über der Flamme 
abhängt, erlauben solche Messungen die Bestimmung des räum- 
lichen Temperaturprofiles. Für mehr Beispiele siehe [12]. 


10.5 Beugung 


Als Beugung bezeichnet man in der Optik das Phänomen, dass 
ein Lichtbündel beim Durchgang durch begrenzende Öffnun- 
gen oder beim Vorbeigang an Kanten nicht transmittierender 
Medien, die einen Teil des Lichtbündels absorbieren oder reflek- 
tieren, teilweise aus seiner ursprünglichen Richtung abgelenkt 
wird. Man beobachtet dann Licht auch in solchen Richtungen, 
in die es nach der geometrischen Optik nicht kommen dürfte. 


10.5.1 Beugung als Interferenzphänomen 


Wir betrachten in Abb. 10.35 N regelmäßig angeordnete Oszil- 
latoren mit dem Abstand d auf der x-Achse, die durch eine in 


z-Richtung laufende Welle zu erzwungenen Schwingungen an- 
geregt werden und deshalb wieder Wellen abstrahlen. In der 
Ebene z = x sind alle Oszillatoren in Phase. 


Wenn wir die Gesamtamplitude der von allen Oszillatoren in die 
Richtung 9 gestreuten Welle berechnen wollen, müssen wir be- 
rücksichtigen, dass die einzelnen Teilwellen verschieden lange 
Wege durchlaufen. Der Wegunterschied zwischen benachbarten 
Teilwellen ist As = d- sin 0. Er verursacht einen Phasenunter- 
schied 

DR an 


Apy= —-As= Zen 


n (10.38) 


zwischen benachbarten Teilwellen. 


Die Gesamtamplitude von N streuenden Atomen auf der Gera- 
den ın x-Richtung in Abb. 10.35 ist dann für gleiche Teilampli- 
tuden A; = A der einzelnen Streuer: 


N N 
BA, 2 ell@r+9) = A; lot > erü-1)Ap 
jal jal 







—— 
' Phasenflächen 
E d der Welle in 
0 l Richtung 6 
——- 
Augenlinse 

——- 

Phasenfläche x 

der einfallenden 8 
Welle IRRE N 

P 


Abbildung 10.35 Zur Herleitung von (10.40) 


wenn wir die Phase der ersten Teilwelle 9, = O0 setzen. Die 
Summe der geometrischen Reihe ist: 


LER eiNAp _1 
) eiDAap _ __ (10.39) 
eiAp _ | 
j=1 
N N 
EN elzAP _ ari7Ap 
= ee .2 r 


 eiAp/2 _ e-iAp/2 


_ BEIUY sin I(N/2)Ay] 
sin(Ap/2) 
Die Intensität / = ceo|E|? der Welle in Richtung ® ist dann mit 
(10.38) 
sin” INr(d/A) sin 0] 


2 sin? Im(d/A) sin 0] 


(10.40) 


wobei Io = c&oA” die von einem Sender ausgestrahlte Inten- 
sität ıst. Der Verlauf dieser Funktion hängt entscheidend vom 
Verhältnis d/\ ab. 


Für d < A hat /($) nur ein Maximum für 0 = 0 und fällt 
dann für größere Werte von 6 auf I = O ab (siehe Bd. 1, Ab- 
schn. 11.11). Wir wollen uns das Verhalten von /(9) für kleine 
Winkel 6 ansehen, wo die Näherung sin x 6 silt. Für d < X 
und sind « 1 ist auch n(d/A)sin® « 1, und wir können 
(10.40) daher schreiben als 


sin” x 





I(6) = N’h- (10.41) 


2 
mit x = Nn(d/A)sind. Die Funktion (sinx/x)? ist in 
Abb. 10.36 dargestellt. Man sieht, dass sie nur im Bereich —r < 
x < +7r größere Werte annimmt. Die Fläche unter dem zentra- 
len Maximum 








+7 +00 
sin x sin x 
5 dx =0,9- 5 dx (10.42) 
x x 


enthält etwa 90 % der gesamten in alle Winkel 9 gestreuten In- 
tensität. 


Ist die Breite D = N - d der Oszillator-Anordnung groß gegen 
die Wellenlänge A (N -d > A), so folgt für den Bereich |x| < x 





Abbildung 10.36 Die Funktion (sin.x/x)? 


10.5 Beugung 


N“ lo 


-0,01 0 0,01 0,02 sin 8 


ee — 
DAN-d) 


Abbildung 10.37 Die Streuintensität /($) fürd <AundD=N-d 
— 1004. Die Fußpunktsbreite Aa zwischen den Nullstellen von /(0) 
itAO = 2A /(N -d) 


dasssin® < x/nr < 1,d.h. die Intensität /(0) hat nur merkliche 
Werte in einem sehr engen Winkelbereich |A0| = A /(N-ad) « 1 
um die Richtung 6 = 0 der einfallenden Welle. 


Beispiel 


DS len) 000m eine 1010 
Sl < 


Dieses Ergebnis macht folgende erstaunliche Tatsache deutlich: 


Obwohl jeder einzelne Oszillator seine Strahlungsenergie in alle 
Raumrichtungen von 6 = —n bis 0 = + abstrahlt, führt die 
Überlagerung von regelmäßig angeordneten Oszillatoren mit 
einem Abstand d < A zu einer Gesamtintensität, die im We- 
sentlichen in Vorwärtsrichtung in einem engen Winkelbereich 
0 = 0 + A6 emittiert wird. Die Größe Ad hängt ab von der 
Gesamtbreite D der Oszillatoranordnung. Die halbe Fußpunkts- 
breite der Intensitätsverteilung /(9) Io - (sinx/x)? in Abb. 10.36 
ist 
kKersM=-Aa/N:d)=A/D, 


Für D— oo geht AO — 0 (Abb. 10.37). 


Die Ausbreitung der Wellen in Richtung #9 #£ 0 heißt Beugung. 
Wir sehen, dass sie durch Interferenz vieler Teilwellen zustande 
kommt und nur durch die endliche räumliche Begrenzung der 
Oszillatoren bzw. die Begrenzung des einfallenden Lichtbündels 
bewirkt wird. 


Man beachte: Die Gesamtamplitude der N in Phase schwin- 
senden Oszillatoren, die jeweils eine Welle mit der Amplitu- 
de An aussenden, ist N - Ag, ihre Intensität in der Vorwärtsrich- 
tung ıst dann N "A d.h. N dieser Oszillatoren haben nicht die 
Gesamtintensität N/o (wie man naiv annehmen könnte). 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


10.5.2 Beugung am Spalt 


Wenden wir das im vorigen Abschnitt vorgestellte Modell auf 
den Durchgang einer ebenen Welle durch einen Spalt der Breite 
b an (Abb. 10.38), so müssen wir Folgendes bedenken: 


Jeder Raumpunkt ? im Spalt ist Ausgangspunkt einer Kugel- 
welle, weil sich elektrische und magnetische Feldstärke der 
einfallenden Welle in ? zeitlich ändern und deshalb dort (auch 
im Vakuum!), wie durch die Maxwell-Gleichungen beschrie- 
ben, neue Felder E und B bilden, die zu Sekundärwellen Anlass 
geben. Diese Sekundärwellen überlagern sich (Huygens’sches 
Prinzip, siehe Bd. 1, Abschn. 11.11). 


Ersetzen wir einen Sender in Abb. 10.35 durch eine Strecke Ab 
von kontinuierlich verteilten Sendern, so haben wir im Spalt 
N = b/Ab „Senderstrecken“, deren Senderamplitude A = 
N - Ao - Ab/b proportional zur Länge AD ist. Statt (10.40) er- 
halten wir dann: 


>) sin” Im(b/A) sin 0] (10.43) 


ER; 
NN n( b_) sin? |m(Ab/A) sin 6] 








n/2 Ö 


Abbildung 10.39 Intensitätsverteilung /($) bei der Beugung am Spalt 
für verschiedene Werte des Verhältnisses b/A von Spaltbreite b zu Wel- 
lenlänge A 


wobei /n die von einem Senderelement Ab emittierte Intensität 
ist. Mit der Abkürzung x = x - (b/A) sin und Ab = b/N wird 
daraus: 

sin? x 


(10.44) 


Lassen wir nun N — oo gehen, d.h. Ab — 0, so geht 
sin (x/N) — x”/N?, N? In geht gegen die Gesamtintensität Is 
des Spaltes und wir erhalten: 


“2 

sın x 
lim I(0) = N’: —— = Is: 
N>oo X A 








sin’ x 

Ta (10.45) 
Diese bereits in Abb. 10.36 gezeigte Funktion ist in Abb. 10.39 
als Funktion des Beugungswinkels 6 aufgetragen. Das meiste 
Licht geht geradeaus (9 = 0). Die Verteilung /(0) wird null für 
sin = A/b, hat aber für 0 > A/b noch viele mit wachsendem 
0 immer kleiner werdende Maxima. 


Dies kann man sich auch anschaulich klar machen (Abb. 10.40). 
Für sind = A/b ist der Wegunterschied As zwischen dem 
ersten und dem letzten Teilbündel im gebeugten Licht gerade 
Asm = A. Teilt man das gesamte gebeugte Lichtbündel in zwei 
Hälften, so gibt es zu jedem Teilbündel in der ersten Hälfte 
genau ein Teilbündel in der zweiten Hälfte mit dem Wegun- 
terschied As = 4/2, sodass sich alle diese Teilbündel durch 
destruktive Interferenz auslöschen. Für As = 3/2X teilt man 
in drei gleiche Teilbündel auf, von denen sich zwei durch de- 
struktive Interferenz auslöschen, während das dritte Teilbündel 
übrigbleibt (erstes Nebenmaximum in /(9)). 


Die Intensitätsverteilung /(0) ist für verschiedene Verhältnisse 
b/A in Abb. 10.39 dargestellt. Unabhängig vom Wert b/A geht 
ın das zentrale Beugungsmaximum der Bruchteil 0,9 der gesam- 
ten vom Spalt durchgelassenen Lichtleistung (siehe (10.42)). 


Für b > X wird das zentrale Maximum von /(9) sehr schmal, 
d.h. seine Fußpunktsbreite Ad = 2A /b wird klein: Das Licht 
geht im Wesentlichen geradeaus weiter. 





As=b:- sin 6 






Ask = 1/o b z sin 8) 
= 1/a A für sin 9 = A/b 


Abbildung 10.40 Zur anschaulichen Darstellung der Intensitätsminima 
fürsin@ =X/b 


Beispiel 


= IN, = Ad = 2 Mal 

Man beachte jedoch, dass auch bei durch die Beugung be- 
dingten kleinen Divergenz eines parallelen Lichtbündels 
dessen Bündeldurchmesser größer wird. Für A = 500 nm 
ist der Bündeldurchmesser am Spalt: b = 0,5 mm, in ei- 
ner Entfernung von d = 1 m hinter dem Spalt aber schon 
b+d-A0 x 2,5mm. Das Lichtbündel ist dort aufgrund 
der Beugung bereits auf den fünffachen Durchmesser auf- 
geweitet. <« 


Für b < X gibt es kein Minimum mehr für die Funktion /(0), 
weil das Minimum gemäß (10.43) bei sind = A/b auftre- 
ten muss. Das zentrale Beugungsmaximum ist über den ganzen 
Halbraum hinter dem Spalt ausgedehnt. Man sieht deshalb kei- 
ne Beugungsstrukturen mehr, sondern eine monoton abfallende 
Verteilung der Intensität /(0) über alle Winkel 0 von O bis 
E72 


Die durch einen Spalt der Breite b transmittierte Intensität 
einer Welle mit Wellenlänge X zeigt eine Beugungsver- 
teilung /;(0) um die Einfallsrichtung 0 = 0, die abhängt 
vom Verhältnis A/b. Für A/b «x 1 gibt es ein zentrales 
Beugungsmaximum mit einer Fußpunktbreite AO = 2X /b 
und kleinere Nebenmaxima bei 9, = +(2m+1)A /2b. Für 
\/b > 1 ist die Intensität /; des zentralen Maximums über 
den gesamten Winkelbereich || < 90° verteilt. 


Bei der Beugung einer ebenen Welle, die senkrecht auf eine 
kreisförmige Blende mit Radius R fällt, muss die Intensitätsver- 
teilung /(0) der gebeugten Welle rotationssymmetrisch um die 
Symmetrieachse der Blende sein (Abb. 10.41). Die etwas auf- 
wändigere Rechnung ([13], siehe auch Abschn. 10.6) ergibt statt 
(10.43) die Verteilung 


2J - 
I6) = Io- (=) (10.46) 
X 
mit 
ZUR ih 
x = 1 sın A 


wobei Jı(x) die Besselfunktion erster Ordnung ist. Die Inten- 
sitätsverteilung (10.46) hat Nullstellen bei xı_ı = +1,22, 
“2. = +2,16r7,..., sodass die erste Nullstelle von /(0) bei 
sin d; = 0,61 X /R liegt. 


Die Lage der Nebenmaxima /y, und ihre Intensitäten sind: 


Im, =0,0175\y bei sinn, = 0,815A/R, 
In, = 0,00415/o bei sind, = 1,32A/R, 
In, = 0,0016 bei sind, = 1,85A/R. 


Man beachte: Beugungserscheinungen lassen sich nicht nur 
beim Durchgang eines Lichtbündels durch eine begrenzende 


10.5 


Beugung 





Abbildung 10.41 Ringförmige Beugungsstruktur hinter einer Kreis- 
blende, die mit parallelem Licht beleuchtet wird. Aus M. Cagnet, 
M.Francon, J.C. Thrierr: Arlas optischer Erscheinungen (Springer, 
Berlin, Göttingen 1962) 





8 


Abbildung 10.42 Äquivalenz der Beugung des durch eine Blende 
transmittierten Lichtes und des an einem Spiegel gleicher Breite b re- 
flektierten Lichtes 


Öffnung beobachten, sondern auch bei der Reflexion an ei- 
ner begrenzten Spiegelfläche (Abb. 10.42). So erhält man z.B. 
durch Reflexion an einer spiegelnden Kreisfläche ein Beugungs- 
Intensitätsmuster ım reflektierten Licht, das völlig dem im 
transmittierten Licht durch eine Öffnung der gleichen Form ent- 
spricht (siehe Abschn. 10.7.5). 


10.5.3 Beugungsgitter 


Fällt eine ebene Welle senkrecht auf eine Anordnung von N par- 
allelen Spalten in der Ebene z = 0 (Beugungssitter, Abb. 10.43), 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


I 


da br 


As = d- sin AN an 


—— 2=0 


Abbildung 10.43 Beugungsgitter von N parallelen Spalten, das senk- 
recht von einer ebenen Lichtwelle beleuchtet wird 


so ist die Intensitätsverteilung /(9) durch zwei Faktoren be- 
stimmt: 


= Die Interferenz zwischen den Lichtbündeln der verschiede- 
nen Spalte. Die daraus resultierende Verteilung entspricht 
genau der im Abschn. 10.5.1 behandelten kohärenten Emis- 
sıon von N Sendern, die zur Intensitätsverteilung (10.40) 
führte. 

m Die durch die Beugung an jedem Spalt verursachte Intensi- 
tätsverteilung (10.43). 


Ist 5b die Spaltbreite und d der Abstand zwischen benachbar- 
ten Spalten, so ergibt sich gemäß (10.43) und (10.40) für die in 
Richtung # gegen die z-Richtung emittierte Intensität 


sin? Im(b/A) sin 0] 


I(0)=1 
a [m(b/A) sin 0] 


sin? INr(d/A) sin 0] 


10.47 

sin” Im(d/A) sin 0] 
wobei /s die von einem einzelnen Spalt durchgelassene Intensi- 
tät ıst. Der erste Faktor beschreibt die Beugung am Einzelspalt 
und der zweite Faktor die Interferenz zwischen N Spalten. 


Maxima von /(0) treten in denjenigen Richtungen auf, für wel- 
che der Wegunterschied zwischen äquivalenten Teilbündeln aus 
benachbarten Spalten 

As=d-sin$ =m-A (10.48) 
ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlänge A ist. Wie groß 
diese Maxima sind, hängt von der Beugungsverteilung der Ein- 
zelspalte, d.h. vom ersten Faktor in (10.47) ab. Die Beugung 
sorgt dafür, dass überhaupt Licht in die Richtungen 69 > 0 
gelangt. Je breiter die Spalte sind, desto geringer werden die 


möglichen Winkel 0, bei denen noch eine merkliche Intensität 
I(0) auftritt. 


In Abb. 10.44 ist als Beispiel die Verteilung /() für ein Beu- 
gungsgitter aus acht Spalten gezeigt, bei dem das Verhältnis d/b 
von Spaltabstand d zu Spaltbreite b den Wert 2 hat. 


Die einzelnen Hauptmaxima heißen Beugungsmaxima m-ter 
Ordnung (besser sollten sie Interferenzmaxima genannt wer- 
den). Wie man aus (10.48) sofort sieht, ist die höchste mögliche 
Ordnung mmax wegen sind < 1 durch 


Mmax — d/A, 


also durch das Verhältnis von Spaltabstand d zu Wellenlänge 
A gegeben. Die Hauptmaxima treten auf, wenn der Nenner des 
zweiten Terms in (10.47) null wird. Der 2. Faktor hat dann den 
Wert N?, sodass die Intensität in den Hauptmaxima durch die 
Beugunsgsverteilung des ersten Faktors (gestrichelte Kurve in 
Abb. 10.44) bestimmt wird. 


Zwischen den Hauptmaxima liegen bei N Spalten N — 2 kleine 
Nebenmaxima, bei Winkeln 6,, für die der Zähler des zweiten 
Faktors in (10.47) den Wert 1 hat, der Nenner aber # 0 ist, also 


für 
(2p +1) 
2N -d 


Die Höhe dieser Nebenmaxima kann man dem zweiten Faktor 
in (10.47) entnehmen. Für das p-te Maximum erhält man: 


sind, = B=l2..N-2): 


Er SEE SEEN 
TE Top + Dr/em]' 


was bei ungerader Zahl N für das mittlere Maximum (p = (N — 
1)/2) dann / = In/N” ergibt. Für genügend große N sind die 
Nebenmaxima also vernachlässigbar. 


Man sieht aus Abb. 10.44, dass die Intensität in den Interferenz- 
maxıma m-ter Ordnung von der Winkelbreite der Beugungsin- 
tensıtät abhängt. Die Spaltbreite b muss also genügend klein 
sein, damit genügend Intensität in die 1. Interferenzordnung ge- 
langt. 


Die Beugungsgitter spielen in der Spektroskopie eine große 
Rolle bei der Messung von Lichtwellenlängen X. Allerdings 
braucht man dazu Gitter mit etwa 10° Spalten. Da diese Trans- 
missionsgitter technisch schwierig herzustellen sind, benutzt 
man Reflexionsgitter, die durch Ritzen von Furchen in eine 
ebene Glasplatte oder durch holographische Verfahren (siehe 
Abschn. 12.4 hergestellt werden [14]. 


Um die Verhältnisse bei Reflexion, Beugung und Interferenz 
quantitativ darzustellen, führen wir zwei verschiedene Nor- 
malenvektoren ein: Die Gitternormale, die senkrecht auf der 
Basisebene des ganzen Gitters steht, und die Furchenflächennor- 
male, die senkrecht auf der geneigten Fläche einer Furche steht 
(Abb. 10.45). Fällt eine ebene Welle unter dem Einfallswinkel « 
gegen die Gitternormale ein, so besteht zwischen den von be- 
nachbarten Furchen in Richtung $ reflektierten Teilbündeln der 
Gangunterschied 

As = Aı - A» = d(sina — sin), (10.49a) 
wenn der Beugungswinkel ß nicht auf der gleichen Seite der 
Gitternormalen liegt wie der Einfallswinkel & (Abb. 10.45a). 
Liegen Einfalls- und Beugungsrichtung auf der selben Seite wie 
die Gitternormalen (Abb. 10.45b), so gilt: 


As = Aı + A» = d(sina + sin ß) . (10.49b) 
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10.5 Beugung 


N Beugungsverteilung 


* Interferenzmaximum 
_ 1. Ordnung 


_. - - - ._ 


3.Ordnung sSin® 


Abbildung 10.44 Intensitätsverteilung /(9) bei einem Beugungsgitter mit acht Spalten, bei dem d/b = 2 ist. In die zweite Interferenzordnung 


gelangt wegen des Beugungsminimums kein Licht 


Damit man beide Fälle mit der gleichen Formel beschreiben 
kann, wählt man folgende Konvention: Der Einfallswinkel & 
wird immer als positiv definiert. Der Beugungswinkel # wird 
als positiv definiert, wenn Einfalls- und Reflexionsstrahl auf der 
selben Seite der Gitternormalen liegen, sonst ist # negativ. Man 
kann dann für beide Fälle einheitlich schreiben: 

As = d(sina + sinß),, (10.49c) 
Man erhält bei vorgegebener Einfallsrichtung «& nur in solchen 


Richtungen 8 konstruktive Interferenz, für welche die Gitter- 
gleichung 


d(sina +sinß) =m-A (10.50) 


erfüllt ist. 


Eine unter dem Winkel i gegen die Furchen-Flächennormale 
einfallende Welle wird unter dem Winkel r = i reflektiert. Man 
entnimmt Abb. 10.45, dass i= «a -9 undr = 9 - $ silt (ß 
ist negativ!). Für den Furchennormalenwinkel 0 gegen die Git- 
ternormale (Blazewinkel) gilt also 





(10.51) 


Da der Einfallswinkel & im Allgemeinen durch die Konstruktion 
des Gitterspektrometers fest vorgegeben ist, der Winkel ß aber 
durch den Furchenabstand d und die Wellenlänge A bestimmt 
wird, kann der Blazewinkel nach (10.50) 


0 1  Im-A 
0 = — + - arcsin | —— — sin« 
22 d 


nur für einen bestimmten Wellenlängenbereich optimiert wer- 
den. 





Gitter- 
normale de 
j 10210 
Furchen A, = d-sinß 
normale AS= A4—- Ao 


b) 


Abbildung 10.45 Optisches Reflexionsgitter. a Einfallender und re- 
flektierender Strahl liegen auf verschiedenen Seiten, b auf der gleichen 
Seite der Gitternormalen 


Er wird so gewählt, dass für die Mitte A„ des zu messen- 
den Wellenlängenbereiches AA der Winkel P,„, bei dem das 
Interferenzmaximum m-ter Ordnung auftritt, gleich dem Re- 
flexionswinkel r = 6 — ß ist. Dann geht fast die gesamte 
reflektierte Intensität in die m-te Ordnung. Wegen der Beugung 
an jeder Furche der Breite b wird das reflektierte Licht in einen 
Winkelbereich Aß um ß, = r—0 gebeugt (Abb. 10.46), sodass 
man einen größeren Wellenlängenbereich AA mit nur wenig va- 
riierender Intensität /(ß) messen kann. 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


Furchen- 
normale 





Abbildung 10.46 Beugungsbedingte Intensitätsverteilung des an einer 
Furche des Gitters reflektierten Lichtes um den Reflexionswinkel r = 
i=qa-—60 


Beispiel 


Ein optisches Gitter mit d = lm werde mit paralle- 
lem Licht (A = 0,61m) unter dem Winkel x = 30° 
beleuchtet. Die erste Interferenzordnung mit m = 1 er- 
scheint nach (10.50) unter dem Winkel ß, für den sin = 
(A —-d-sina)/d gilt, d.h. sind = 0,1 ß x +5,74°. 
Der Beugungswinkel $ liegt also auf der anderen Seite 
der Gitternormale wie der Einfallswinkel «. Für m = —1 
erhält man: 


1 
sindß=---sinea=-L,I, 
in ß 7 sin « 


d.h. die 1. Ordnung tritt nicht auf. Der optimale Blaze- 
winkel ist dann nach (10.51) 6 x 18° für ö = +6°, d.h. 
a < 


Die Fußpunktsbreite der Intensitätsverteilung /(8) (d.h. der 
Winkelabstand Aß zwischen den beiden benachbarten Null- 
stellen rechts und links von ßı) um das Maximum, das für 
m = 1 bei dem Reflexionswinkel # = ßı liegen möge, kann 
aus (10.47) für 6 = ß berechnet werden zuAß =A/N -d. 


Dies entspricht genau der Breite der Beugungsverteilung an ei- 
nem Spalt der Breite b = N - d, also der Breite des gesamten 
Gitters. Die Intensitätsverteilung der vom Gitter reflektierten 
Interferenzmaxima hat die gleiche Winkelbreite wie das zentra- 
le Beugungsmaximum bei einem Spiegel oder Spalt der Breite 
b=N:d. 


Ist der Blazewinkel © so gewählt, dass das einfallende Licht 
senkrecht auf die Furchenfläche fällt (x = 9), so wird die m-te 
Interferenzordnung für die Wellenlänge A in die Einfallsrich- 
tung zurückreflektiert (ß = «@), wenn gilt: 


As=2d-sna =m-\. 


Gitter, die als wellenlängenselektierende Spiegel wirken, die das 
Licht für eine Wellenlänge ın die Einfallsrichtung reflektieren, 
obwohl der Einfallswinkel « # 0 ist, heißen Liftrow-Gitter 
(Abb. 10.47). 


Gitternormale 





ed —- 
As=2dsina=mA 


Abbildung 10.47 Littrow-Gitter 


10.6 Fraunhofer- und 
Fresnel-Beugung 


Wir haben bisher Interferenz- und Beugungserscheinungen im- 
mer für parallel einfallende Lichtbündel behandelt, sodass wir 
für alle Teilstrahlen wohldefinierte Beugungswinkel 9 gegen 
die Richtung des einfallenden Lichtes angeben konnten. Die- 
ser Fall wird Fraunhofer-Beugung genannt. Die Situation wird 
komplizierter bei divergentem bzw. konvergentem einfallenden 
Licht, dessen einzelne Teilbündel verschiedene Winkel a, in ei- 
nem Winkelbereich &o + A« haben, sodass die Wegdifferenzen 
As in (10.48) für diese Teilbündel etwas unterschiedlich sind 
(Fresnel-Beugung). 


Anmerkung. Man kann Fresnel- bzw. Fraunhofer-Beugung 
auch als verschiedene Näherungen einer allgemeinen Beu- 
gungstheorie auffassen (siehe Abschn. 10.7). << 


Wir wollen die Fresnel-Beugung an einigen Beispielen illus- 
trıeren. Zuerst soll jedoch noch einmal die Bedeutung des 
Huygens’schen Prinzips am Beispiel der Ausbreitung einer Ku- 
gelwelle verdeutlicht werden. 


10.6.1 Fresnel’sche Zonen 


Wir betrachten in Abb. 10.48 eine Kugelwelle, die von der hier 
als punktförmig angenommenen Lichtquelle Z ausgeht, und 
wollen berechnen, wie groß die Lichtintensität im Beobach- 
tungspunkt ? ist und wie sie von Hindernissen zwischen Z und 
P beeinflusst wird. Auf einer Kugelfläche mit Radius R um Z 
als Zentrum haben Wellenamplitude und Phase überall konstan- 
te Werte, da für die Kugelwelle gilt: 

E(R) = = Eu): (10.52) 
Sehen wir jetzt die einzelnen Punkte $ dieser Kugelfläche als 
Ausgangspunkte neuer Kugelwellen an (Huygens’sches Prin- 
zip), so hängen die Amplitude und die Phase dieser Sekun- 
därwellen im Beobachtungspunkt P vom Abstand SP und vom 





NY Fresnelzonen 


Abbildung 10.48 Zur Konstruktion der Fresnelzonen. Die Figur ist ro- 
tationssymmetrisch um die Gerade LP 


Winkel 9 gegen den Wellenvektor k der Kugelwelle im Punkte $ 
ab. 


Alle Punkte 5 der Kugelfläche, welche den gleichen Abstand 
r = SP haben, liegen auf einem Kreis um die Verbindungslinie 
LP miteinem Radius o = R-sin o. Die Entfernung LP sei ro+R, 
d.h. r(g = 0) = ro. Konstruieren wir eine Reihe von Kugeln 
um PmitdenRadienr= rg +A/2,ro + A, ro + 3/2, etc., so 
schneiden diese die Kugel um Z in Kreisen, welche die Abstände 
Ym = ro + m: /2 von P haben. Diese Kreise begrenzen Zonen 
auf der Kugel um Z/, welche Fresnelzonen heißen. Alle Punkte 
innerhalb der m-ten Zone haben Abstände r von P, die zwischen 
ro+(m—1)A/2und ro -+m-A /2 liegen. Zu jedem Punkt O; einer 
Fresnelzone gibt es einen Punkt O; in der benachbarten Zone, 
dessen Entfernung O;,P sich um A /2 von O;P unterscheidet. 





Wenn EZ, die Amplitude der von Z ausgehenden Lichtwelle 
ist, so ist diese auf der Kugelfläche mit Radius R um Z auf 
Ea = Eo/R abgesunken. Der Beitrag der m-ten Zone mit der 
Fläche d$,, zur Feldstärke der Sekundärwelle im Punkte P ist 
dann 

der: Eu l-KR+r) +0] ds. 

r 

Der Faktor K gibt die Abhängigkeit der von dS abgestrahlten 
Amplitude vom Winkel 9 gegen die Flächennormale an. K(0) 
ist eine langsam veränderliche Funktion (z.B. K(0) = cosd) 
und kann über eine Fresnelzone als konstant angesehen werden. 


(10.53) 


Wendet man den Kosinussatz auf das Dreieck LSP an, so erhält 
man die Relation: 


? =R+(R+n): -2R(R-+ ro)cosg , (10.54) 
deren Differentiation nach o die Gleichung 
2r dr = 2R(R-+ ro) singp do (10.55) 


ergibt. Die Fläche in der Fresnelzone mit Radius o = R- sing 
ist 

dS=2nR-Rsinpdo. 
Setzt man sing do aus (10.55) ein, so wird die Fläche 


2rrR 
ds = 


= FÄr; 
R+n 





(10.56) 


10.6 Fraunhofer- und Fresnel-Beugung 


Der Beitrag der m-ten Fresnelzone zur Feldstärke im Punkte P 
ist daher: 


| eilk(R +r)-oi] dr 


Ym-1 


_ | AK HB5R Ze 
UR+ ro) 


2rrR 


Em 
R+n 


— Km Er: 





(10,57) 


"m—1 
Weilk =2r/A undr„ = rg +m-A/2, wird aus (10.57) 


2AKmErR 
ee 


—i[k(R+ ro) - or] 
UR+ rn) 


SR (10.58) 
Die Beiträge E,„ der einzelnen Zonen wechseln ihr Vorzeichen 
von Zone zu Zone. Dies ist natürlich klar, weil die Wellen von 
L für alle Zonen die gleiche Phase haben, aber der Weg von den 
Zonen zu P sich mit m jeweils um A /2 ändert, sodass die Phasen 
der Beträge FE, sich für aufeinander folgende Zonen jeweils um 
zr unterscheiden. 


Die Gesamtfeldstärke E(P) ist 


N 
E(P) = > E,„ (10.59a) 
m=]1 


= [El |&| + E|- |El+ + lEn|. 


Wenn man bedenkt, dass sich die Beträge der E,„ mit m nur sehr 
langsam ändern (wegen der geringen Anderung von X), so gilt 
näherungsweise: 


l 
\Em| X > (lEn-ı| + [Emtıl) - (10.59b) 


Deshalb ist es sinnvoll, die Reihe (10.59a) umzuordnen in: 
EP) =2E|+ (IE - El + I 1ES 
2 1 » 1 2 » 3 
+ (!s1- El + 2185| 
2 3 4 2 5 


l 
Wegen (10.59b) sind alle Glieder dieser Reihe vernachlässigbar, 
außer dem ersten und dem letzten Glied. Daher folgt 


E(P) x — (IE. + |En|) (10.59d) 
Wenn der Faktor K,„(@) proportional zu cos ® ist, wird der Bei- 
trag der letzten Zone, bei der die Gerade SP Tangente an den 
Kreis um Z wird und deshalb senkrecht auf der Flächennorma- 
len steht, für 6 = n/2 null. Alle weiteren Zonen mitm > N 
können nicht mehr in Richtung zum Beobachtungspunkt ? hin 
abstrahlen. Wir erhalten daher 


1 
E(P) x >Eı (10.60) 


_ K]AE4R eilk(R + ro) wi] 


 i(R+ ro) 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


Wenn wir andererseits die Primärwelle, die von Z ausgeht, im 
Punkt ?P betrachten, erhalten wir 


E(P) = _E0 _ g-ilkR+ ro) on] | (10.61) 
R-+r 0 

Natürlich müssen (10.60) und (10.61) dasselbe Ergebnis lie- 

fern, da die Einführung einer fiktiven Kugel um Z und die 

Anwendung des Huygens’schen Prinzips an der Ausbreitung der 

Wellen nichts ändern dürfen. 


Der Vergleich von (10.60) mit (10.61) liefert daher einen Aus- 
druck für den Faktor X}, der wegen E„ = Eo/R lautet: 


1 
Kı = rw (10.62) 
Für die m-te Fresnelzone ist X = 5 - cos 9, für die 1. Zone ist 
0, = 0° und daher cosd, *= 1. Um uns eine Vorstellung über 
die Größe der Fresnelzonen zu verschaffen, berechnen wir nach 
Abb. 10.48 den Radius 0, der m-ten Fresnel-Zone: 


Om & jr -n=,/(n+m-A/2?-r 
zz vym.rgo- A fü n>ıA 


Er ist also abhängig von der Wellenlänge A und vom Abstand ro 
zum Beobachtungspunkt. 


Beispiel 


0 \Vieme) 06 > Im or 02) mm < 


Stellen wir nun zwischen Z und P im Abstand ru von P einen 
Schirm mit einer Blende, die gerade den Durchmesser 2 - YroA 
der ersten Fresnelzone hat (Abb. 10.49a), so ist die von der Blen- 
de durchgelassene Feldstärke 


_2E0 -ilkR+ m) -0i 


ae 
UEDE 


(10.63) 


gerade doppelt so groß (d.h. die Lichtintensität ist viermal so 
groß!) wie ohne Schirm. Dies liefert das auf den ersten Blick 
sehr erstaunliche Ergebnis, dass der absorbierende Schirm die 
Intensität im Punkte P gegenüber der Anordnung ohne Schirm 
erhöht. 


Der Grund dafür ist natürlich die Verhinderung der destruktiven 
Interferenz der anderen Fresnelzonen durch den Schirm. Die- 
se liefern nämlich zur Feldstärke in P den Beitrag —1/2E\, 
wie man sofort aus dem Vergleich von (10.59a) und (10.59d) 
erkennt. Die 1. Fresnelzone wirkt also wie eine Linse, welche 
das von Z ausgehende divergente Licht teilweise wieder fokus- 
siert. 


Anstatt die erste Fresnelzone durchzulassen, kann man sie auch 
durch eine absorbierende Scheibe unterdrücken, sodass alle an- 


Schirm Blende = 1. Fresnelzone 





b) S, 


Abbildung 10.49 a Durch die kreisförmige Öffnung in einem undurch- 
lässigen Schirm, welche die erste Fresnelzone durchlässt, wird doppelt 
so viel Licht im Punkte P gemessen wie ohne Schirm. b Eine undurch- 
lässige Scheibe von der Größe der ersten Fresnelzone lässt genauso viel 
Licht auf den Punkt ? fallen, wie ohne die Scheibe aufträfe. Die Punkte 
5 sind beliebige Punkte in der Ebene z = 0, die als Ausgangspunkte 
von Huygens’schen Sekundärwellen angesehen werden 


deren Zonen durchgelassen werden (Abb. 10.49b). In der Reihe 
(10.59a) fehlt dann das erste Glied. Aus der umgeordneten Rei- 
he (10.59c) sieht man, dass sich jetzt das zweite Glied nicht 
mehr zu null kompensiert (weil Ei = 0), sodass trotz der Ab- 
blendung ım Punkte ? Licht erscheint. Seine Intensität ist wegen 
(10.59a-c) genauso groß wie ohne Hindernis! 


Diese überraschenden Tatsachen zeigen wieder, dass das Huy- 
gens’sche Prinzip, das von Christiaan Huygens (1629-1695, 
Abb. 10.50) bereits 1690 aufgestellt wurde, zur Beschreibung 
der Ausbreitung von Wellen im Raum sehr nützlich ist, wäh- 
rend man mithilfe der geometrischen Optik beide Phänomene 
nicht erklären kann. 


Wenn der Abstand R der Lichtquelle von der Blende in 
Abb. 10.49a sehr groß wird gegen den Blendendurchmes- 
ser, dann kann man die einfallende Welle als ebene Wel- 
le betrachten, und die gedachte Kugelfläche in Abb. 10.48 
mit den Fresnelzonen wird eine Ebene (Abb. 10.51). Der 
Radius r„ der m-ten Fresnelzone hängt auch in die- 
sem Fall von der Entfernung ro des Beobachtungspunktes 
ab. 


Man beobachtet Fresnelbeugung immer dann, wenn die Aus- 
trittspupille des zur Beleuchtung in P beitragenden Lichtbün- 
dels viele Fresnelzonen umfasst, d.h. wenn ihr Durchmesser 
D> Yry:A ist. Dies bedeutet, dass dann viele Fresnelzonen 
zur Feldamplitude in ? beitragen. Wird ro so groß, dass nur noch 
die erste Fresnelzone einen Beitrag liefert, erhält man Fraunho- 
fer’sche Beugungsbilder. 





Abbildung 10.50 Christiaan Huygens. Mit freundlicher Genehmigung 
des Deutschen Museums, München 


10.6.2 Fresnel’sche Zonenplatte 


Man kann die Ergebnisse des vorigen Abschnittes ausnutzen, 
um noch mehr Licht auf den Punkt ? zu konzentrieren, als es mit 
der einfachen kreisförmigen Blende in Abb. 10.49a möglich ist. 
Dazu wird statt des Schirms eine Glasplatte verwendet, auf die 
undurchlässige Kreisringe so aufgedampft sind, dass sie z.B. 
den ungeradzahligen Fresnelzonen entsprechen (Abb. 10.52). 
Dadurch werden alle Beiträge der geradzahligen Zonen durch- 
gelassen, sodass in der Summe (10.59a) alle Glieder gleichen 
Vorzeichens in Phase aufsummiert werden. 


Eine solche Anordnung heißt Fresnel’sche Zonenplatte. Die 
Durchmesser und die Breiten der transmittierenden Kreisringe 
hängen von der Entfernung LP und von der Entfernung ro der 
Platte vom Punkt P ab. Wie man Abb. 10.51 entnimmt, lässt sich 






Im=fo+m-A/2 


Abbildung 10.51 Radius der m-ten Fresnelzone in der Ebene z = x 
bei einer ebenen, ın z-Richtung einfallenden Welle, wenn der Beobach- 
tungspunkt auf der z-Achse bei z = zo + ro liegt 


10.6 Fraunhofer- und Fresnel-Beugung 


! Im=fotm:-A/2 


Zonenplatte 


Abbildung 10.52 Fresnel’sche Zonenplatte 


der Radius o„ der m-ten Zone für rg > m- X aus der Relation 
0, = (n +m-A/2)”—- rn > 0%, = romA + m?A?/4 wegen 
ro > m: bestimmen zu: 


Om = Vmro-\. (10.64) 
Die Breite der m-ten Zone 
AQm = Om+1 — Om 
BEN (vm+1 = m) (10.65) 
nimmt mit wachsendem m ab. Die Zonenfläche 
a — a - 0,) = arg (10.66) 


ist hingegen für alle Zonen gleich. 


Eine solche Zonenplatte wirkt wıe eine Linse, da sie auch Licht, 
das von der Quelle Z schräg gegen die Verbindungsgerade LP 
ausgesandt wird, teilweise wieder in ? vereinigt. 


Seif = ro der Abstand des Punktes ?P vom Zentrum der Zo- 
nenplatte, dann haben alle Punkte der m-ten Zone den Abstand 
f + m-X\/2 von P. Wird die Zonenplatte von links mit paral- 
lelem Licht beleuchtet, so werden die Sekundärwellen in allen 
„offenen“ Zonen in Phase erzeugt. 


Da sich die Wege von den offenen Zonen (n = 2m) um 2-A/2 = 
A unterscheiden, kommen alle Sekundärwellen in ? mit gleicher 
Phase an. Der Punkt ? ist also Brennpunkt der einfallenden Wel- 
le, und die Brennweite f = ry ergibt sich aus (10.64) zu 





(10.67) 


Die Brennweite f der Zonenplatte wird daher durch den 
Radius r; der ersten Fresnelzone und durch die Wellen- 
länge A bestimmt. Eine Zonenplatte hat also eine wellen- 
längenabhängige Brennweite. 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


Solche abbildenden Zonenplatten haben ın den letzten Jah- 
ren große Bedeutung für die Abbildung von Röntgenstrahlen 
erhalten (Röntgenlinsen). In diesem Bereich kann man kei- 
ne Glas- oder Quarzlinsen verwenden, weil solche Materialien 
Röntgenstrahlen absorbieren und außerdem in diesem Wellen- 
längenbereich einen Brechungsindex n’ = 1 haben. 


Die experimentelle Realisierung benutzt meistens eine dün- 
ne, für Röntgenstrahlen durchlässige Folie, auf die dann aus 
Schwermetallen bestehende undurchlässige Zonen aufgedampft 
werden [15, 16]. Auch für die Atomoptik (siehe Bd. 3) werden 
Fresnellinsen zur Fokussierung von monoenergetischen Atom- 
strahlen verwendet. 


10.7 Allgemeine Behandlung 
der Beugung 


Wir wollen nun einen allgemeinen Weg diskutieren, wie 
man Beugungserscheinungen an beliebigen Öffnungen oder 
Hindernissen berechnen kann. Obwohl solche Berechnungen 
häufig nur durch numerische Verfahren möglich sind, gıbt 
die hier vereinfacht wiedergegebene Darstellung der Fresnel- 
Kirchhoff’schen Beugungstheorie einen vertieften Einblick in 
die Grundlagen der Fresnel’schen Beugung. 


10.7.1 Das Beugungsintegral 


Wir betrachten in Abb. 10.53 eine beliebige Öffnung o in einem 
Schirm, der in der x-y-Ebene z = 0 steht, und wollen die Frage 
klären, welche Intensitätsverteilung sich in der x-y-Ebene z = 
zo ergibt, wenn die Offnung beleuchtet wird. In der Ebene z = 0 
möge die Feldamplitude 

Es(x, 3) = Eo(x, y) - e») (10.68) 
sein. Stammt die Beleuchtung z.B. aus einer praktisch punkt- 
förmigen Lichtquelle Z im Punkte (0,0, —g) die eine Lichtwelle 


mit der Amplitude A gleichmäßig in alle Richtungen emittiert, 
(Abb. 10.53b), so ist 


A A 
Eo(x, y) = = og und 
RO V®?+x2+y 
= (wtr—kR). (10.68a) 


Von einem infinitesimalen Flächenelement do (x, y) in der Ebe- 
ne z = 0 werden nach dem Huygens’schen Prinzip Sekundär- 
wellen abgestrahlt, die zur Feldstärke im Punkte P(x’,y’) den 
Beitrag 


Es: do ezikr 


dr =C- (10.69) 


r 


Wie wır ım Abschnitt 10.6.1 diskutiert haben, kann der Propor- 
tionalitätsfaktor C durch C = i-cos 6/A ausgedrückt werden. 








PX, y) 


Abbildung 10.53 Zur Herleitung des Fresnel-Kirchhoff’schen Beu- 
gungsintegrals 


Die gesamte von einer Lichtquelle beleuchtete Öffnung S des 
Schirmes bei z = 0 ergibt dann im Punkt ? die Feldamplitude 


—ikr 


ce 
Er= [JE 
r 


wobei sich das zweidimensionale Flächenintegral über alle Flä- 
chenelemente do = dx dy der Offnung erstreckt. Das Integral 
(10.70) heißt Fresnel-Kirchhoff’sches Beugungsintegral. 





dx dy, (10.70) 


Ist die Entfernung r zwischen den Punkten S(x, y) in der Blen- 
denöffnung und dem Beobachtungspunkt P(x’,y') groß gegen 
die Werte x, y der Blendenpunkte, so kann man wegen x/o «& 
1, y/zo « 1 im Nenner von (10.70) r = zo setzen. Die Phase im 
Exponenten hängt jedoch empfindlich von der Entfernung r ab. 
Deshalb müssen wir hier eine bessere Näherung verwenden. In 
der Taylor-Entwicklung der Wurzel 


r= /9+@-x)%+0-,) 


a? 0-9 | 
22 en 


(10.71) 


<a (14 


berücksichtigen wir deshalb alle Glieder bis zum quadratischen 
Term und vernachlässigen erst die höheren Terme. Mit cos$ = 
zo/r z lundC = (i/A) (siehe 10.62) wird dann das Beugungs- 
integral (10.70) 





oo +00 
—1kz0 
Er ya) Fe | | Es«» (10.72) 


- exp = (x -x)° + 0-,)| dx dy. 


Man kann damit bei Kenntnis der Feldverteilung E(x, y) 
über eine Fläche z = 0 die Feldverteilung E(x’,y,zo) in 
einer Ebene z = zo berechnen. 


Die hier verwendete Näherung heißt Fresnel-Näherung. Ist der 
Durchmesser der beugenden Fläche sehr klein gegen zo, so kann 
man die Näherung weiter vereinfachen. Wenn gilt: 


1 
a> ty), 


so lassen sich die quadratischen Terme x, y? in (10.71) ver- 
nachlässigen, d.h. 


xX / 
auf 





2 


x? + ) 
20 % 


2 
2% 


Ziehen wir nun die quadratischen Terme in x’, y’ vor das Integral 
(10.72) (weil die Integration über x und y erfolgt), so hängt die 
Phase linear von x und y ab und es ergibt sıch statt (10.72): 


+00 +00 


Ey 20) = Ay.) | | ze» 


00 —00 


Ik 
- exp & (Xx+ 2] dx dy (10.73) 
zo 


mit . 
nie 
AX, y, zo) _ le 0 „im)/02) (x? + y?) | 





Diese Näherung heißt Fraunhofer-Beugung, bei der die Beu- 
gungungserscheinungen ım Fernfeld beobachtet werden. Der 
allgemeine Fall, bei der die lineare Näherung nicht mehr an- 
wendbar ist, heißt Fresnel-Beugung. Wir wollen dies an einigen 
Beispielen verdeutlichen. 


10.7.2 Fresnel- und Fraunhofer-Beugung 
an einem Spalt 


Ein schmaler Spalt in y-Richtung mit der Breite Ax =b > 
\ möge mit einem parallelen Lichtbündel beleuchtet werden 
(Abb. 10.54). Wir wollen die Intensitätsverteilung /(x,zo) des 
gebeugsten Lichtes ın der Ebene y = 0 für verschiedene Entfer- 
nungen zo der Beobachtungsebene z = zu von der Spaltebene 
z = 0 bestimmen. Das Beugunssintegral (10.72) reduziert sich 
auf ein eindimensionales Integral 


+b/2 
1 .: 
E(P)=C-Es | enge, 
r 


5/2 


(10.74) 


wobei 





x x\° 
r=[@-x)” +2)” =o + s ) 
0 


die Entfernung des Aufpunktes P = (x,0,z0u) von einem Spalt- 
punkt (x, 0,0) ist. Die Feldamplitude Z; ist über die Spaltfläche 
konstant und kann daher vor das Integral gezogen werden. Wir 
unterscheiden nun drei Entfernungszonen für zo: 


10.7 Allgemeine Behandlung der Beugung 


Fraunhofer- 
beugung 


Fresnel- 
beugung 








Fernzone 


Übergangs- 
zone 


Nahzone 


| 


Zu << b°/A 


7b 





Zu >> b’A Ne 
Z 


Abbildung 10.54 Fresnel- und Fraunhoferbeugung an einem Spalt. 
Gezeigt sind von links nach rechts die Intensitätsverteilungen in der 
Nahzone, in einer mittleren Entfernung und in sehr großer Entfernung, 
wo man die bekannte Fraunhoferbeugung erhält 


m Die Nahzone (zo ist nicht wesentlich größer als die Spalt- 
breite b > A). Dann ist der Radius rı = Yzo A der ersten 
Fresnelzone klein gegen b, und viele Fresnelzonen tragen zur 
Feldamplitude im Punkt ? bei, d.h. die Phase der Gesamt- 
welle in ? variiert stark mit x’. Wir erhalten durch numerische 
Integration von (10.74) die linke in Abb. 10.54 gezeigte In- 
tensitätsverteilung /(P) & IE (P) _ 

= Eine mittlere Entfernungszone, bei der nur noch weni- 
ge Fresnelzonen beitragen (mittlere Verteilung /(x) in 
Abb. 10.54). 

m Eine Fernzone (zu > b) bei der der Radius rı = Yzx0X 

der ersten Fresnelzone größer ist als b. Dies ıst der Be- 
reich der Fraunhofer-Beugung (rechte Intensitätsverteilung 
in Abb. 10.54). 
Hier gilt für r die Näherung (10.73). Die von x unabhängigen 
Terme der Exponentialfunktion und der praktisch konstante 
Nenner r in (10.74) können dann vor das Integral gezogen 
werden, und man erhält damit die Fraunhofer’sche Beu- 
sungsformel (10.43) (siehe Aufg. 10.5). 





Man sieht hieraus, dass die üblicherweise dargestellte Fraun- 
hofer’sche Beugungsverteilung eine Näherung ist, die nur für 
Entfernungen gilt, die sehr groß sind gegen die Dimensionen 
der beugenden Öffnung. 


Man kann das (unendlich entfernte) Fernfeld durch eine Linse 
hinter der beugenden Öffnung in die Brennebene dieser Linse 
abbilden. Auch hier muss allerdings die Brennweite groß gegen 
die Breite des Beugungsspaltes sein. 


10.7.3 Fresnel-Beugung an einer Kante 


Fällt ein paralleles Lichtbündel in z-Richtung auf einen un- 
durchlässigen Schirm in der x-y-Ebene z = 0, welcher den 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


RE Er EEE Er 








en 


— ia 





bur4— Bı mu. 


rt 
se 
3 


c) 


Abbildung 10.55 Intensitätsverteilung hinter einer beugenden Kante; 
a Schemazeichnung, b aus dem Beugungsintegral berechneter Verlauf. 
Der gestrichelte Verlauf würde sich nach der geometrischen Optik er- 
geben, ce beobachtete Struktur. (aus D. Meschede: Gerthsen Physik, 
21. Aufl. (Springer, Berlin, Heidelberg 2002) 


Halbraum x < O abdeckt, sodass eine Kante des Schirms ent- 
lang der y-Achse verläuft, so beobachtet man hinter dem Schirm 
die in Abb. 10.55 gezeigten Beugungsstrukturen. Auch in den 
abgedeckten Halbraum x < 0 gelangt Licht, und im nichtabge- 
deckten Halbraum x’ > 0 oszilliert die Intensität /(x’). 


Das Beugunssintegral (10.74) wird jetzt für den Beobachtungs- 
punkt P(x’, zo) 


ka? + 
E(P)=C-Es [: EB 3 
(x — e), + 2 


(10.75) 


Für x’ < zo lässt sich das Integral durch Reihenentwicklung der 
Wurzel näherungsweise lösen [17] und ergibt die in Abb. 10.55c 
gezeigte Intensitätsverteilung /(x'). 


10.7.4 Fresnel-Beugung . 
an einer kreisförmigen Öffnung 


Wird eine kreisförmige Öffnung mit Radius a in einem sonst 
undurchsichtigen Schirm mit parallelem Licht beleuchtet, so 


= (22,. 1) = (32,. 1) 


ge 


oo 1.FZ. 


1.-S.EZ 





0 1 allzy:‘ 
Abbildung 10.56 Beugungsintensität in einem Punkt P(zo) auf der 
Achse als Funktion des Radius a einer Kreisblende. Im oberen Teil 
sind die Fresnelzonen für Blenden mit a = nzo:A für die Werte 
n = 1,2,3 illustriert, zu denen die Extrema der unteren Kurve gehö- 
ren. Das Licht durch die 2. Fresnelzone hat einen Wegunterschied von 
A /2 und interferiert destruktiv. Die gestrichelte Kurve gibt die Intensität 
ohne Schirm (a = &©) an 


erhält man im Abstand zu hinter der Öffnung eine um die z- 
Achse rotationssymmetrische Beugungsstruktur (Abb. 10.56), 
deren Verlauf /(o) mit 0° = x” + y” vom Radius a der Blen- 
de und von der Entfernung zu zwischen Beobachtungsebene und 
Schirm abhängt. 


Die Intensität im zentralen Punkt Po(o = 0) ist maximal, wenn 
zo = a?*/A gilt, weil dann die erste Fresnelzone mit Radius 
rı = N%x0:'A = a gleich der Fläche der Blendenöffnung ist 
(siehe Abschn. 10.6.1). Macht man den Abstand zo kleiner (bzw. 
den Blendenradius a größer), sodass zu = a?/2A wird, so ent- 
hält die Blendenöffnung die beiden ersten Fresnelzonen, deren 
Beiträge zur Feldamplitude Po destruktiv interferieren, sodass 
dann die Intensität in Po fast null wird. Man beobachtet dann 
einen dunklen Punkt im Zentrum der Beugunssstruktur. 


Die Intensität /(Po,) auf der Symmetrieachse variiert also bei 
festem Blendenradius a oszillatorisch mit dem Abstand zu der 
Beobachtungsebene von der Beugungsebene. 


Eine analoge Intensitätsverteilung wird bei der Beugung an 
einer undurchlässigen Kreisscheibe mit Radius a beobachtet 
(Abb. 10.57). Auch hier beobachtet man maximale Helligkeit 
auf der Achse, wenn zu = a?/A ist und minimale für u = 


na 


10.7.5 Babinet'sches Theorem 


Aus (10.72) sehen wir, dass die Feldstärke Er im Beobach- 
tungspunkt P bestimmt ıst durch das Flächenintegral über die 








Abbildung 10.57 Vergleich der Beugungsstruktur hinter einer Kreis- 
blende (rechts) mit denen hinter einer undurchsichtigen Scheibe glei- 
cher Größe (links). Die Bilder oben und unten sind in zwei ver- 
schiedenen Abständen von den beugenden Strukturen beobachtet. Aus 
W. Weizel, Lehrbuch der Theoretischen Physik, Bd. 1 (Springer, Berlin, 
Göttingen 1949) 


Feldstärke Es auf einer Flächenöffnung o in einem Schirm zwi- 
schen Lichtquelle und Beobachtungspunkt. Um die Beugungs- 
erscheinungen an komplizierten Öffnungen oder Hindernissen 
zu beschreiben, ist ein von J. Babinet (1794-1872) aufgestelltes 
Prinzip nützlich, das Folgendes besagt: 


Teilt man die Fläche o in zwei Teilflächen o| und 0>, so ist die 
im Punkte P gemessene Feldstärke 


Ep(o) = Ep(oı) + Ep(o) , 


wobei Ep(o;) die Feldstärke ist, die man in P messen würde, 
wenn nur die Offnung o; vorhanden wäre. 


Ganz allgemein gilt bei einer Aufteilung in N Teilgebiete: 


N 
Ep(o) = )_Er(o)) 


1 


(10.76) 


Beispiele 


l. Eine kreisringförmige Blende mit den Radien oı 

und o» ergibt eine Feldamplitude Zp_ = En — Br 
wobei EN die von einer kreisförmigen Blende o; 
erzeugte Feldamplitude ist und man natürlich die un- 
terschiedlichen Phasen von En und Br im Punkte P 
berücksichtigen muss. 


10.3 Fourierdarstellung der Beugung 


= rs 


= 





a) 0; 02 
b) 02 O5 C) 02 O5 


Abbildung 10.58 Komplementäre Beugungsflächen: a rechteckige 
Blenden, b kreisförmige Öffnung und undurchlässige Kreisscheibe 
gleicher Größe, ce Spalt und Draht gleicher Dicke 


2. Benutzt man z.B. die Aufteilung einer rechteckigen 
Blende wie in Abb. 10.58a, so kann man die Beu- 
gungsverteilung hinter der komplizierten Öffnung 0, 
als Differenz 


Ep(o1) = Ep(o) — Ep(0;) 


der Beugungsverteilung an zwei einfacheren Struktu- 
ren o und o; erhalten. 1 


Man nennt zwei Öffnungen 0; und » komplementär zuein- 
ander, wenn o, an den Stellen blockiert, an denen © Licht 
durchlässt. Weitere Beispiele für komplementäre Beugungsflä- 
chen sind eine kreisförmige Öffnung in einem undurchlässigem 
Schirm (Abb. 10.58b) und eine undurchlässige Kreisscheibe 
gleicher Größe oder ein Spalt und ein Draht gleicher Dicke 
(Abb. 10.58c). 


Im Falle von Abb. 10.58b,c ergibt die Summe o| + 02 die ge- 
samte, unbegrenzte Fläche o, die keine Beugungserscheinungen 
erzeugt, weil sie keine Begrenzungen hat. Für die Beugungsver- 
teilung der Feldstärken E(P) gilt daher: 
Ep(01) = —Ep(o2) . (10.77) 
Für die Intensitätsverteilungen /(P) = |(Ep)|” erhält man also 
das Ergebnis, dass die Beugungserscheinungen einer Blende 
und einer gleich großen Scheibe gleich sind, wenn man die auf 
geometrischem Wege (d.h. ohne Beugung) von der Lichtquelle 
S durch die Blende zum Punkt 1 gelangende Intensität abzieht. 


10.38 Fourierdarstellung der Beugung 


Man kann mithilfe des Fouriertheorems die Beugung an beliebig 
geformten Öffnungen ganz allgemein und mathematisch elegant 
beschreiben. Dies hat die moderne Optik sehr befruchtet und 
soll deshalb hier kurz dargestellt werden. 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


10.8.1 Fourier-Transformation 


Sei f(x) eine beliebige (auch komplexe) quadratintegrable Funk- 
tion, d.h. das Integral 


+xX0 


[vora 


muss für xy9 — 00 endlich bleiben. Dann definieren wir als Fou- 
riertransformierte zu f(x) die Funktion 


+80 
1 


Um f(x) aus F(u) zu bestimmen, multipliziert man (10.78) mit 
e?rux und integriert beide Seiten über die Variable u. Dies er- 


gibt, wenn wir anschließend x in x umbenennen: 


fo) = (10.79) 


+00 

1 
— | F(u)e*"*du. 
2 

009 

Man nennt die beiden Funktionen f(x) und F(u) ein Fourier- 
paar und die Variablen x und u Fourier-konjugierte Variable. Die 
Maßeinheiten von x und u müssen zueinander reziprok sein, da 
das Produkt u - x im Exponenten dimensionslos sein muss. 


Beispiel 


Es soll das Frequenzspektrum F(w) einer zeitlich expo- 
nentiell abklingenden Lichtamplitude (Abb. 10.59) 

E(t) = Ay - e’?’ cos wot (10.80) 
bestimmt werden. Mitu = ®,x = tund E(t) = f(x) 


ergibt sich mit der Anfangsbedingung Aoy(f < 0) = 0 aus 
(10.78): 





188) 
A 
Bo) = | e’’coswpt-e" "dr. (10.81) 
Tr 
0 


=: 


Das Integral ist elementar lösbar und ergibt für > © — 


%) 
yAo 1 


on oo) az 
F(o) gibt die Amplitude A(w) der Lichtwelle bei der Fre- 


quenz an. Das Frequenzspektrum der Intensität / & 
A - A* ıst dann das Lorentzprofil 


F(®) = (10.82) 


@ 


Ko) = — ——,, 
Terz: 


(10.83) 


wobei die Konstante C so gewählt werden kann, dass 
[ Io) dw die Gesamtintensität Io wird. < 





b) [Op 0) 


Abbildung 10.59 Experimentell abklingende Lichtamplitude (a) und 
Fouriertransformierte /(w) von EE* (t) 


In der Beugungstheorie benötigt man die zweidimensionale 
Fouriertransformation: 


+00 +00 


F(u,v) = | | fay)- eur tWdxdy,  (10.84a) 
+00 +00 


&y) = | | F(u,v)- era rtv y)Audv. 


00 —00 


(10.84b) 


Lässt sich f(x,y) = fı@&) :- RO) in ein Produkt aus zwei 
Funktionen nur einer Variablen separieren, so gilt auch für die 
Fouriertransformierte: 


F(u, v) =F (u) : F>(v) s (10.85) 


wobei F} (u) die Fouriertransformierte von fi (x) und F>(v) von 


Ro) ist. 


10.3.2 Anwendung auf Beugungsprobleme 


Wir wollen den allgemeinen Fall behandeln, dass auf eine Flä- 
che o in der Ebene z = 0 mit der Transmission t(x,y) eine 
Lichtwelle mit der Feldstärkeverteilung E.(x,y) fällt. Für eine 
Blende wäre z. B. t(x,y) = 1 innerhalb der Blendenöffnung 
und r = 0 außerhalb. Direkt hinter der Fläche ist 


E(&,y) = ty) Eel, y) . (10.86) 
Die Amplitudenverteilung E(x’,y’,zo) in der Ebene z = x 
kann dann aus dem Beugunssintegral (10.73) berechnet werden. 
Setzt man (10.86) in (10.73) ein und vergleicht das Integral mit 





Abbildung 10.60 Zur Fourierdarstellung der Fraunhofer-Beugung 


(10.84), wobei u =x /(Axo), v = y/(Azo) zu setzen ist, so sieht 
man, dass 


F&y) — E(x,y) — (467 y) - Ee(&, y) 


die Amplitudenverteilung direkt nach der Beugungsebene z = 
0 darstellt. Die Feldstärkeverteilung E(x’,y') der Fraunho- 
fer’schen Beugunsgsstruktur in der Beobachtungsebene z = x 
ıst nach (10.73) 


(10.87) 


+00 +00 
ERS) A@ yo: | | Een rc 
mbH RE qy dy. (10.88) 
Der Vergleich mit (10.84) liefert dann: 
E(X,y,zo) = F(u,v) -A(X,y,zo). (10.89a) 


Wir erhalten daher das wichtige Ergebnis: 


Die Amplitudenverteilung des Fraunhofer’schen Beu- 
gungsbildes in der Ebene z = x Ist proportional zur 
Fouriertransformierten F(x,y’) der Funktion f(x,y) = 
t(x,y) : Ee(x,y) wobei t(x, y) die Transmissionsfunktion 
ist. 


Die Intensitätsverteilung in der Beobachtungsebene ist dann: 


I@,y) & |E@,y)l” = lA@,y)|- |F@,y)|” (10.896) 
: I Y > 1 2 
mit [A@,y zo) = |, 





Wir wollen dieses Ergebnis zur Illustration auf die Beugung an 
einer rechteckigen Offnung anwenden. Weitere Beispiele folgen 
im Abschn. 12.5. 


Rechteckige Blende 


Wir betrachten in Abb. 10.61 eine rechteckige Öffnung (Breite a 
und Höhe b) in einem sonst undurchlässigen Schirm. Dann gilt 


10.3 Fourierdarstellung der Beugung 





Abbildung 10.61 Zur Beugung an einer rechteckigen Blende 


für die Transmissionsfunktion 

l für-a/2<x<H+ta/2, 
—-b/2<y<b/2, 

0 sonst. 


TU(X,y) = 


Fällt auf diese Öffnung eine ebene ausgedehnte Lichtwelle, so 
ist E.(x,y) = Eo = const. Wir können die Öffnung in schmale 
Streifen mit der Breite dx zerlegen und erhalten dann für den 
Feldstärkeanteil dE(x’, y'), der durch einen Streifen der Blende 
erzeugt wird, gemäß (10.88) den Beitrag: 


dE(x,y) (10.90a) 
+b/2 
— Eger / Oo) y. | e2riyy/ A) qy. 
—b/2 


Integration über alle Streifen gibt die Feldverteilung in der Be- 
obachtungebene: 





E(x',y) (10.90b) 
+a/2 +b/2 
— Ey: | e riwr/Ar) dr. | e riyy/Aro) dy. 
-a/2 -b/2 
Ausführen der Integration ergibt: 

Az Ex sy b 

E&X,y)=Eo ia (10.91) 
ex) Azo Azo 


Da die Intensität in der Beugungsebene durch /(X,y) = 
IA|?|E|? gegeben ist, erhält man aus (10.91) 


sin (nxa/Azo) sin(my’b/Azo) 
(nxXa/Azo)? (ny'’b/Azo)? 


Vergleicht man dies mit (10.45) und setzt sind = x /zu bzw. 
y’/zo, so sieht man, dass dies mit dem auf ganz andere Weise 
hergeleiteten Ergebnis übereinstimmt. Eine rechteckige Öff- 
nung hat also eine Beugungsstruktur, die man als Überlagerung 
der Beugung an zwei zueinander senkrechten, unendlich langen 
Spalte mit den Breiten a bzw. b ansehen kann. 


I@,y)=h: (10.92) 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 
10.9 Lichtstreuung 


In den Abschnitten 8.1 und 8.2 wurden Dispersion und Ab- 
sorption erklärt durch die Wechselwirkung der einfallenden 
elektromagnetischen Welle mit den atomaren Oszillatoren, die 
zu erzwungenen Schwingungen in Richtung des E-Vektors der 
Welle angeregt werden. Jeder Dipol strahlt gemäß (6.34) und 
(6.36) die mittlere Leistung 


eo" 


3277 ?&9C° 


s sin“ d (10.93) 
in den Raumwinkel d2 = 1Steradiant um die Richtung 
gegen die Dipolachse. Durch eine in x-Richtung linear polari- 
sierte Welle ın z-Richtung sind alle erzwungenen schwingenden 
Dipole in x-Richtung ausgerichtet und strahlen dann gemäß 
(10.93) auch in Richtungen, die um den Winkel = (n/2-P%) 
von der Richtung der einfallenden Welle abweichen. Man nennt 
dieses Phänomen Lichtstreuung |[18, 19]. 


Die Frage ıst nun: Wann tritt Lichtstreuung auf? Von welchen 
Größen hängt sıe ab? Warum geht Licht beim Durchgang durch 
ein homogenes, isotropes Medium nur geradeaus, obwohl die 
einzelnen Dipole ihre Strahlung in alle Richtungen aussenden’? 


10.9.1 Kohärente und inkohärente Streuung 


Im Abschn. 10.5.1 wurde gezeigt, dass N Oszillatoren, die alle 
in Phase schwingen, ihre Energie nur in bestimmte Richtun- 
gen abstrahlen, die durch konstruktive Interferenz der einzelnen 
Teilwellen bestimmt sind, obwohl jeder einzelne Oszillator sei- 
ne Energie durchaus isotrop aussenden kann. Wir nennen die 
Streuung von phasengekoppelten Streuern kohärente Streuung. 
So geht z.B. beim Durchgang einer ebenen Welle durch einen 
Kristall mit regelmäßig angeordneten Atomen (Abb. 10.62) das 
Licht insgesamt geradeaus, falls die Breite des Kristalls senk- 
recht zur Lichtausbreitung groß gegen die Lichtwellenlänge A 
(um Beugungseffekte vernachlässigbar zu machen) und der Ab- 
stand d der Atome kleiner als die Wellenlänge A ist (um höhere 
Interferenzordnungen auszuschließen) (siehe Abschn. 10.5.1). 


d=<N 
| 
© © oO © 
— —m 
] OÖ ® ) 
E, eo eo oe E, 
— > — > 
U] © © ) 
—— — 
U] © oO oO 
ee — AZ | ug 
Ee=E; ol@t-kz) E,=E,- e (W/2)Az . got-k(z+A2)) 


Abbildung 10.62 Beim Durchgang einer elektromagnetischen Welle 
durch einen idealen Kristall mit d «< X findet eine Phasenverzögerung, 
aber keine Streuung statt 


xt) 
=AÄ,cos ot | 
d 


X:(t) 
=A,cos (nt+Y) 





Abbildung 10.63 Überlagerung der Streuamplituden in der Richtung & 
von zwei Streuern Sı, 5. im Abstand d. Man beachte: Die Gerade | 5) 
gibt für Z O0 keine Phasenebene an 


Die Situation ändert sich völlig, wenn die Atome unregelmä- 
Big angeordnet sind (z.B. in pulverisierten Stoffen) oder sich in 
thermischer Bewegung befinden und damit ihre Abstände zeit- 
lich statistisch ändern (wie z.B. in Flüssigkeiten oder Gasen). 
In diesen Fällen gibt es keine festen Phasenbeziehungen mehr 
zwischen Schwingungen der einzelnen von der Lichtwelle ange- 
regten Oszillatoren. Im Gegensatz zur Überlagerung der Streu- 
ung von Oszillatoren mit festen relativen Phasen (kohärente 
Streuung), liegt bei statistisch verteilten oder zeitlich statistisch 
variierenden Phasen der streuenden Oszillatoren inkohärente 
Streuung vor. 


Wir wollen uns den Unterschied klar machen am Beispiel der 
Überlagerung zweier Teilwellen, die von Oszillatoren an den 
Orten rı, r2 mit Schwingungsamplituden 

xı(t) = Aıcoswt; xt) = A cos(wt +p) 


ausgesandt werden (Abb. 10.63). Die Gesamtintensität in Rich- 
tung «& ist dann: 


T=£8 [Aı coswt + A, cos(wt + v)] (10.94) 


wobei die Phasenverschiebung 
2 
v=o0+ Em. -sina 
sich aus der zeitlichen Phasendifferenz @ der beiden Oszil- 
latoren und der räumlichen Phasendifferenz (2r/A)d - sin« 


zusammensetzt. Auflösen der Klammer in (10.94) ergibt bei 
Verwendung der Relation 2cosa-cos ß = cos(@«+ß)+cos(@ — 


pP) 


I=c& IA: cos-(wr) + A cos’(wt + %) 


+ A1A>(cos(2wr +W)-+ cos v)| 


Alle bisher verfügbaren Detektoren können der schnellen 
Lichtoszillation mit der Frequenz ® nicht folgen. Sie mes- 
sen den zeitlichen Mittelwert der Intensität, der sich wegen 





cos? t = 1/2 und wegen cos wi = 0 zu 


= l _—_ 
IT = =ceo|A] +A3 + 2A1A2cos Y | 


> (10.95) 


ergibt. Dabei wurde vorausgesetzt, dass eventuelle zeitliche 
Schwankungen der Phase Y langsam sind im Vergleich zur 
Lichtperiode T = 2rr/w. Für zeitlich konstante Phase Y (d.h. 
starre Phasenkopplung zwischen den beiden Oszillatoren) ist 
cosY = cos vV, sodass die zeitliche gemittelte Intensität, je nach 
Phase v, die Werte zwischen 





1 
I max = zeeolAı + 43)” 


für 
V=m+27,m= 0.124: (10.96) 
und 
] 2 
> zceolAı — A)) 
für 
v=Q@m+l)r (10.96b) 


annehmen kann. Es gibt Interferenzerscheinungen (siehe Ab- 
schn. 10.4 und Bd. 1, Abschn. 11.10), die zu einer räumlichen 
Strukturierung der Intensität führen (kohärente Überlagerung). 
Bei der kohärenten Streuung beobachtet man daher eine räum- 
lich variable Intensität, die für d > X für bestimmte Winkel « 
gegen die Einfallsrichtung Maxima zeigt. 


Im Falle inkohärenter Streuung, durch Streuer, deren mittlerer 
Abstand d > A ist, variiert die Phase v statistisch zwischen —r 
und +7. Der Zeitmittelwert von cos vV ıst dann cosyY = 0, und 
die zeitlich gemittelte Gesamtintensität / wird damit 





- 1 
je zceo(Aı +43). (10.97) 


Wenn z.B. die Abstände der Streuer räumlich statistisch verteilt 
sind, sind ihre Phasen bei der Anregung durch eine ebene Welle 
statistisch verteilt, so dass sich der Term cos Y wegmittelt. 


Wir erhalten daher das wichtige Ergebnis: 


Bei der kohärenten Streuung ist die Gesamtintensität 
gleich dem Quadrat der Summe aller Streuamplituden 
(unter Beachtung ihrer relativen Phasen). Bei der inkohä- 
renten Streuung werden die Intensitäten der Einzelwellen 
addiert, die relativen Phasen mitteln sich aus und spielen 
daher keine Rolle. 


Die gesamte zeitlich gemittelte Streuleistung, die von N inko- 
härenten Streuern unter dem Winkel d gegen die Richtung des 


10.9 Lichtstreuung 





Abbildung 10.64 Messung der in den Raumwinkel d$S2 um den Winkel 
d gegen den elektrischen Feldvektor der einfallenden Welle gestreute 
Lichtleistung Ps(%) 


E-Vektors der einfallenden Welle in den Raumwinkel 2 = 
1 Sterad gestreut wird (Abb. 10.64), ist dann nach (6.36): 


N er 


327°EgC 


Ps(®) = (10.98a) 


Setzt man für % den Ausdruck (8.6b) ein, so ergibt sich schließ- 
lich: 
N 3 sind w* 


Ps(w,®) = 2 _ 
s( ) (@2 — @2)2 + y2w2 


Eure (10.98b) 


und für die über alle Winkel d integrierte, in den Raumwinkel 
Arr emittierte gesamte Streuleistung 
N ch w* 


Ps(®) = — —— m, 
s(@) l2reom?c? (wg — w?)? + y?’w? 


(10.98c) 


weil sin ® = 1—- cos?# = 2/3 und die Integration über den 
vollen Raumwinkel den Faktor 47 ergibt. 


10.9.2 Streuquerschnitte 


Wir definieren den Quotienten 


Os = (Ps/N) /Ie (10.99) 


aus gestreuter Lichtleistung eines Atoms Ps/N und einfallender 
Lichtintensität « = 1/2&ocEs als Streuquerschnitt o ([o] = 
1 m?). Diese Definition hat folgende anschauliche Bedeutung: 


Man kann die streuende Wirkung eines Atoms beschreiben 
durch eine Kreisscheibe der Fläche o, sodass alles Licht, das 
auf diese Fläche fällt, vollständig gestreut wird. 


Die Streuleistung Ps von N Atomen ist dann 
Ps =N:o5:Ie. 


Aus (10.98c) folgt damit für den Streuquerschnitt für Lichtstreu- 
ung an Atomen oder Molekülen, deren mittlerer Abstand d > A 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


ist, (Rayleigh-Streuung) wegen I. = 3&0E5 : c 


e? w* 


08 = ————— 0: 10.100 
a 6neöc*m? (w5 — 02)? + w?y? 


Der Streuquerschnitt nimmt für = wo besonders große Wer- 
te an (Resonanz-Rayleigh-Streuung). Das Maximum von 0 (w) 
liegt bei der Frequenz 


Om = wol - y’/2o2) V?, (10.101) 
wobei wo die Resonanzfrequenz der induzierten Dipole ist. Dies 
folgt unmittelbar aus dos/ do |. = 0. 


Ist das einfallende Licht nicht monochromatisch, sondern hat 
es eine Bandbreite Aw mit y < Aw «X wo, So erhält man 
den mittleren Streuquerschnitt Os (®) durch Integration über alle 
Frequenzen o innerhalb der Bandbreite Aw [22]. Für ® > Aw 
ergibt sich dann: 


oslw) x w*. (10.102) 


Zur Illustration wollen wir einige Beispiele betrachten. 


10.9.3 Streuung an Mikropartikeln; 
Mie-Streuung 


Wenn Licht nicht an freien Atomen oder Molekülen gestreut 
wird, sondern an kleinen festen Mikropartikeln (Staub, Ziga- 
rettenrauch, etc.) oder an Flüssigkeitströpfchen (z.B. Nebel), so 
tritt eine teilweise kohärente Streuung auf. Wenn der Durchmes- 
ser der Partikel oder Tröpfchen klein ist gegen die Wellenlänge 
\ des gestreuten Lichtes, so sind die Phasendifferenzen zwi- 
schen den Teilwellen, die von den Atomen eines Tröpfchens 
gestreut werden, klein gegen 2. Das heißt, dass sich die Am- 
plituden der Wellen praktisch phasengleich addieren, sodass die 
gesamte, vom Mikropartikel gestreute Lichtintensität 


N 
2A 
K=1 


ist, wenn Ax die Streuamplitude des X-ten Moleküls ım Parti- 
kel mit N Molekülen ist (Abb. 10.65). Selbst wenn die Atome 
im Tröpfchen statistische Bewegungen mit Weglängen s < A 
vollführen, ändert dies die Phasen 9 nur um Beträge Ay «< 2. 
Deshalb ist die von N Atomen in einem kleinen Wassertröpf- 
chen gestreute Lichtleistung bei gleichen Amplituden Ax = As 


Ps X Ar 


N mal größer als bei inkohärenter Streuung an N Molekülen, 
deren statistisch variierender Abstand groß gegen A ist. Die 
Streuintensität steigt also proportional zu d® (!), solange der 
Durchmesser d der Teilchen klein ist gegen die Lichtwellenlän- 
geh. 


Ix (10.103) 








— (N : As)“ — N? - Ps(Atom) 


2 
| (10.104) 


m d«<N —J 











kohärente 
Überlagerung 
der gestreuten 
Wellen 





2 
I=|EAc 
K 
Abbildung 10.65 Streuung von Licht an Mikropartikeln mit Durch- 

messer d< X (Mie-Streuung) 


Beispiel 


In einem Mikroteilchen mit Durchmesser d = 
0,05um = 50nm befinden sich etwa N = 10° Ato- 
me. Die von diesem Teilchen gestreute Lichtintensität bei 
A = 500 nm ist dann 10° mal so groß als bei inkohärenter 
Streuung durch die einzelnen Atome < 


Wenn die Durchmesser d in die Größenordnung der Licht- 
wellenlänge A kommen, hängt die gestreute Intensität sehr 
stark vom Durchmesser der streuenden Partikel und von Ma- 
terial und Oberflächenbeschaffenheit ab (Mie-Streuung, nach 
Gustav Mie (1868-1957)). Jetzt kann sowohl konstruktive als 
auch destruktive Interferenz auftreten, je nach dem optischen 
Wegunterschied zwischen den Streuwellen von den einzelnen 
Molekülen des Teilchens. Die genaue theoretische Behandlung 
der Mie-Streuung erfordert einen erheblichen mathematischen 
Aufwand und würde den Rahmen einer Einführung sprengen 
[18-21]. 


Interferenz, Beugung und Streuung sind für eine große Zahl op- 
tischer Phänomene in unserer Atmosphäre verantwortlich, die 
wir ım folgenden Abschnitt behandeln wollen. 


10.10 Atmosphären-Optik 


Wir beginnen mit den Phänomenen, die auf der Lichtstreuung 
beruhen [21]: 


10.10.1 Lichtstreuung in unserer Atmosphäre 


Auch wenn wir nicht ın Richtung Sonne schauen, sehen wir 
am Tage über uns Helligkeit, weiße Wolken oder einen blauen 
Himmel. Dies haben wir der Streuung des Sonnenlichtes an den 
Molekülen und an Mikropartikeln, wie Wassertröpfchen, Aero- 
solen oder Staubpartikeln, ın der Erdatmosphäre zu verdanken 
(Abb. 10.66). Für Astronauten außerhalb der Erdatmosphäre ist 
der Himmel tiefschwarz (abgesehen von den hellen Sternen). 









Sonnen- 
strahlung 





Blick- 
richtung 


Abbildung 10.66 Streuung des Sonnenlichtes in der Erdatmosphäre 


Wir wollen nun folgende Fragen beantworten: 


10.10.1.1 Warum ist der wolkenlose Himmel blau? 


Die blaue Farbe des Himmels wird durch drei Faktoren be- 
stimmt: 


m Die Intensitätsverteilung /(A) der Sonnenstrahlung, die bei 
etwaA = 455 nm ihr Maximum hat (Abb. 10.67) (siehe auch 
Bd. 3, Abschn. 3.1). 

m Die Wellenlängenabhängigkeit des Streuquerschnittes os (A), 
der mit 1/A* variiert. 

= Die spektrale Verteilung n(A) unserer Augenempfindlich- 
keit, die beim Maximum der auf unser Auge fallenden 
Sonnenstrahlung ihr Maximum hat (biologische Anpassung). 


Die von uns empfundene Farbe, d.h. Wellenlängenverteilung 
des Himmels, ist daher bestimmt durch das von unserem Gehirn 
registrierte Signal 


S(A)XIA)- 0A): nA). 


Die Eigenfrequenzen &, der Moleküle unserer Atmosphäre (N3>, 
O,, H>) liegen alle im ultravioletten Spektralbereich bei A, < 
200 nm, sodass in (10.100) ws — &* für das sichtbare Gebiet 
(400nm < A < 700nm) sehr groß gegen w - y ist. Für die 
Variation von o(A) mit A können wir dann näherungsweise 
o(w) x w* > o(A) & 1/A* setzen. 





0,5 A/um 


Abbildung 10.67 Intensitätsverteilung /(A) der Sonnenstrahlung, 
Streuquerschnitt os(A) und Spektralverlauf der Augenempfindlichkeit 


n(A) 


10.10 Atmosphären-Optik 


Beispiel 


Für = 1/3 wo, Yy — 0 sea, — (ar! = (05 = 
ao oo oo, < 


Um das spektrale Maximum von S(A) zu ermitteln, müssen wir 
auch die Eindringtiefe des Lichtes mit der Wellenlänge X in die 
Erdatmosphäre bestimmen. Sie beträgt (siehe analoge Überle- 
gung bei der Streuung von Teilchen in Bd. 1, Abschn. 7.3.6) 


1 


aer 





1. 


wobei n die Anzahl der streuenden Moleküle pro Volumenein- 
heit ist. Nach der Strecke L. ist die einfallende Lichtintensität 
auf 1/e ihres Anfangswertes infolge der Streuung abgesunken. 
Mit os & 1/A* ergibt sich: 

+ 


I. X —. 
n 


Beispiel 


Typische Rayleigh-Streuquerschnitte für Stickstoffmole- 
küle sind os(Ao) X 3 - 10°! m? für Ao = 600nm. 


Bei einer Dichte n = 10°° m? der Stickstoffmoleküle bei 
Atmosphärendruck ergibt sich: 


N 4 
re 
(5) e 


Eur) 400 nmilblauesEichl, > Fe 60km ur) = 
100nm(zetes Eich) > 72  550km. = 


Man sieht aus diesem Beispiel, dass die Abschwächung des 
Sonnenlichtes durch Rayleigh-Streuung an den Luftmolekü- 
len nur bei sehr tiefem Sonnenstand eine entscheidende Rolle 
spielt, weil dann der Lichtweg durch die unteren Atmosphä- 
renschichten besonders lang ist. Man kann die Lichtstreuung 
demonstrieren mit einem Laserstrahl, der durch die Atmosphäre 
geschickt wird und den man nur wegen der Streuung von der 
Seite sehen kann (Abb. 10.68). 


Allerdings sind in der Atmosphäre immer kleine Mikroparti- 
kel (Staub, Wassertröpfchen, Eiskristalle, etc.), die das Licht 
um Größenordnungen stärker streuen (Mie-Streuung, siehe Ab- 
schn. 10.9.3), sodass insgesamt die stärkere Abschwächung des 
blauen Anteils durchaus merklich wird. Man beobachtet daher 
auf hohen Bergen ein stärker zum Violetten hin verschobenes 
Himmelsblau. 


Da das Licht bei der Streuung nicht absorbiert, sondern nur 
in alle Richtungen gestreut wird, gelangt ein Teil des gestreu- 
ten Lichtes zum Erdboden (also vor allem blaues Licht), ein 
Teil wird zurück ın den Weltraum gestreut und trägt dazu bei, 
dass die Erde (wie alle anderen Planeten mit einer Atmosphä- 
re) heller erscheint, als wenn sie keine Atmosphäre hätte. Das 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 





Abbildung 10.68 Lichtstreuung von Laserstrahlen in der Atmosphäre: Ein roter Strahl eines Kryptonlasers und ein (über einen in diskreten Schrit- 
ten drehbaren Spiegel) aufgefächerter grüner Strahl eines Argonlasers werden durch das Laborfenster (Reflexe) in den Nachthimmel gestrahlt. 
Der gelbe Strahl ist eine auf dem Film entstehende Farbmischung aus rot und grün-blau (Dr. H. J. Foth, Kaiserslautern) 


auf die Erde gelangende Streulicht trägt zum diffusen Lichtun- 
tergrund bei und bewirkt, dass der Himmel relativ gleichmäßig 
hell erscheint. Die genaue Behandlung der Lichtstreuung in der 
Erdatmosphäfre ist sehr kompliziert [20-22]. 


10.10.1.2. Warum ist das Himmelslicht 
teilweise polarisiert? 


Schaut man durch ein Polarisationsfilter in den blauen Him- 
mel, so stellt man durch Drehen des Filters fest, dass das in 
der Atmosphäre gestreute Sonnenlicht teilweise polarisiert ist. 
Dies kommt folgendermaßen zustande: Die vom Sonnenlicht 
induzierten molekularen Dipole schwingen alle in einer Ebene 
senkrecht zur Einfallsrichtung k (Abb. 10.69). 


In dieser Ebene haben sie statistisch verteilte Richtungen, da das 
einfallende Sonnenlicht unpolarisiert ist. Die in der Ebene SMB 
schwingenden Dipole strahlen in die Richtung 6 gegen die Di- 
polachse zum Beobachter B den Bruchteil /s = hg sind = 
Io - cos? «, der in der Ebene SMB polarisiert ist, während die 
senkrecht zur Ebene SMB schwingenden Dipole, für die 6 = 
90° ist, ihre maximale Streuintensität zum Beobachter hin aus- 
senden. 


Die senkrecht zur Ebene polarisierte Komponente der Streu- 
strahlung ist also stärker als die parallele Komponente. Der 
Polarisationsgrad 


I, —/ 1- cos« 
ae | I; 


u I, +1ı  1+cos« 








Blick- 
richtung 






Polarisationsfilter 


B 


Abbildung 10.69 Zur Erklärung der Polarisation des Himmelslichtes 


hängt ab von dem Winkel « = 90° — 6 der Blickrichtung BM 
gegen die Sonnenstrahlung SM. Bienen benutzen diesen winkel- 
abhängigen Polarisationsgrad zur Orientierung. 


10.10.1.3 Warum ist die auf- oder untergehende 
Sonne rötlich gefärbt? 


Auch dies liegt an der Lichtstreuung in der Atmosphäre. Bei 
tiefem Sonnenstand ist der Lichtweg durch die Atmosphäre bis 
in unser Auge sehr lang (Abb. 10.70, siehe auch obiges Bei- 
spiel). Der Blauanteil der Sonnenstrahlung wird gemäß (10.100) 
stärker aus der Blickrichtung herausgestreut als der Rotanteil, 


herausgestreute 
Anteile « &* 





Beobachter 





Atmosphäre N  - ' 


Abbildung 10.70 Zur Erklärung der Rotverschiebung im Spektrum des 
transmittierten Lichtes der untergehenden Sonne 


sodass im fransmittierten Anteil, der das Auge erreicht, die 
spektrale Verteilung der Intensität sich zum Roten hin ver- 
schoben hat. Dieser Effekt ist besonders ausgeprägt, weil der 
Lichtweg über eine lange Strecke durch die tiefen Schichten der 
Atmosphäre läuft, in denen außer den Luftmolekülen auch Was- 
sertröpfchen, Eiskristalle oder Staubteilchen vorhanden sind, 
die wesentlich stärker streuen als einzelne Moleküle. 


10.10.1.4_ Warum erscheinen weit entfernte Berge 
blau? 


Das von entfernten Bergen gestreute Himmelslicht legt einen 
weiten Weg durch die untere Atmosphäre, dicht über der Erd- 
oberfläche, zurück (anders als das Licht der tief stehenden 
Sonne, das wegen der Krümmung der Erdoberfläche den größ- 
ten Teil seines Weges bis zum Auge des Betrachters durch 
höhere Atmosphärenschichten läuft (siehe Abb. 10.70)). In 
diesen erdnahen Atmosphärenschichten befinden sich Wasser- 
tropfen, Aerosole und Staubteilchen, deren Durchmesser stark 
variieren. Der überwiegende Anteil hat Durchmesser im Be- 
reich der Lichtwellenlänge. Wie ım Abschn. 10.9.3 gezeigt 
wurde, ıst die Streuung an solchen Partikeln durch die Mie- 
Streuung bestimmt, die um Größenordnungen stärker ist als die 
Rayleigh-Streuung. Deshalb überwiegt hier die Mie-Streuung, 
deren Streuquerschnitt nicht stark von der Wellenlänge abhängt. 
Das von den entfernten Bergen gestreute Hımmelslicht behält 
also im Wesentlichen die blaue Farbe des auf die Berge ein- 
fallenden Himmelslichtes. Je weiter die Berge entfernt sind, 
desto weißblauer erscheinen sie dem Auge des Betrachters. Der 
Grund dafür ist die Überlagerung der Rayleigh-Streuung, die 
bei genügend langen Wegen zunehmend an Bedeutung gewinnt. 
Dadurch wird der Blauanteil aus der Blickrichtung weggestreut 
und der in Blickrichtung verbleibende Anteil hat einen stärke- 
ren längerwelligen Anteil, der mit dem blauen Licht zusammen 
einen Weißanteil ergibt [23]. 


10.10.2 Halo-Erscheinungen 


Bei manchen Wetterlagen beobachtet man einen farbigen Ring 
um die Sonne, bei dem der Innenrand rot, die Außenseite blau 
gefärbt ıst. Man nennt ihn Halo (Heiligenschein). Er entsteht, 
ähnlich wie der Regenbogen, durch Brechung und Reflexion 


10.10 Atmosphären-Optik 





Abbildung 10.71 Zur Erklärung des Halo. a Rhomboedrischer Eiskris- 
tall mit Geckiger Grundfläche. b Strahlengang bei minimaler Ablenkung 


des Sonnenlichtes, für die hier jedoch nicht Wassertröpfchen 
sondern Eiskristalle in der hohen Atmosphäre der Erde verant- 
wortlich sind. Die brechenden Objekte sind hier keine Kugeln 
wie beim Regenbogen sondern zylindrische Eiskristalle mit 
sechseckiger Grundfläche (Abb. 10.71a), die sich in der hohen 
Atmosphäre bilden. Beim symmetrischen Strahlengang ist der 
minimale Ablenkwinkel önin = 22° bei einem Brechungsindex 
n = 1,31 (siehe Abschn. 9.4 und Aufg. 10.13). 


Nun sind die Eiskristalle in der Atmosphäre regellos orientiert, 
sodass alle möglichen Einfallswinkel & vorkommen, die dann 
zu Ablenkwinkeln ö > ömin führen. Beim symmetrischen Strah- 
lengang ist dö/ da = 0. Bei Öömin tragen daher besonders viele 
Einfallswinkel im Intervall (@xs + Aa) zum gleichen Ablenk- 
winkel bei, völlig analog zum Regenbogeneffekt (Abb. 9.74). 
Von allen Eiskristallen tragen diejenigen mit der Orientierung, 
bei der ein symmetrischer Strahlengang auftritt, am meisten zur 
Lichtablenkung um 22° bei. Dort erscheint also ein Intensitäts- 
maximum [24]. 


10.10.3 Aureole um Mond und Sonne 


Vor Beginn einer Schlechtwetterperiode kann man um den 
Mond farbige Kränze sehen, bei denen aber die Farbreihenfol- 
ge A(r) umgekehrt ist wie beim Halo. Es muss sich deshalb um 
ein anderes physikalisches Phänomen handeln. Schon Fraunho- 
fer erkannte 1825, dass der „Hof um den Mond“ durch Beugung 
an kleinen Wassertröpfchen oder Eiskristallen in unserer Atmo- 
sphäre entsteht (Abb. 10.72). Da das zentrale Beugungsmaxi- 
mum bei der Beugung an einem kugelförmigen Tröpfchen mit 
Durchmesser d einen Winkelbereich AO = +1,2A /d ausfüllt, 
muss der Durchmesser d < 1,2A/A0m sein, damit die Au- 
reole größer als der Winkeldurchmesser AQy der Mondscheibe 
wird. Für Adu = 0,5° = 8,7: 10” Rad und A = 500nm 
—> d < 70 um. Oft wird dieser farbige Ring, der innen blau und 
außen rot erscheint, auch Korona genannt [24]. 
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a) b) 





Abbildung 10.72 a Aureole um den Mond [Benjamin Kühne], b um die Sonne [Karl Kaiser] 





Abbildung 10.73 Glorie und Flugzeugschatten, beobachtet von dem 
Flugzeug über den Wolken 


Wenn man aus einem Flugzeug, das über den Wolken fliegt, auf 
die Wolken herabschaut, sieht man den Schatten des Flugzeugs, 
der von einem hellen Lichtkranz umgeben wird (Abb. 10.73). 
Oft kann man ein ähnliches Phänomen beobachten, wenn man 
auf einer Bergspitze dicht über den Wolken steht. Man sieht 
dann, wenn man mit dem Rücken zur Sonne steht, seinen Schat- 
ten, dessen Kopf von einem „Heiligenschein“ umgeben ist. Man 
nennt dieses Phänomen deshalb ‚Glorie“. Seine physikalische 
Ursache ist komplizierter zu erklären als die des Regenbogens 
und erst kürzlich wurde erkannt [25-27], dass sie im wesentli- 


Teil der einlaufenden Welle tunnelt in Tropfen 
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4 Q durch Totalreflektion aus 
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Zum Beobachter 


Abbildung 10.74 Erklärung der Glorienerscheinung 


chen auf dem Tunneleffekt beruht. (siehe Bd. 3. Abschn. 4.2.3). 
Dies wird in Abb. 10.74 erläutert: 


Das einfallende Sonnenlicht wird teils in einen Regentropfen 
eindringen und dann, wie beim Regenbogen gebrochen und re- 
flektiert werden. Es zeigt sich aber, dass man damit eine Glorie 
nicht richtig beschreiben kann. Auch das Licht, das außen, dicht 
oberhalb oder unterhalb des Tropfens einfällt, kann durch Tun- 
neln in den Tropfen eindringen, bildet dann im Inneren durch 
mehrfache Totalreflexion eine dicht unter der Oberfläche umlau- 
fende Welle und kann aber bei jeder dieser Reflexionen wieder 
durch Tunneln aus dem Tropfen austreten. Liegt die Austritts- 
stelle so, dass das austretende Licht wieder zurück in das Auge 
des Betrachters fällt, sieht dieser den Glorienschein. Das Licht 
wird aber, anders als beim Regenbogen, in alle Richtungen ab- 
gelenkt. 


Zusammenfassung 


Interferenzerscheinungen können beobachtet werden, wenn 
zwei oder mehr kohärente Teilwellen mit ortsabhängigen 
Phasendifferenzen in einem Raumgebiet überlagert werden. 
Das maximale Volumen, in dem kohärente Überlagerung 
möglich ist, heißt Kohärenzvolumen. 

Die kohärenten Teilwellen können realisiert werden ent- 
weder durch phasenstarre Kopplung mehrerer Sender oder 
durch Aufspalten einer Welle in Teilwellen, die nach Durch- 
laufen verschieden langer Wege s; wieder überlagert werden. 
Maximale Intensität erhält man für As = m-A. 

Mit einem Zweistrahlinterferometer wurde von Michelson 
experimentell gezeigt, dass die Lichtgeschwindigkeit unab- 
hängig vom Bewegungszustand von Quelle oder Beobachter 
ist. 

Vielstrahlinterferenz wird im Fabry-PErot-Interferometer 
ausgenutzt zur genauen Messung von Lichtwellenlängen, bei 
dielektrischen Spiegeln zur Realisierung gewünschter wel- 
lenlängenabhängiger Reflexionsvermögen R(A). 

Die Ausbreitung von Wellen kann durch das Huygens’sche 
Prinzip beschrieben werden, nach dem jeder Punkt einer Pha- 
senfläche einer Welle Ausgangspunkt einer Kugelwelle ist. 
Die Gesamtwelle ist die kohärente Überlagerung aller Se- 
kundärwellen. 

Beugung von Wellen kann angesehen werden als Interfe- 
renz von Sekundärwellen, die aus einem räumlich begrenzten 
Raumgebiet emittiert werden. 

Die durch Beugung einer Welle an einem Spalt der Breite b 
bewirkte Intensitätsverteilung ist 


DE) . 
16) =1, sin AED, sin 0] | 
[r(b/A) sin 0]? 
wobei 6 der Winkel gegen die Ausbreitungsrichtung der ein- 
fallenden Welle ist. 
Die Intensitätsverteilung bei der Beugung an einer kreisför- 
migen Blende mit Radius R ist 


J 
10) =, Jı Bun 0] | 

[2r (R/A) sin 0]? 
wobei Jı die Besselfunktion erster Ordnung ist. 
Bei einem Beugungssgitter wird die Intensitätsverteilung 
durch das Produkt zweier Faktoren bestimmt, wobei der erste 
Faktor die Beugung am Einzelspalt beschreibt und der zwei- 
te Faktor die Interferenz der Teilbündel von den einzelnen 
Spalten. 


Zusammenfassung 


Fraunhoferbeugung beschreibt die Beugung von parallelen 
Lichtbündeln, Fresnelbeugung die von divergenten bzw. kon- 
vergenten Lichtbündeln. Fraunhoferbeugung wird im Fern- 
feld (2 > b?/A) beobachtet, Fresnelbeugung in der Nahzo- 
ne, wo zwar z > b gilt, aber nur wenige Fresnelzonen zur 
Feldamplitude in der Beachtungsebene beitragen. 

Durch Abblenden der ersten Fresnelzone kann die Intensität 
hinter der Blende erhöht werden. 

Mithilfe von Fresnellinsen (Fresnel’sche Zonenplatten) kann 
eine optische Abbildung durch konstruktive Interferenz al- 
ler Lichtbündel, die durch geradzahlige bzw. ungeradzahlige 
Fresnelzonen durchgelassen werden, erzielt werden. 

Das Babinet’sche Theorem sagt aus, dass zwei komple- 
mentäre Schirme, bei denen Öffnungen und undurchsichtige 
Flächen vertauscht sind, außerhalb des Bereiches der geome- 
trıschen Optik dieselben Beugungserscheinungen liefern. 
Die Amplitudenverteilung E(x,y’) des Fraunhofer’schen 
Beugunsgsbildes ist proportional zur Fouriertransformierten 
des Feldes E(x, y) in der Objektebene. 

Die Fouriertransformierte einer konstanten Feldamplitude 
innerhalb einer Rechteckfläche a - b ergibt in der Beu- 
gungsebene x,y die Beugungsfiguren zweier zueinander 
senkrechter unendlich ausgedehnter Spalte mit Breiten a 
bzw. b. 

Licht wird von Atomen, Molekülen und Mikropartikeln ge- 
streut. Kohärente Streuung tritt auf, wenn zwischen den 
verschiedenen Streuzentren zeitlich konstante Abstände 
d < X bestehen. Bei zeitlich fluktuierenden Abständen 
d wird inkohärente Streuung beobachtet. Bei inkohärenter 
Streuung ist die gesamte Streuintensität gleich der Summe 
der an den verschiedenen Teilchen gestreuten Intensitäten 


de: 
ZN I. 
k 


Bei kohärenter Streuung müssen die Streuamplituden A; 
addiert und dann quadriert werden: 


De (Da) | 


Die Aureole um die Sonne mit einem Winkeldurchmesser 
von 2 - 22° entsteht durch Brechung des Sonnenlichtes an 
sechseckigen Eiskristallen in der Stratosphäre. 

Der „Hof um den Mond“ entsteht durch Beugung an kleinen 
Wassertröpfchen oder Eiskristallen in der Atmosphäre. 
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10 Interferenz, Beugung und Streuung 


Aufgaben 


10.1. 

a) Zeigen Sie, dass der Ausdruck (10.5) für konstante Werte von 
As Hyperbeln (x? /a?) — (y/b?) = 1 darstellt. Wie hängen 
a und b ab von As und vom Abstand 2d der virtuellen Licht- 
quellen? 

b) Berechnen Sie für zu > d.den Scheitelabstand der Hyperbeln 
für As =m-A. 

10.2. Wie groß sind die Radien der Interferenzringe bei diver- 

gentem Lichteinfall in ein Michelson-Interferometer als Funkti- 

on der Wesdifferenz As? 

10.3. Wieso entsteht in der Beobachtungsebene B des 

Michelson-Interferometers bei einer ebenen einfallenden Wel- 

le ein Interferenzstreifensystem, wenn einer der beiden Spiegel 

M; oder M; leicht verkippt wird”? Wie groß ist der Abstand der 

Interferenzstreifen bei einem Verkippungswinkel ö? 

10.4. Wie groß ist bei senkrechtem Einfall das Reflexions- 

vermögen R eines dielektrischen Spiegels 

a) für eine Schicht nyd = X /4 


c) Für eine (H, L) Wechselschicht, bestehend aus zwei A /4- 
Schichten mit ng = 1,8,n; = 1,3 auf einem Glassubstrat 


mit n, = 1,5 in Luft mit no = 1? 

10.5. Bestimmen Sie die Beugungsverteilung /(«) hinter ei- 

nem Spalt der Breite D, wenn ein paralleles Lichtbündel der 

Wellenlänge A unter dem Winkel &o gegen die Flächennormale 

auf den Spalt trifft. Zeigen Sie, dass die dabei erhaltene Vertei- 

lung /(&o, «@) für &o = 0 in (10.43) übergeht. 

10.6. Auf ein Beugungsgitter mit 1000 Furchen pro mm fällt 

ein paralleles Lichtbündel mit A = 480 nm unter dem Einfalls- 

winkel « = 30° gegen die Gitternormale. 

a) Unter welchem Winkel 8 erscheint die erste Beugungsord- 
nung? Gibt es eine zweite Ordnung? 

b) Wie groß muss der Blazewinkel # sein? 

c) Was ist der Winkelunterschied Aß für zwei Wellenlängen 
)ı = 480 nm und A> = 481 nm? 

d) Wie groß darf die Spaltbreite D eines Gittermonochromators 
mit einem 10x 10 mm Gitter und Brennweiten fi = fh = Im 
höchstens sein, um beide Wellenlängen noch trennen zu kön- 
nen? Wie groß ist die beugungsbedingte Fußpunktsbreite des 
Spaltbildes? 

e) Unter welchem Winkel muss das Gitter mit der gleichen Wel- 
lenlänge beleuchtet werden, um die 1. Ordnung in sich zu 
reflektieren (Littrowanordnung). 


10.7. Das an einer auf Wasser (n = 1,3) schwimmenden 
dünnen Ölschicht (n = 1,6) reflektierte Sonnenlicht erscheint 


bei schräger Beleuchtung unter dem Winkel x = 45° grün 

(A = 500. nm). Wie dick ist die Schicht? 

Welche Wellenlänge würde bei senkrechter (x = 0) Beobach- 

tung bevorzugt reflektiert? 

10.8. Zwei planparallele rechteckige Glasplatten werden auf- 

einander gelegt, wobei auf einer Kante ein dünner Papierstreifen 

der Dicke dals Abstandhalter dient, sodass zwischen den Platten 
eine keilförmige Luftschicht entsteht. Bei senkrechter Beleuch- 
tung mit parallelem Licht (A = 589 nm) beobachtet man zwölf 

Interferenzstreifen pro cm. Wie groß ıst der Keilwinkel zwi- 

schen den Platten? 

10.9. Der eine Spalt in einem Young’schen Doppelspaltexpe- 

rıment möge doppelt so breit sein wie der zweite. Wie sieht die 

Intensitätsverteilung auf einem weit entfernten Schirm hinter 

den Spalten aus? 

10.10. Das Beugungsmaximum erster Ordnung bei der Beu- 

gung an einem Spalt liegt nicht genau in der Mitte zwischen 

dem ersten und zweiten Beugungsminimum. Wie groß ıst die 
relative Abweichung’ 

10.11. Ein Laserstrahl (A = 600. nm) wird durch ein Teleskop 

auf ein Parallellichtbündel mit 1 m Durchmesser aufgeweitet und 

zum Mond geschickt. 

a) Wie groß ist der Lichtfleck auf dem Mond, wenn die Luftun- 
ruhe der Erdatmosphäre vernachlässigt wird’ 

b) Welche Leistung des an einem Retroreflektor (0,5 x 0,5 m? 
Fläche) auf dem Mond reflektierten Lichtes empfängt das Te- 
leskop, wenn die von der Erde ausgesandte Leistung 10° W 
war? 

c) Wie groß wäre diese Leistung, wenn das Licht ohne Retro- 
reflektor vom Mond diffus (gleichmäßig in alle Richtungen 
des Raumwinkels 2 = 27) mit einem Reflexionsvermögen 
R = 0,3 reflektiert würde? 

10.12. 

a) Beweisen Sie, dass für eine einfache Antireflexschicht 
(10.37) gilt. Berücksichtigen Sie dabei die beiden Möslich- 
keiten für den Brechungsindex nı der Schicht, und wählen 
Sıe die Schichtdicken entsprechend. 

b) Zeigen Sie, dass man schon bei Berücksichtigung zweier re- 
flektierter Strahlen ein zufrieden stellendes Ergebnis erhält. 

10.13. Zeigen Sie, dass der minimale Ablenkwinkel durch 

Brechung an einem 6-eckigen Eiskristall mitn = 1,31 durch 

Ömin = 22° gegeben ist. 

10.14. Berechnen Sie die Frequenz &„, bei welcher der Streu- 

querschnitt für Lichtstreuung maximal wird. Vergleichen Sie 

das Ergebnis mit der frequenzabhängigen Energieaufnahme ei- 

nes gedämpften erzwungenen Oszillators (Bd. 1, Kap. 10). 
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11 Optische Instrumente 


Unser Sehvermögen ist wohl die wichtigste Verbindung zwi- 
schen dem menschlichen Individuum und seiner Außenwelt. 
Obwohl vom optischen Standpunkt aus das Auge eine ziem- 
lich schlechte Linse mit vielen Linsenfehlern darstellt, bildet 
es doch, ın Verbindung mit unserem die Linsenfehler korrigie- 
renden Gehirn, ein bewundernswertes optisches Instrument, das 
sich in weiten Grenzen an die jeweiligen optischen Bedingun- 
gen optimal anpassen kann. 


Trotzdem benötigt es für viele Situationen zusätzliche Instru- 
mente, die seinen Wahrnehmungsbereich vergrößern können. 
Diese können das räumliche Auflösungsvermögen erhöhen (Lu- 
pe, Mikroskop), die in das Auge gelangende Lichtintensität 
verstärken (Fernrohr) oder den Spektralbereich erweitern (Bild- 
wandler). 


Wir wollen in diesem Kapitel die wichtigsten optischen In- 
strumente, ihre Vorteile und ihre Begrenzungen kennen lernen. 
Außerdem sollen die für die Spektroskopie wichtigen Spek- 
trographen vorgestellt und ihr spektrales Auflösungsvermögen 
diskutiert werden. 


11.1 Das Auge 


Das Auge stellt ein adaptives optisches Instrument dar, das 
sich sowohl auf verschiedene Entfernungen der betrachteten Ge- 
genstände als auch auf einen weiten Bereich von einfallenden 
Intensitäten einstellen kann. Es ist entsprechend vielschichtig 
aufgebaut. 


11.1.1 Aufbau des Auges 


Man unterscheidet das äußere Auge (Augenlider mit Wimpern, 
Tränendrüsen, Augenmuskeln), den eigentlichen Augapfel und 
die Netzhaut mit den Sehnerven (Abb. 11.1). 
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Abbildung 11.2 Optische Ersatzdarstellung des Auges durch eine Lin- 
se mit Gegenstandsbrennweite fı und bildseitiger Brennweite 


Der Augapfel ıst nahezu kugelförmig mit einem Durchmesser 
von etwa 22 mm. Er wird umschlossen von der undurchsichtigen 
weißen Sehnenhaut S (Sklera), die an der Vorderseite mit der 
vorgewölbten durchsichtigen Hornhaut H (Cornea) verbunden 
ist. Hinter der Hornhaut liegt die Regenbogenhaut I (Iris). Die 
Iris hat in der Mitte eine kreisförmige Öffnung mit variablem 
Durchmesser, die Pupille P, die sich (vom Gehirn gesteuert) an 
die herrschenden Lichtverhältnisse anpassen kann. Der Raum 
zwischen Hornhaut und Iris, die vordere Augenkammer K, ist 
mit einer durchsichtigen, wässrigen Flüssigkeit gefüllt. Hinter 
der Iris liegt die aus vielen durchsichtigen Schichten aufge- 
baute bikonvexe Augenlinse L, deren Krümmung durch den 
AugenmuskelM variiert werden kann. Dadurch ändert sich die 
Brennweite der Augenlinse (Akkommodation). Die Brennweite 
des Auges wird jedoch nicht nur durch die Augenlinse, son- 
dern auch durch Hornhaut, Kammerwasser und Glaskörper G 
bedingt. Da die äußere Grenzfläche der Hornhaut an Luft liegt, 
die innere Grenzfläche jedoch in der Flüssigkeit der vorderen 
Augenkammer, sind die gegenstandsseitige Brennweite fi und 
die bildseitige Brennweite h verschieden (Abb. 11.2). 


Zur Diskussion der optischen Abbildung kann man das mensch- 
liche Auge ersetzen durch eine Linse, deren Brennweite variabel 
ist. Blickt man ins Unendliche (entspanntes Auge), so ist fı = 
17mm, 5 = 22 mm. Stellt sich das Auge auf nahe Gegenstände 
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Abbildung 11.1 a Senkrechter Schnitt durch das menschliche Auge; b Waagerechter Schnitt durch das rechte Auge von oben 
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Abbildung 11.3 Detaillierter Aufbau der Retina [nach de.wikipedia.org/wiki/netzhaut] 


ein (bis auf eine minimale Entfernung von lOcm), so wird die 
Augenlinse stärker gekrümmt und fı sinkt auf 14mm und f auf 
19 mm. 


Die lichtempfindliche Schicht des Auges ist die Netzhaut (Re- 
tina), die aus mehreren Schichten aufgebaut ist (Abb. 11.3). 
Zuerst kommt eine Nervenfaserschicht, dann Ganglien- und 
bipolare Zellen, an die sich dann die eigentlichen Sehzellen 
(Stäbchen und Zapfen) und die Pigmentschicht anschließen. Die 
gesamte Netzhaut hat wesentlich mehr Stäbchen (120 Millio- 
nen) als Zapfen (6 Millionen). Nur in der Netzhautzone des 
schärfsten Sehens (Fovea) gıbt es ausschließlich Zapfen. Dort 
ist die Dichte der Zapfen etwa 14000 /mm?! Sie nimmt von der 
Mitte des Auges (wohin beim direkten Sehen das Licht fällt) 
zum Netzhautrand stark ab. 


Die Stäbchen sınd empfindlicher als die Zapfen (d.h. sie kön- 
nen noch geringere Lichtstärken nachweisen). Dafür sind sie 
„farbenblind“, d.h. sie Können nur zwischen hell und dunkel 
unterscheiden im Gegensatz zu den Zapfen, von denen es drei 
Sorten gıbt mit jeweils unterschiedlichen Rezeptoren für Rot, 
Grün und Blau. In Abb. 11.4 ist die relative Empfindlichkeit 
n(A)/Nm für die drei Sorten aufgetragen, wobei nm die Emp- 
findlichkeit der Sorte b ım Maximum ist. Bei ausreichender 
Helligkeit sehen wir nur mit den Zapfen, bei Dunkelheit nur mit 
den Stäbchen und ın der Dämmerung mit beiden. Da die Stäb- 
chen empfindlicher sind, kann man bei Dämmerung Farben nur 
schwer unterscheiden [1-3]. Vor kurzem wurden neue lichtemp- 
findliche Zellen in der Retina entdeckt (Ganglionzellen), die den 
tageszeitlichen Rhythmus des Körpers steuern. Wenn diese Zel- 
len Licht empfangen, ändern sie ihre elektrische Leitfähigkeit. 





400 


500 600 


Anm 
Abbildung 11.4 Relative spektrale Empfindlichkeitskurven der drei 
Rezeptoren a, b und c in den Zapfen und des Rhodopsin-Pigments in 
den Stäbchen (gestrichelte Kurve). Die rechte Ordinate gibt für die 
Stäbchen die auf die Netzhaut auftreffende minimale Leistung in Watt 
an, die noch wahrgenommen werden kann und die kleiner ist als für die 
Zapfen 


Dies erzeugt neuronale Signale, die an das Gehirn weitergelei- 
tet werden. 


Es ist interessant, dass das Licht die gesamte Retina durchlaufen 
muss, bevor es auf die Lichtdetektoren fällt, was vom Abbil- 
dungsstandpunkt sicher nicht optimal ist. Die Ausgangssignale 
dieser Detektoren werden dann wieder als elektrische Signale 
zurück an die Nervenzellen in der Eingangsschicht der Retina 
gegeben, die es weiter zum Gehirn leiten. Die Frage, warum 
dann das Bild auf den Photorezeptoren nicht durch Streuung an 
den darüber liegenden Schichten verwaschen wird, wurden erst 
geklärt durch kürzliche Untersuchungen, die gezeigt haben, dass 
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11 Optische Instrumente 


Augenkörper 





b) 


Abbildung 11.5 a Kurzsichtigkeit und ihre Korrektur durch eine Zer- 
streuungslinse; b Weitsichtigkeit mit Korrektur durch eine Sammellinse 


manche Zellen als optische Lichtleitfasern dienen, die das Licht 
ohne Streuung auf dıe Zapfen und Stäbchen leiten. 


11.1.2 Kurz- und Weitsichtigkeit 


Bei einem kurzsichtigen Auge ist die bildseitige Brennweite 
f zu klein. Der Augenmuskel kann die Linse nicht genügend 
strecken (z.B. wenn die Augenhöhle zu eng ist), sodass die 
Krümmung zu groß ist. Bei allen weiter entfernten Gegenstän- 
den entsteht deshalb das scharfe Bild des Gegenstandes vor 
der Netzhaut, während es bei sehr nahen Gegenständen auf 
der Netzhaut entsteht. Man kann die Kurzsichtigkeit durch eine 
zusätzliche Zerstreuungslinse korrigieren (Abb. 11.5a), die ent- 
weder als Brille oder als Augen-Kontaktlinse getragen werden 
kann. 


Bei einem weitsichtigen Auge kann die Augenlinse nicht mehr 
genügend gekrümmt werden (z.B. infolge der Ermüdung der 
Augenmuskeln bei Altersweitsichtigkeit). Deshalb liegt die 
bildseitige Brennebene hinter der Netzhaut. Weitsichtigkeit 
muss daher mit einer zusätzlichen Sammellinse korrigiert wer- 
den (Abb. 11.5b). 


Auch beim Auge können die in Abschn. 9.5.5 behandelten 
Linsenfehler (z.B. Astigmatismus) auftreten. Sie können teil- 
weise durch entsprechend geschliffene Brillengläser korrigiert 
werden, die dann eine Kombination aus sphärischen und zylin- 
drischen Linsen sind. 


11.1.3 Räumliche Auflösung 
und Empfindlichkeit des Auges 


Je näher man einen Gegenstand an das Auge heranbringt, de- 
sto größer erscheint er uns, d.h. desto größer wird der Winkel 


Augenlinse 





Netzhaut 


Abbildung 11.6 Zur Definition des Sehwinkels & 


e zwischen den Lichtstrahlen von den Randpunkten des Gegen- 
standes (Abb. 11.6). Bei einer Entfernung s des Gegenstandes 
mit Durchmesser G gilt für den Sehwinkel e: 


1G 
tne?2 = <—- Er. (11.1) 
2s s 
Ein Gegenstand ım Abstand g von der Augenlinse hat einen 
Bildabstand D, der durch die Linsengleichung 


R_, 


An (11.2) 


gegeben ist. 


Anmerkung. Gleichung (11.2) ist verschieden von (9.26), 
weil vor der Augenlinse ein Medium mit einem anderen Bre- 
chungsindex ist als hinter der Linse und deshalb die Brenn- 
weiten f; unterschiedlich sind. Sıe lässt sich ganz analog zur 
Argumentation in Abschn. 9.5.2 herleiten (siehe Aufg. 11.3 und 
[#). «< 


Da der Abstand 5 zwischen Netzhaut und Augenlinse durch die 
Geometrie des Auges fest vorgegeben ist, muss die Brennweite 
f der Augenlinse durch Veränderung der Linsenkrümmung an 
die Entfernung s = g des Gegenstandes so angepasst werden, 
dass das Bild auf der Netzhaut scharf erscheint (Adaption). Dies 
geht jedoch nur bis zu einem bestimmten Mindestabstand sin; 
der für die einzelnen Menschen variiert, aber einen typischen 
Mittelwert smin = 0,10 m hat. Um ohne zu große Ermüdung des 
Auges einen Gegenstand scharf zu sehen, sollte s nicht kleiner 
sein als so = 25cm. Man nennt diesen Gegenstandsabstand so 
die deutliche Sehweite und den dazugehörigen Sehwinkel &o. 


Beispiel 
Um einen Gegenstand in der Entfernung g = 1m bei 
fi = 16mm scharf auf der Netzhaut abzubilden (b = 


22 mm), muss die bildseitige Brennweite & nach (11.2) 
7 = 21,6mm werden. Fürg = 15cmundfi = 14mm, 
2 22mm ade E19 9 mm darde Bildweiterh 
in beiden Fällen annähernd konstant bleibt. Ohne Ver- 
änderung von 5 müsste fı für = 21,6mm sich auf 
fi = 2,7mm verkleinern, was aufgrund der Geome- 
trie des Auges nicht möglich ist. Die Veränderung beider 
Brennweiten ist also ein Optimierungsprozess des Auges, 
um bei geringster Änderung der Krümmung der Augen- 
linse den größten Schärfentiefenbereich zu erreichen. 


Der kleinste noch vom Auge auflösbare Sehwinkel &min Ist 
einmal durch den Abstand der Rezeptoren auf der Netzhaut lı- 
mitiert, zum anderen durch die Beugung an der Pupille (siehe 
Abschn. 11.3). Beide Begrenzungen ergeben einen minimalen 
Sehwinkel emin X 1’! Dies bedeutet, zwei Objektpunkte, deren 
Abstand kleiner ist als 


Axmin E 50 Emin & 25 : 2,9: 10cm 


= / Sm, 


können vom Auge in der deutlichen Sehweite so nicht mehr ge- 
trennt werden. 


Beispiel 


Viele Drucker arbeiteten früher mit einer Auflösung von 
360 dpi (dots per inch = Punkte pro Zoll). Dies entspricht 
gerade einem Punktabstand von 70 um. Man erkennt aber 
mit bloßem Auge noch Stufen im Druckbild, wenn man 
das Blatt näher als 25 cm vor das Auge hält. 

Das vorliegende Buch wird übrigens mit 2540 dpı ge- 
druckt. < 


Die Empfindlichkeit des Auges für die Detektion kleiner Licht- 
leistungen ist erstaunlich. Bei an Dunkelheit adaptiertem Auge 
können die Stäbchen der Netzhaut noch vom Gehirn als Licht- 
empfindung registrierte Signale abgeben bei einer durch die 
Pupille durchgelassenen Lichtleistung von 10!’ W! Die größte 
vom Auge noch ohne Störung verarbeitbare Lichtleistung be- 
trägt etwa 10° W. 


Die Stärke unserer Lichtempfindung ist proportional zum Loga- 
rıthmus der einfallenden Lichtintensität, jedoch ist sie abhängig 
von der vorher durch das Auge gefallenen Leistung. Das hell 
adaptierte Auge integriert die einfallende Lichtleistung etwa 
über 5SOyus, das dunkeladaptierte über 0,5s. Man kann des- 
halb mit dem Auge nicht sehr zuverlässige Absolutwerte für 
die Lichtleistung messen, hingegen einen relativen Vergleich 
heller/dunkler zwischen zwei beleuchteten Flächen sehr genau 
anstellen [5]. 


11.2 Vergrößernde optische Instrumente 


11.2 Vergrößernde 
optische Instrumente 


Die Aufgabe vergrößernder optischer Instrumente ist es, den 
Sehwinkel e zu vergrößern, ohne die deutliche Sehweite so für 
das Auge zu unterschreiten. Als Winkelvergrößerung V des In- 
struments wird der Quotient 


u Sehwinkel e mit Instrument 
Sehwinkel &u ohne Instrument 


definiert. 


Vergrößernde Instrumente erlauben deshalb, feinere Details ei- 
nes Gegenstandes noch zu erkennen, die ohne das Instrument 
für das Auge nicht auflösbar wären, wenn ihr Sehwinkel eo bei 
der deutlichen Sehweite so kleiner als 1’ ist. 


Man beachte: Die Winkelvergrößerung e/eo ist im Allge- 
meinen nicht dasselbe wie der Abbildungsmaßstab B/G, der 
definiert ıst als Verhältnis von Bildgröße B zu Gegenstandsgrö- 
ße G. 


Da die optischen Instrumente im Allgemeinen eine feste Brenn- 
weite f haben, können sie nur Objektpunkte A in einer vorge- 
gebenen Ebene z = g optimal scharf abbilden. Verschiebt man 
A um die Strecke Az, so wird das Bild B des Objektpunktes 
in der Bildebene z = b kein Punkt mehr, sondern ein Scheib- 
chen, und damit wird das Bild des Gegenstandes unschärfer. 
Man nennt den Bereich Az = Az,, in dem man die Objekte 
verschieben kann, ohne dass die Fläche dieser Bildscheibchen 
des Objektpunktes A größer als die minimale vom Auge in der 
deutlichen Sehweite noch auflösbare Fläche wird, die Schär- 
fentiefe des optischen Instruments. Die Bilder von Objekten 
innerhalb der Schärfentiefe werden daher noch als scharf ange- 
sehen. Der Schärfentiefebereich hängt ab vom Durchmesser Dg 
der verwendeten Blende, wie man folgendermaßen sieht: In 
Abb. 11.7 soll der Punkt A in den Punkt B abgebildet werden. 
Dann führt die Abbildung des Punktes A, am vorderen Ende 
des Schärfentiefebereichs in der Bildebene zu einem Kreis mit 
Durchmesser u, der als Unschärfe des Bildpunktes erscheint. 
Nach dem Strahlensatz ergibt sich: 


A, 





ee 
Bildebene 


Abbildung 11.7 Zur Schärfentiefe der Abbildung durch eine Linse 
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11 Optische Instrumente 


Entsprechend ergibt sich für die Abbildung von A}: 





u bob 
DD bh. 


Mithilfe der Linsengleichung 


> 


- 


SI 


S1- 


erhält man bei der Abbildung der Punkte A,, A und Ay, für den 
vorderen Schärfentiefebereich: 


u bofu 
(bo -f)(Debo — Daf + uf) 


Na, =- 4 


und für den hinteren Schärfentiefebereich: 


u bofu 
(bo - f)(Dabo — Def —uf) 


Ay = Mm -@ 


Der Schärfentiefebereich Aa, ist also etwas kleiner als Aa,. 
Beide sind proportional zum Quadrat der Brennweite f und 
wachsen mit sinkendem Blendendurchmesser Dg. Man vergrö- 
Bert den Schärfentiefenbereich durch Verkleinern des Blenden- 
durchmessers. 


Beispiel 


a Im = ln DEN 
u = VO lmm. 


a Eur DR — lem Ra, — 0. 24m, 


Ada (0 lom: 
beEU DD, 0 cm Ra, — sm 
AN — A 


Im Fall a) lässt sich also der Bereich von 1,24m bis 
0,84 m scharf abbilden, im Fall b) der Bereich von 2,8 m 
bis 0,60 m. = 


11.2.1 Die Lupe 


Eine Lupe ist eine Sammellinse kurzer Brennweite f, die so zwi- 
schen Auge und Gegenstand gehalten wird, dass der Gegenstand 
in der Brennebene der Linse liegt (Abb. 11.8). Dadurch gelangt 
paralleles Licht ins Auge, und der Gegenstand erscheint dem 
Auge im Unendlichen zu liegen, d.h. das Auge kann sich auf 
unendliche Entfernungen einstellen, wobei es völlig entspannt 
ist. 


Für das Auge erscheint das von der Lupe erzeugte virtuelle Bild 
unter dem Sehwinkel e = G/f. Ohne Lupe würde der Gegen- 
stand in der deutlichen Sehweite unter dem Winkel &g = G/so 
erscheinen. 


G Bild 


Augen- Netzhaut 


L 
upe linse 





Auge 





Abbildung 11.8 Vergrößerung des Sehwinkels e durch eine Lupe: 
a wenn der Gegenstand G in der Brennebene liegt, b wenn g < f ist 


Die Winkelvergrößerung der Lupe ist daher bei einem Abstand 
f zwischen Lupe und Gegenstand 


tan e 





G 
— 11.3 
7 (11.3) 


7° 


als 


L nt 
tan eo 


Die Vergrößerung der Lupe ist also gleich dem Verhältnis 
von deutlicher Sehweite so zur Brennweite f der Lupe. 


Beispiel 


rn 2 cms, — an Ver —25 g 


Die Ursache für die Vergrößerung des Sehwinkels ıst die (ver- 
glichen mit der deutlichen Sehweite sy) Kleine Brennweite der 
Lupe, die es gestattet, den Gegenstand näher an die Lupe zu 
bringen, wobei das Auge den Gegenstand im Unendlichen sieht, 
also nicht akkomodieren muss. 


Man kann V; erhöhen, wenn man den Gegenstand noch näher 
an die Lupe bringt, sodass s = g < f wird. Das virtuelle Bild 
erscheint dann nicht mehr im Unendlichen, sondern in endlicher 
Entfernung b (Abb. 11.8b). 


Die Vergrößerung wird dann wegen B/b = G/g (Strahlensatz): 











 tane B/b Ges _s 
nz tan eo u G/so u G/so u & 
Aus der Linsengleichung 
1 ı:43 1 b-f 
re En Be I rer 
Jg b gs bf 
so(b —f) 
> Mer 
L Ba 


virtuelles 
Bild 


a fen 
S =. 
—_ 
S 
S 


Auge 





Abbildung 11.9 Zur Gleichung (11.4) 


Für die deutliche Sehweite istb = —so 


55T s 
a F_%,1, 


E J 


Für die minimale Gegenstandsweite erhält man dann: 


sof 
sotf 





(11.4) 


8min — 





Beispiel 


So cm — 2m Zonen =) 5 
«4 


Die Augenlinse muss sich jetzt allerdings stärker krümmen, um 
die divergenten Lichtbündel hinter der Lupe auf die Netzhaut zu 
fokussieren. 


11.2.2 Das Mikroskop 


Eine wesentlich stärkere Vergrößerung als mit der Lupe erreicht 
man mit dem Mikroskop, das ım Prinzip aus zwei Linsen besteht 
(Abb. 11.10). Die erste Linse (Objektiv) entwirft ein reelles Zwi- 
schenbild B des Gegenstandes G ın der Brennebene der zweiten 
Linse (Okular). Ins Auge gelangen daher wieder parallele Strah- 
lenbündel von jedem Punkt des Gegenstandes, sodass das Auge 
das Bild des Gegenstandes im Unendlichen sıeht, genau wie in 
Abb. 11.8. 


Wie man aus Abb. 11.10 aufgrund des Strahlensatzes erkennt, 
ist das Verhältnis B/G = b/g. Aus der Linsengleichung für L| 
ergibt sich: 


1 


a sh _ 8 
fı 8 s-fı 9 
Wird der Gegenstand in die Nähe der Brennebene von L| ge- 


bracht, sodass g = fi +6 mitö « fı nur wenig größer ist als fı,, 
dannwirdb>g>B>G. 


> b= 


Sr 


— 


11.2 Vergrößernde optische Instrumente 


#4 ——————d 


ng 


t, 


1 Zwischenbild 





virtuelles Bild - 
im Unendlichen 


Abbildung 11.10 Grundprinzip des Strahlengangs im Mikroskop 


Das Okular L> wirkt als Lupe für das Zwischenbild. Es gilt: 


G:-b 
tane= Bı/h = ——. 
g.R 
Ohne Mikroskop wäre der Sehwinkel &u bei einem Abstand so 
des Gegenstandes vom Auge: 


taneo = —. 
SO 
Die Winkelvergrößerung des Mikroskops ist daher: 


Gb b 
a, (11,5) 
Gen Eh 
Mit dem Abstand d = b + f zwischen L; und L; ergibt sich 
wegen g x fi: 
_ (d=-R)so 


ıR 





VM 


Vm (11.6) 


Beispiel 


Te ven, cemrda = Wiemısy - >ycemı 
Vu = 200 <[< 


Man kann die Vergrößerung durch die Wahl der Brennweiten fi 
und f einstellen. Meistens wählt man verschiedene Objektiv- 
linsen, die man durch Drehen einer Trommel wahlweise in den 
Strahlengang bringen kann. 


Die kommerziellen Mikroskope sınd raffinierter aufgebaut als 
das einfache Schema der Abb. 11.10. Statt der Einfachlinsen 
werden Linsensysteme verwendet, welche Abbildungsfehler 
korrigieren und größere Öffnungswinkel und damit größere 
Lichtstärke erlauben. Als Beispiele sind in Abb. 11.11 die Strah- 
lengänge links für die Abbildung des Objektes gezeigt, dessen 
Bild dann auf der Netzhaut des beobachtenden Auges entsteht, 
und rechts für die Beleuchtung des Objektes, wo die Glühwen- 
del in die Augenlinse abgebildet wird, sodass man sie nicht 
direkt sieht. In Abb. 11.12 sind Aufbau und Strahlengang ei- 
nes Zeiss-Mikroskops dargestellt. Der Strahlengang ist hier über 
einen Strahlteiler gefaltet, um das Mikroskop handlicher zu ge- 
stalten. Durch wahlweise Verwendung der beiden Lichtquellen 
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Netzhaut 
Auge 


Austritts- 
pupille 


Mikroskop- 
okular 


reelles 
Zwischenbild 


AP 


Mikroskopobjektiv 
Objekt 


Kondensor 


Aperturblende 
(EP) 


Leuchtfeldblende 


Kollektor 


Lampe mit 
Glühwendel 





Abbildungsstrahlengang Beleuchtungsstrahlengang 


Abbildung 11.11 Strahlengang im Mikroskop mit Köhler’scher Be- 
leuchtung: links für die Abbildung des Objektes, rechts für die Beleuch- 
tung des Objekts. (Nach Pedrotti: Optik) 


zum Auge 






Objektebene 


AN 
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Abbildung 11.12 Schnittzeichnung durch ein kommerzielles Mikro- 
skop (nach einer Vorlage von Zeiss, Oberkochen) 


LQ1 bzw LQ2 kann das Objekt in Durchsicht oder Auflicht 
betrachtet werden. Statt des beobachtenden Auges kann eine Vi- 
deokamera eingesetzt werden. 


vom weit entfernten Objekt 





Be 
Planet P Dr 
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Abbildung 11.13 a Zur Vergrößerung des Kepler’schen Fernrohrs. 
b Bestimmung des Winkeldurchmessers eines Planeten als Winkel 2& 
zwischen den Strahlen von entgegengesetzten Randpunkten A und B 


11.2.3 Das Fernrohr 


Im Gegensatz zum Mikroskop, das sehr nahe an L; liegende 
Gegenstände vergrößert, ist das Fernrohr zur Vergrößerung weit 
entfernter Objekte konstruiert. Das Fernrohrprinzip wurde in 
Holland entdeckt, und Galilei baute nach diesem Prinzip ein 
astronomisches Fernrohr, das er als erster zur Beobachtung der 
Planeten einsetzte (siehe Bd. 1, Abb. 1.1) und das in modifi- 
zierter Form auch von Kepler benutzt wurde. Das Prinzip des 
Kepler’schen Fernrohrs ist in Abb. 11.13 dargestellt. Es besteht, 
analog zum Mikroskop, aus einem System von zwei Linsen. 
Hier hat jedoch L; eine sehr große Brennweite fi. Die Linse 
L; erzeugt ein reelles Zwischenbild des Objektes, welches dann 
mit der Linse L>, die als Lupe wirkt, vergrößert betrachtet wird. 


Ist der Gegenstand sehr weit entfernt (g > f), so entsteht das 
Zwischenbild mit der Bildgröße B in der rechten Brennebene 
von L|, die gleichzeitig die linke Brennebene von L; ist. Wenn 
die Achse des Fernrohrs (schwarze Gerade) auf die Mitte des 
Planeten zeigt, ist 2&9 der Winkel zwischen den Strahlen von 
gegenüberliegenden Randpunkten des Objektes. Mit &u = B/fi 
und e = B/f erhalten wir daher für die Winkelvergrößerung 
des Fernrohrs: 


„.-:-2 a _fı 
BR ZT ee, 
Ro RR 


— 11.7 
E0 eo 


Die Vergrößerung des Fernrohrs ist also gleich dem Ver- 
hältnis der Brennweiten von Objektiv und Okular. 





Abbildung 11.14 Prismenfernrohr. Mit freundlicher Genehmigung von 
Zeiss, Oberkochen 


Beispiel 


fi =2m,& =2cm> V= 100 < 


Anmerkung. Gleichung (11.6) geht in (11.7) über, wenn d = 
fi +h 1ıstundso = fı. < 





Abbildung 11.15 Fernrohr mit einer Zerstreuungslinse als Okular (ga- 
lileisches Fernrohr). a Winkelvergrößerung bei unendlich entferntem 
Gegenstand; b Erzeugung eines aufrechten Bildes bei endlicher Gegen- 
standsweite 
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Will man (z. B. bei der Beobachtung irdischer Objekte) die Um- 
kehrung des Bildes im Fernrohr vermeiden, so kann man entwe- 

der Umkehrprismen verwenden (Prismenfernrohr, Abb. 11.14) 

oder als Okular eine Zerstreuungslinse (Abb. 11.15). 


In der Astronomie werden statt des Linsenfernrohres in 
Abb. 11.13 überwiegend Spiegelteleskope benutzt (Abb. 11.16), 
weil man Hohlspiegel mit größerem Durchmesser herstellen 
kann als Linsen [6, 7]. Damit wird die Lichtstärke des Fern- 
rohrs größer (siehe Abschn. 11.4). Die größten zur Zeit gebauten 
optischen Teleskope (Europäische Südsternwarte in Chile und 
das Keck-Teleskop auf Hawaii) haben einen Spiegeldurchmes- 
ser von 10m. Es gibt verschiedene Anordnungen (siehe Bd. 4) 
für den optischen Strahlengang. Beim Cassegrain-Teleskop wird 
das vom Hauptspiegel gesammelte Licht gebündelt auf einen 
Fangspiegel reflektiert, der zwischen Brennpunkt und Haupt- 
spiegel steht und die effektive Brennweite verlängert. Er leitet 
das Licht durch ein kleines Loch im Hauptspiegel über das Oku- 
lar ins Auge bzw. auf den Detektor. Im Radiofrequenzbereich 
werden Parabolantennen mit Durchmessern D > 100 m verwen- 
det (Abb. 9.18). 


Auge =. x ie 
Okular I... >-._ ° 
Zwischen- Bi 
bild eg virtuelles 
> Bild im 

Unendlichen 

a) 
Paraboloid 








Okular 
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b) 


Abbildung 11.16 Spiegelteleskop: a Schematische Darstellung der 
Winkelvergrößerung; Bei realen Teleskopen wird das Licht vor dem 
Okular durch einen kleinen Spiegel seitlich aus dem Einfallsstrahl her- 
ausgelenkt. b Cassegrain-Teleskop 
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11 Optische Instrumente 


11.3 Die Rolle der Beugung 
bei optischen Instrumenten 


Wir hatten im Abschnitt 11.2 diskutiert, dass durch die Ver- 
größerung mit Hilfe optischer Instrumente feinere Details des 
Gegenstandes erkannt werden können. Diese Erhöhung des 
räumlichen Auflösungsvermögens wird begrenzt durch die Beu- 
gungserscheinungen. Dies soll an zwei Beispielen, dem Fern- 
rohr und dem Mikroskop, illustriert werden. 


11.3.1 Auflösungsvermögen des Fernrohrs 


Wir betrachten in Abb. 11.17b das Bild zweier Sterne $; und 
5, mit dem Winkelabstand ö. Wegen ihrer großen Entfernung 
können die Sterne als punktförmige Lichtquellen angesehen 
werden, sodass das Licht von jedem Stern als ebene Welle 


Bildebene 
X4 — 
(x) 1224: /D 
D x=0 








behandelt werden kann. Wegen der Beugung an der begren- 
zenden Öffnung einer Teleskoplinse mit Durchmesser D ist das 
Zwischenbild in der Brennebene von L; kein Punkt, sondern 
es entsteht eine radıial-symmetrische Intensitätsverteilung (siehe 
Abb. 10.41), deren Verlauf entlang der x-Achse in der x-z-Ebene 
in Abb. 11.17a für einen einzelnen Stern dargestellt ist. Der 
Durchmesser dgeus des zentralen Beugungsmaximums zwischen 
den Nullstellen der Besselfunktion ist nach Abschn. 10.5 gege- 
ben durch 

ABeug = 2fı * SIN ABeug 7 2,44 -fiA/D. (11.8a) 
In Abb. 11.17b sind die beiden beugungsbedingten Intensi- 
tätsverteilungen der Bilder zweier nahe benachbarter Sterne 
gezeigt. Beobachtet wird die Überlagerung der beiden Vertei- 
lungen /,(x — xı) und h(x—-x) um die beiden Bildpunkte 
F1(x1,20) und Fa (x2, zo) in der Brennebene z = zo. 


Wenn das Hauptmaximum von /ı (x) der Beugungsstruktur von 
5; näher an x2 rückt als das erste Minimum von 72 (X — x2), lässt 
die Überlagerung /(x) = Iı + b keine getrennten Maxima mehr 





Abbildung 11.17 Zur Begrenzung des Winkelauflösungsvermögens eines Fernrohres durch die Beugung an der Teleskopöffnung. a Beugungsbe- 
dingte Intensitätsverteilung in der Brennebene von L; bei punktförmiger Lichtquelle. b Überlagerung der gerade noch auflösbaren Bilder zweier 
Lichtquellen. e Beugungsbild zweier auflösbarer punktförmiger Lichtquellen. d Rayleighgrenze der Auflösung. [c, d aus M. Cagnet, M. Francon, 
J.C. Thrierr: Atlas optischer Erscheinungen (Springer, Berlin, Göttingen 1962)] 


erkennen, d.h. man kann nicht mehr entscheiden, ob es sich 
um zwei getrennte Lichtquellen S|; und 5» handelt (Rayleigh- 
Kriterium, sıehe Aufg. 11.4 und Abschn. 11.5.3). Da das erste 
Minimum bei einem Winkelabstand © = 1,22: /D liegt (siehe 
Abschn. 10.5), ist der kleinste noch auflösbare Winkelabstand 
begrenzt auf 


Sin = 122-A/D. (11.8b) 


Bei diesem Winkelabstand hat die Überlagerung der beiden Bes- 
selfunktionen /ı(x — xı) + h(x — x») noch zwei erkennbare 
Maxima bei x = xı und x = x» mit einer Einbuchtung 


I(x = + %2)/2) 0,85: 





Wir definieren deshalb als beugungsbegrenztes Winkel- 
auflösungsvermögen die Größe 

Res RN... (11.8c) 

ME on u 


Das räumliche Auflösungsvermögen eines optischen In- 
strumentes ist also begrenzt durch das Verhältnis D/A von 
Durchmesser D der Instrumentenöffnung zu Wellenlänge 


A. 


Beispiel 


De = (mem Amer om oe nad 
—= 19" dla = oA « 


Diese beugungsbegrenzte Auflösung spielt allerdings für Te- 
leskope mit D > 10cm auf der Erde im Allgemeinen keine 
Rolle, da die Auflösung durch statistische Fluktuation des 
Brechungsindex der Erdatmosphäre (Luftunruhe) auf etwa 1” 
beschränkt ist. Mit einer speziellen Technik, der Speckle-Inter- 
ferometrie [8, 9], oder auch bei Verwendung adaptiver Optik 
(Abschn. 12.3) lässt sich die Luftunruhe teilweise „überlisten‘“, 
sodass man auch mit großen Teleskopen fast beugungsbegrenzte 
Winkelauflösung erreichen kann. 


Beim Hubble-Teleskop im Weltraum entfällt die Luftunruhe 
völlig, und man erreicht in der Tat die beugungsbegrenzte 
Auflösung. Bei einem Spiegeldurchmesser von D = 2,4m 
bedeutet dies bei einer Wellenlänge A = 500 nm eine Winke- 
lauflösung von 2,54 - 10°’ rad 2 0,052”. Dies entspricht einer 
räumlichen Auflösung auf dem Mond (380 000 km Entfernung) 
von AXnin = 96 m. 


11.3 Die Rolle der Beugung bei optischen Instrumenten 


11.3.2 Auflösungsvermögen des Auges 


Die Pupille des menschlichen Auges hat einen Durchmesser D, 
der, je nach einfallender Lichtintensität, zwischen Imm und 
8 mm variieren kann. Die Augenlinse erzeugt dann von einer 
punktförmigen Lichtquelle (bei Vernachlässigung aller Linsen- 
fehler), aufgrund der Beugung ein Beugungsscheibchen auf der 
Netzhaut, das einen Durchmesser (siehe Abschn. 10.5.2) 


dßeug = 2,44 Xf/D 


hat. Für grünes Licht (A = 550nm), das im Augapfel (Bre- 
chungsindex n = 1,33) zuA = 413nm wird, ergibt dies für 
f = Mmm, D = 2 mm: 


dßeug 7 1Oum. 


Dies entspricht etwa dem mittleren Abstand der Lichtrezepto- 
ren (Zapfen) in der Zone des schärfsten Sehens (Fovea), wo die 
Packungsdichte der Rezeptoren maximal ist. 


Die entsprechende beugungsbedingte Winkelauflösung für A = 
550nmistö x 1,22X/D x 1’ x 2,9-10”* rad, sodass das Auge 
nur Strukturen bis zu minimalen Abständen 


Axnin = 50 * Önin & 25cm - 2,9: 10°* x 70 um 


auflösen kann, wenn sich der Gegenstand in der deutlichen Seh- 
weite so befindet. 


Anmerkung. Das Auflösungsvermögen hängt auch ab von der 
Form des Gegenstandes und vom Kontrast. < 


11.3.3 Auflösungsvermögen des Mikroskops 


Auch beim Mikroskop ist die erreichbare räumliche Auflösung 
prinzipiell durch die Beugung begrenzt. 


Wir betrachten in Abb. 11.18 einen Punkt P} des beleuchteten 
Objektes in der Beobachtungsebene, die den Abstand g von der 
Objektivlinse L; mit Durchmesser D hat. 


In der Bildebene im Abstand 5b von L; entsteht als Bild des 
Punktes Pı ein Beugungsscheibchen mit dem Fußpunktdurch- 
messer der zentralen Beugungsordnung 


dgeug = 2,44-X:b/D. 


Damit ein benachbarter Punkt P5 des Objektes mit Abstand 
Ax = PıP> noch als räumlich getrennt von Pı beobachtbar 
ist, muss der Abstand der Maxıma beider Beugungsscheibchen 
mindestens 0,5 dgeug = 1,22Ab/D betragen. Dies entspricht 
nach der Abbildungsgleichung einer Linse einem Objektabstand 





l 
Akısin — < 


8 g 
Eu E 
JeaeT D 


Im allgemeinen Fall liegt die Objektebene praktisch in der Bren- 
nebene von Lı, sodass g = f und die Bildweite b sehr groß wird. 
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Bild von Bild von P; 

Py 

TEE u ee er _  Zwischen- 
bildebene 
Objektebene 


Abbildung 11.18 Zur Herleitung des Auflösungsvermögens eines Mi- 
kroskops 


Dann erhält man aus Abb. 11.19 die Relationen 


/ 


b 
weilb > gundb > Ax. 





tand.i., = <1> tanduin 7 Imin 


Ebenso: 


D/2 


b 

D 1,22% 

— Nx: iDDy- a. , e-=s j 
x = (D/2) Emn= 72 '77 


tanao’ x @ = 





= 0,614. (11.9) 


Für die Abbildung gilt die Abbe’sche Sinusbedingung (9.40) 


Ax-sin@ = Ax - sin@ = Ax -« (11.10) 
AxX a 5 0,61% 


> Ar 
sin & 





(11.10a) 
sin «& 


Durch Verwendung von Immersionsöl mit einem großen Bre- 
chungsindex (n = 1,5) zwischen Objekt und Objektiv lässt sich 





Abbildung 11.19 Zur Herleitung des Abbe’schen Beugungsgrenze der 
Auflösung 


wegen A„ = Ao/n ein Faktor 1,5 für die Auflösung gewinnen. 
Man erhält damit 


Ao 


TS | 
2n - sin«& 


(11.11a) 


Man nennt die Größe n - sina die numerische Apertur (NA) des 
Mikroskops. Damit lässt sich (11.11a) schreiben als 


A 
Axnin = 0,61 — . (11.11b) 
NA 
Beispiel 
a sine, Werd.h2.02 106) 
— NA ID RN, 203). << 


In Worten: 


Strukturen, die kleiner sind als die halbe Wellenlänge 
des beleuchtenden Lichtes, können nach der Abbe’schen 
Theorie nicht aufgelöst werden. 


Um eine höhere Auflösung zu erreichen, muss die Wellenlänge 
\ verringert werden. Deshalb wird intensiv an der Entwicklung 
der Röntgenmikroskopie (mit Fresnel-Linsen) gearbeitet, oder 
man verwendet zur Auflösung kleiner Strukturen Elektronen- 
mikroskope (siehe Bd. 3). 


Inzwischen gibt es jedoch Verfahren, bei denen die Beugungs- 
grenze auch mit sichtbarem Licht überwunden werden kann 
(siehe Abschn. 12.2 und Bd. 3). 


11.3.4 Abbe’sche Theorie der Abbildung 


Dass die Beugung für die Abbildung eine entscheidende Rolle 
spielt, wurde bereits von Ernst Abbe (1840-1905) erkannt, der 
dies anhand der Bildentstehung im Mikroskop (Abb. 11.20) ıl- 
lustrierte. 


Ein Objekt (z.B. zwei Spalte $j und 5, mit dem Abstand d) 
werde von unten mit parallelem Licht beleuchtet. Die nullte 
Beugungsordnung erscheint in der Richtung des durchgehen- 
den Lichtes. Sie enthält jedoch keine Information über den 
Spaltabstand. Erst die höheren Beugungsordnungen, die bei den 
Winkeln ©,, gegen die Einfallsrichtung erscheinen, geben we- 
gen 


4:50 0, mel- mei...) 


Auskunft über den Spaltabstand d. Man sieht aus Abb. 11.20, 
dass zur Entstehung der Bilder 3, und 55 sowohl die +1. als 
auch die —1. Beugungsordnung notwendig ist. 


Brennebene 


Objektivlinse 


Beugungsordnungen 





Beleuchtung 


Abbildung 11.20 Zur Abbe’schen Theorie der Bildentstehung im Mi- 
kroskop 


Die Objektivlinse L| des Mikroskops muss also mindestens das 
Licht der £1. Beugungsordnung unter dem Winkel ©, noch 
erfassen können, d.h. die numerische Apertur NA muss bei Ver- 
wendung von Immersionsöl mit Brechungsindex n mindestens 


A 
NA = nsina > nsind, = 7 (11.12) 


sein, um die räumliche Auflösung Axyin = d zu erreichen. Dar- 
aus ergibt sich 


A y. 
d> - —u 
nsına NA 


was bis auf einen Faktor 0,6 mit (11.11b) übereinstimmt. 





Experimentell kann man die Abbe’sche Abbildungstheorie ein- 
drucksvoll demonstrieren, indem man ein Kreuzgitter in der 
x-y-Brennebene von L; mit parallelem Licht von hinten be- 
leuchtet und hinter L; zwei zueinander senkrechte Spalte in 
x- bzw. y-Richtung mit variabler Spaltbreite stellt (Abb. 11.21). 
Wird einer der beiden Spalte so weit verengt, dass nur noch 
die nullte Beugungsordnung des Gitters durchgelassen wird, so 
verschwindet im Gitterbild in der Beobachtungsebene 2} die 
Struktur des Gitters in einer Richtung, aus dem Kreuzgitter 
wird ein Strichgitter mit den Strichen senkrecht zur Richtung 
des engen Spaltes. Verengt man auch noch den anderen Spalt, 
so verschwindet die Gitterstruktur in der Bildebene vollständig. 
Durch einen Strahlteiler St kann ein Teil des Lichtes abgelenkt 
werden, um in der Ebene B,> die Fraunhofer’sche Beugungs- 
struktur des Gitters zu beobachten, sodass man sehen kann, 
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in x-Richtung 
verstellbare 
Blende 


Beobachtungs- 
ebene B; 


Objekt des Gitters 






St 


Bild eines 
Gitterpunktes 


z 


Beobachtungsebene B, 
der Beugungsordnungen x 


Abbildung 11.21 Zur Demonstration der Abbe’schen Theorie 


welche Beugungsordnungen von der Blende durchgelassen wer- 
den. 


Im Rahmen der Fourierdarstellung der Beugung (Abschn. 10.8) 
lässt sich die Fraunhofer’sche Beugungsstruktur als Fourier- 
transformierte der Feldverteilung in der Beugungsebene anse- 
hen. Das Bild des Objektes ın der Beobachtungsebene 2; ist 
dann durch die Fouriertransformierte der Beugungsverteilung 
gegeben. Fehlen räumliche Strukturen in der Beugungsvertei- 
lung (weil sie durch die Blende abgeschnitten werden), so fehlen 
die entsprechenden Fouriergrößen im realen Bild, d.h. die Kon- 
turen des Bildes werden verwaschen (siehe Kap. 12). 


11.3.5 Überwindung der klassischen 
Beugungsgrenze 


In den letzten Jahren sind mehrere Verfahren entwickelt wor- 
den, welche die klassische, bisher als prinzipiell angesehene 
Auflösungsgrenze überwinden können. Als Beispiele sollen hier 
dienen 


a) die konfokale Mikroskopie (Abschn. 12.1) 

b) die optische Nahfeld-Mikroskopie (Abschn. 12.2) 

c) die 47-Mikroskopie (dieser Abschnitt) 

d) die „stimulated depletion-spectroscopy“ (dieser Abschnitt). 


Alle diese Verfahren widersprechen nicht der Abbe’schen Theo- 
rie, sondern sie erreichen die höhere räumliche Auflösung ent- 
weder durch die räumliche Begrenzung des von dem bestrahlten 
Objekt ausgesandten Lichtes mithilfe räumlicher Filter (a) oder 
die Begrenzung der räumlichen Ausdehnung der Lichtquelle (b) 
oder sie nutzen die destruktive Interferenz zweier gegenläufiger 
kohärenter Lichtwellen aus (c) oder sie unterdrücken das vom 
bestrahlten Objekt ausgesandte Licht an fast allen Orten außer 
in einem sehr kleinen Volumen, sodass dadurch die räumliche 
Auflösung verbessert wird (d). 


Solche Verfahren benutzen die hohe Intensität und die Kohä- 
renzeigenschaften von Lasern als Lichtquellen (siehe Bd. 3, 
Kap. 8). Sie konnten deshalb zu Abbes Zeiten noch nicht er- 
funden werden. 
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Abbildung 11.22 Zur Definition der Rayleigh-Länge 


In vielen Fällen spielt nicht nur die laterale Auflösung (senk- 
recht zur Achse des Mikroskops) sondern auch die axiale 
räumliche Auflösung in Richtung der Lichtausbreitung eine 
Rolle. Beim normalen Mikroskop ist dies die Rayleigh-Länge zr 
(2zr gibt die Strecke um den Fokus an, innerhalb der sich der 
Durchmesser des fokussierten Lichtbündels um den Faktor Y2 
ändert (Abb. 11.22), der Querschnitt sich also verdoppelt gegen- 
über dem Minimalwert rw; im Fokus). Die Rayleigh-Länge ist 
ZzR= zw /A, wobei 2wo der Durchmesser des Lichtbündels im 
Fokus ist und A die Wellenlänge des Lichtes. Setzt man für wo 
die kleinste noch auflösbare Strecke Ax = 0,7A inLuft(n = 1) 
ein, so erhält man die Rayleigh-Länge zr * 1,54. 


Hier kann eine von St. Hell [10, 11] entwickelte 
„4rr-Anordnung“ die axiale Auflösung deutlich verbessern. Das 
durch die Probe laufende kohärente Licht mit Amplitude £} (es 
wird ein Laser verwendet) wird von einem sphärischen Spie- 
gel reflektiert und wieder in den Fokus der hinlaufenden Welle 
fokussiert (Abb. 11.23). Hier entsteht durch Überlagerung der 


70-140 nm 


Spiegel 





’ Fluoreszenz 


a) | Detektor 


b) ZFokus £ 


Abbildung 11.23 a 4-n-Geometrie zur Verbesserung der axialen Auf- 
lösung, b Intensität der von der Probe im Fokus emittierten Fluoreszenz 


beiden Wellen die Interferenzamplitude 
E(z,r,6) = Eı@,r,®) + Ex(=2,r,$) 
einer stehenden Welle mit der Intensitätsverteilung 
Kz,r,6g)=|EiE+E|?=E!+E3 +2E, -E,-cos(kz + $). 


Der letzte Term beschreibt die Interferenz zwischen einfallen- 
dem und reflektiertem Strahl, die zu Intensitätsmaxima und 
-minima im Abstand einer halben Wellenlänge X führen. We- 
gen der starken Aufweitung des Laserstrahls auf beiden Seiten 
des Fokus nimmt die Intensität sehr stark ab mit wachsendem 
Abstand vom Fokus. Deshalb hat nur das zentrale Interferenz- 
maximum im Fokus merkliche Intensität. Die Intensität der 
weiteren Maxima sinkt mit 1/r‘, wenn r der Radius des La- 
serstrahls ist. Beim nächsten Interferenzmaximum bei z = A/2 
ist r bereits von wo im Fokus auf 


„27172 
mw; 
on |14(2) | 


angestiegen, wobei f die Brennweite der abbildenden Linse ist 
und w, der Strahldurchmesser auf der Linse. Für typische Werte 
f = 2w, erhält man r(z = A/2) = 3,6 - wo. Die Intensität 
I(z = A/2) des nächsten Interferenzmaximums ist dann nur 
noch 7,7 % der Intensität des zentralen Maximums im Fokus. 





Häufig wird eine Zwei-Photonen-Absorption verwendet, so dass 
dann die Intensität mit 1/r* sinkt und das nächste Maximum nur 
noch 0,6 % des zentralen Maximums erreicht. 


Weil die Intensität im Fokus am höchsten ist und mit zunehmen- 
dem Abstand vom Fokus stark abnimmt, wird die Intensitäts- 
verteilung /(z) im Fokus ein schmales Maximum haben mit der 
vollen Halbwertsbreite Az x X /4. Dies ist eine Verbesserung 
um den Faktor 6 gegenüber der herkömmlichen Methode. Be- 
obachtet wird die vom Probevolumen im Fokus senkrecht zum 
Laserstrahl ausgesandte Fluoreszenz durch ein Mikroskop. Für 
biologische Proben kann man noch Strukturen in Zellen die klei- 
ner als A /5 sind auflösen. 


Auch die radiale Auflösung kann erheblich verbessert werden 
durch ein Laser-Verfahren, bei dem die Moleküle durch einen 
Laser mit einem radialen Gaußprofil /(r) = In exp[-(r/a)?] an- 
geregt und durch einen zweiten Laser mit einem zentrischen 
radialen Ringprofil abgeregt werden, sodass nur ein enger Be- 
reich um r = 0 an angeregten Molekülen übrig bleibt, die zur 
Fluoreszenz beitragen [11]. 


Mit dieser Methode, welche die räumliche Auflösung um eine 
Größenordnung steigert, kann man Details im Inneren von Zel- 
len auflösen und in vivo beobachten. Dies hat für die Biologie 
und Medizin eine sehr große Bedeutung. Der Erfinder dieser 
Methode, Prof. Stefan Hell, erhielt 2013 dafür den Nobelpreis 
für Chemie. 


Eine weitere Methode zur Verbesserung der radialen Auf- 
lösung ist die konfokale Mikroskopie, die im Abschn. 12.1 
behandelt wird, oder die im Abschn. 12.2 vorgestellte Nahfeld- 
Mikroskopie [12, 13]. 


11.4 Die Lichtstärke 
optischer Instrumente 


Neben der räumlichen Auflösung ist für viele Anwendungszwe- 
cke die Lichtstärke optischer Instrumente von entscheidender 
Bedeutung. Beispiele dafür sind Fotoapparate, astronomische 
Teleskope, Diaprojektoren, Spektrographen etc. 


Die von einem optischen Instrument durchgelassene Lichtleis- 
tung hängt von der seitlichen Begrenzung der das Gerät durch- 
setzenden Lichtbündel ab. Diese Begrenzungen können durch 
die Linsenfassung, durch zusätzliche Blenden im Strahlengang 
oder durch die Größe von Prismen oder Gittern in Spektrogra- 
phen bestimmt sein. 


Wir bezeichnen den allen Lichtbündeln gemeinsamen Quer- 
schnitt auf der Objektseite des Instruments als Eintrittspupille, 
während dieser auf der Bildseite Austriftspupille heißt. 


Bei der einfachen Abbildung eines Gegenstandes durch eine 
Linse (Abb. 11.24) ist der Linsenquerschnitt die gemeinsame 
Eintritts- und Austrittspupille. Setzt man jetzt eine Blende B in 
den Objektraum vor der Linse (Abb. 11.25), so begrenzt diese 
Blende den maximalen Öffnungswinkel $2 für Licht, das von je- 
dem Punkte P des Gegenstandes G ausgesandt wird, und damit 
auch die sammelbare Lichtleistung. Die Blende wirkt als Ein- 
trıttspupille. Das reelle Bild der Blende in der Bildebene wirkt 
als Austrittspupille, die nur bildseitige Lichtbündel mit dem Öff- 
nungswinkel 52’ durchlässt. 


Ein- und Austrittspupille 





Abbildung 11.24 Bei einer Abbildung durch eine Linse ist ohne 
weitere Blenden im Strahlengang die Linsenfassung Eintritts- und Aus- 
trittspupille 


Austritts- 
pupille 


Eintritts- 
pupille 





Bild der 
Blende B' 


Abbildung 11.25 Die Blende B im Objektraum wirkt als Eintrittspu- 
pille, ihr reelles Bild B’ im Bildraum als Austrittspupille, falls nicht 
weitere, noch engere Begrenzungen in den Strahlengang eingeführt 
werden 


11.4 Die Lichtstärke optischer Instrumente 


Kondensor Schirm 





beleuchtete 
Fläche 


Abbildung 11.26 Optischer Aufbau eines Diaprojektors 


Da ein selbstleuchtender Gegenstand im Allgemeinen Licht 
in den gesamten Raumwinkel 4 abstrahlt, ıst die vom In- 
strument durchgelassene Strahlungsleistung proportional zum 
Raumwinkel £2, der von der Eintrittspupille erfasst wird. Steht 
der Gegenstand in der Brennebene der das Licht sammelnden 
Linse mit der Brennweite f und liegt die Eintrittspupille mit 
Durchmesser D ın der Linsenebene (z.B. beim Photoapparat), 
so ist der erfasste Raumwinkel für D<f 


on nD’ja nr (2) | 
u a\f 





(11.13) 


Vergrößerung des Blendendurchmessers D um den Faktor Y2 
erhöht die Lichtintensität auf das Doppelte. In der Photogra- 
phie wird häufig der Kehrwert f/D als Blendenzahl oder F-Zahl 
angegeben. Beim Photoapparat heißt z.B. „Blende 8“, dass 
f/D = 8 ist. Bei einer Brennweite f = 4Omm > D = 5 mm. 
Bei „Blende 11“ ıst D = 3,6mm. Dann wird gerade die halbe 
Intensität durchgelassen. 


Wir wollen uns das Problem der Lichtstärke nochmals am Bei- 
spiel des Diaprojektors anschauen (Abb. 11.26). 


Das von einer hellen Lampe ausgesandte Licht wird teilweise 
von einer Kondensorlinse (möglichst großes Verhältnis D/f) ge- 
sammelt. Um auch das ın die Rückwärtsrichtung ausgesandte 
Licht zu nutzen, wird ein sphärischer Spiegel verwendet, der 
das Licht zurück in die Lampe und weiter durch den Konden- 
sor schickt. Das Diapositiv wird an einer Stelle eingeschoben, 
an der das Lichtbündel einen vergleichbaren Querschnitt hat, 
sodass das Diapositiv vollständig und gleichmäßig ausgeleuch- 
tet wird. Jeder Punkt des Diapositivs wird nun über die Linse 
L> (Objektiv) auf den Projektionsschirm abgebildet. Die Größe 
B des Projektionsbildes ist bei einer Größe G des Diapositivs 


durch 
b 
B=-G 
8 


bestimmt, wobei b der Abstand zwischen Projektionsschirm und 
bildseitiger Hauptebene des Objektivlinsensystems L> und g 
zwischen Dia und gegenstandsseitiger Hauptebene von L> ist. 
Die beiden Größen g und 5 sind nicht unabhängig voneinander, 
sondern sie hängen über die Linsengleichung 
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11 Optische Instrumente 


miteinander zusammen. Das von der Kondensorlinse entworfe- 
ne Bild des Glühfadens darf natürlich nicht auf dem Projektions- 
schirm liegen. Dies kann durch geeignete Wahl von fı, f und g 
vermieden werden. Üblicherweise liegt es zwischen den beiden 
Objektivlinsen. 


11.5 Spektrographen 
und Monochromatoren 


Um die spektrale Verteilung /(A) der von einer Lichtquelle 
ausgesandten Strahlung zu messen, benutzt man entweder Inter- 
ferometer, die eine wellenlängenabhängige Transmission haben 
(siehe Abschn. 10.4.1) oder Spektrographen, die eine räumliche 
Trennung von Strahlen mit unterschiedlichen Wellenlängen be- 
wirken. Man unterscheidet zwischen Prismenspektrographen 
(Abb. 11.27), bei denen die Dispersion n(A) des Brechungsindex 
ausgenutzt wird, die zu wellenlängenabhängigen Brechungs- 
winkeln führt, und Gitterspektrographen, die zur räumlichen 
Trennung die wellenlängenabhängige Beugung und Interfe- 
renz an einem Reflexionsgitter ausnutzen (Abb. 11.28). In allen 
Spektrographen wird ein Eintrittsspalt S; durch Linsen oder 
Spiegel in die Beobachtungsebene abgebildet. 


Bringt man in der Beobachtungsebene einen Spalt S> an, so 
lässt dieser, je nach Breite Ax, nur ein begrenztes Wellenlän- 
genintervall AA = (dA/dx) Ax, das durch die reziproke Wel- 


Abbildung 11.28 Gittermonochromator (Ph.D. = Photodetektor) 


dispergierendes 
Element 





Abbildung 11.29 Zusammenhang zwischen Winkeldispersion und la- 
teraler Dispersion 


lenlängendispersion (dx/dA)"' = dA/dx des Spektrographen 
bestimmt ist, zum Strahlungsdetektor durch. Der Spektrograph 
ist dadurch zum Monochromator geworden. Man kann die ge- 
wünschte Wellenlänge A; einstellen, indem man den Spalt in der 
Beobachtungsebene verschiebt oder das Gitter in Abb. 11.28 um 
eine senkrechte Achse dreht. 


Das dispergierende Element (Prisma oder Gitter) bewirkt einen 
wellenlängenabhängigen Winkel 6 des parallelen Strahlenbün- 
dels (Abb. 11.29), das durch die Objektivlinse L> (bzw. den 
Hohlspiegel Sp,) in die Beobachtungsebene fokussiert wird. Die 
laterale Versetzung x(A) der Spaltbilder S;(A) ist dann durch 


dQ 
Ax=xA + AA) -x() er AA 


gegeben. Sie hängt von der Winkeldispersion d$/dA und von 
der Brennweite f der Objektivlinse ab. 


11.5.1 Prismenspektrographen 


Das Licht der zu untersuchenden Lichtquelle LO wird durch 
die Linse Lo auf den Eintrittsspalt S; abgebildet, der in der 
Brennebene der Kollimatorlinse L; steht (Abb. 11.27). Das von 
Sı ausgehende Licht wird daher durch L, in ein paralleles 
Strahlenbündel transformiert, welches das Prisma P durchsetzt. 
Aufgrund der Dispersion werden die verschiedenen Farbantei- 
le verschieden stark gebrochen und kommen daher hinter dem 
Prisma als parallele Bündel mit unterschiedlichen Richtungen 
des Wellenvektors an. Die Linse L> entwirft dann in der Be- 
obachtungsebene B räumlich getrennte Spaltbilder S>(X;) für 
die verschiedenen Wellenlängen A;. Der Ablenkwinkel O(A) ist 
nach (9.20) für den symmetrischen Strahlengang (der bei Pris- 
menspektrographen ım Allgemeinen vorliegt) durch 


dd 2 sin(y/2) dn 


aA Y1-n?sin’(y/2) a 


(11.14) 


n 
2,0- 
Schwerstflint 
1,8 + 
Schwerflint 
1,6 + 
ee Kronglas 
Suprasil 
14F Fluorite 


1,9. {Il 1. 
200 300 400 500 600 700 800 


A/nm 


Abbildung 11.30 Dispersionskurven für verschiedene optische Mate- 
rıalien 


gegeben, hängt also vom Prismenwinkel y und von der Disper- 
sion dn/d\ des Prismenmaterials ab (Abb. 11.30). 


Beispiel 


BeiA = 500nm gilt für Flintglas n = 1,81, dn/d\ = 
4400/cm. Für ein gleichseitiges Prisma erhält man da- 
durch: d9/dA = 1,02- 10° rad/nm. Zwei Wellenlängen, 
die um 1Onm verschieden sind, werden dann in einem 
Flintglas-Prismenspektrometer mit einer Brennweite 5 = 
40 cm in der Beobachtungsebene um 4,1 mm voneinander 
räumlich getrennt. <4 


Der Vorteil des Prısmenspektrographen ist sein kompakter Auf- 
bau und die eindeutige Zuordnung der Wellenlängen A;(x;) aus 
ihrer Lage x; in der Beobachtungsebene. Ihr Nachteil ist die 
relativ geringe Wellenlängendispersion und damit ihre mäßige 
spektrale Auflösung. 


Beispiel 


Bei einer Spaltbreite von b = 100 um lassen sich mit den 
Daten des vorherigen Beispiels zwei Spektrallinien noch 
trennen, wenn ihr Wellenlängenabstand AX > £:dO/dA- 
b = 0,25 nm ist. = 


Es können nur solche Spektralbereiche untersucht werden, in 
denen das Prisma nicht absorbiert. Im ultravioletten Bereich 
muss man deshalb Prismen aus synthetischem Quarzglas (Su- 
prasil) verwenden, im infraroten Spektralbereich kommt LiF 
oder NaCl in Betracht, im Vakuum-Ultraviolett (VUV) Fluorite 
wie MgF oder LiF. Da die Dispersion dn/d%\ in der Nähe von 
Absorptionsbereichen besonders groß wird, muss man einen 
Kompromiss schließen zwischen hoher spektraler Auflösung 
und hoher Transmission. 


11.5 Spektrographen und Monochromatoren 


11.5.2 _ Gittermonochromator 


In einem Gittermonochromator (Abb. 11.28) wird das vom Ein- 
trittsspalt S; kommende divergente Licht durch den sphärischen 
Spiegel Sp, zu einem parallelem Lichtbündel geformt, wenn Sı 
in der Brennebene von Sp, liegt. Das parallele Licht trifft unter 
dem Winkel & gegen die Gitternormale auf ein Reflexionsgitter 
(Abb. 10.45). Die von den einzelnen Gitterfurchen reflektierten 
Teilbündel interferieren nach (10.50) konstruktiv in derjenigen 
Richtung ß, für welche die Gittergleichung 

d(sna +sinß)=m-A (11.15) 
erfüllt ist. Bei festem Einfallswinkel & hängt die Richtung ß des 
reflektierten konstruktiv interferierenden Lichtes nach (11.15) 
von der Wellenlänge X ab. Das reflektierte parallele Lichtbündel 
wird vom Hohlspiegel Sp, auf den Austrittsspalt S> fokussiert, 
hinter dem sich der Strahlungsempfänger befindet. 


Die Winkeldispersion dß/dA = (dA/dß)"! erhält man durch 
Differentiation von (11.15) nach ß zu 





dp m 
Be 11.16 
dA  d-cosß 
(* co®a 24 . ) 
= | ——— + —— sina@ A 
m m 


Man sieht also, dass die Winkeldispersion durch Gitterkonstan- 
te d, Interferenzordnung m, Wellenlänge A und Einfallswinkel 
a& bestimmt wird und mit zunehmender Interferenzordnung m 
ansteigt. 


Der räumliche Abstand zwischen zwei Wellenlängen Aı und 
A2 = Aı + AA in der Beobachtungsebene ist damit: 


d m:AA 
rap nr F 


En (11.17) 


11.5.3 Das spektrale Auflösungsvermögen 
von Spektrographen 


Als spektrales Auflösungsvermögen eines Spektrographen wird 
der Quotient A /AA definiert, wobei AA = Aı -A> der minimale 
Abstand zweier Wellenlängen A|, A» ist, für den in der Beob- 
achtungsebene noch zwei getrennte Bilder des Eintrittsspaltes 
erhalten werden. 


Ohne Beugung würde dem Bild des Eintrittsspaltes der Breite b 
bei Beleuchtung mit monochromatischem Licht eine rechteck- 
förmige Intensitätsverteilung /(x) entsprechen (Abb. 11.31a), 
deren Breite durch den Abbildungsmaßstab f/fi gegeben ist, 
wobei fj, f die Brennweiten der Linsen L;, L> in Abb. 11.27 
bzw. der Spiegel Sp,, Sp, in Abb. 11.28 sind. Bei den meisten 
Spektrographen ist fi = P, sodass B = b ist. 
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11 Optische Instrumente 


I(x) 


x(A) X —| Ax=B+2f,Na + x 
a) B — (f/f4) ” b b) 
I(x) 
= 21,Ma I x 
c) 


Abbildung 11.31 Intensitätsprofil /(x) in der Beobachtungsebene. 
a Ohne Beugung bei endlicher Spaltbreite b > A; mit Beugung; b für 
b—>o0O 


Durch die Beugung an der Eintrittspupille mit Durchmesser a 
(dies kann die Fassung von L; in Abb. 11.32 oder die Beran- 
dung von Sp; in Abb. 11.23 sein) wird auch bei einem unendlich 





b) 


Abbildung 11.32 a Verbreiterung des Spaltbildes durch Beugung an 
der Begrenzung des parallelen Strahlbündels. b Überlagerung der 
Beugungsbilder des Eintrittsspaltes für zwei gerade noch auflösbare 
Wellenlängen A |, A» 


x 





Abbildung 11.33 Rayleish-Kriterium für die Auflösung von zwei 
Spektrallinien /(Aı) und /(A>) 


schmalen Eintrittsspalt (b — 0) die Intensitätsverteilung /(x) 
keine Deltafunktion werden, sondern sie wird die Beugungsver- 
teilung (10.43) in Abb. 11.31c (bzw. (10.46) in Abb. 10.41 bei 
kreisförmiger Eintrittspupille) ergeben mit einer Fußpunktsbrei- 
te Axg = 2: A /a für eine rechteckige Beugungsöffnung mit 
Breite a bzw. 2,44 : a - A/a für eine kreisförmige Öffnung mit 
Durchmesser a. (Abb. 11.32a). 


Enthält das einfallende Licht zwei eng benachbarte Wellenlän- 
gen Aı und A = Aı + AA, so ergeben sich in der Beobach- 
tungsebene B zwei gegeneinander versetzte Beugungsstrukturen 
Iı(x,Aı) und />(x, A2). Man kann sie noch als getrennte Struk- 
turen erkennen, wenn der Abstand Ax ihrer Maxima einen 
Mindestabstand nicht unterschreitet. 


Haben die Verteilungen /}(x,Aı) und h(x, 2) die gleiche Ma- 
ximalintensität, so hat die beobachtete Überlagerung /(x) = 
Iı(x,Aı) + b(x,A>2) noch eine erkennbare Einbuchtung zwi- 
schen den beiden Maxima, wenn das Beugungsmaximum von 
I, mit dem ersten Beugungsminimum von 7; zusammenfällt 
(Rayleigh-Kriterium, Abb. 11.33). Das ist der Fall, wenn der 
Abstand der beiden Maxima Ax = f - A /a ist (Abb. 11.32b). 


Aus der Intensitätsverteilung (10.45) lässt sich berechnen, dass 
dann die Einbuchtung in Abb. 11.33 gerade auf 8/r? x 0,8 der 
beiden Maxima abfällt. 


Man beachte: Obwohl die Beugung an dem wesentlich 
schmaleren Eintrittsspalt der Breite b vıel stärker ist als die 
an der Eintrittspupille mit Durchmesser a > D, hat sie doch 
keinen Einfluss auf das spektrale Auflösungsvermögen. Sie 
bewirkt, dass das eintretende Licht (zusätzlich zu seiner geome- 
trıschen Divergenz) einen größeren Divergenzwinkel erhält. Bei 
parallelem Lichteinfall auf den Eintrittsspalt würde die Intensi- 
tätsverteilung in der Ebene der Kollimatorlinse L| aufgrund der 
Beugung am Eintrittsspalt den in Abb. 11.34 gezeigten Verlauf 
haben, mit einem Beugungswinkel 9 = A /b für die halbe Win- 
kelbreite des zentralen Maximums. Wird 0 größer als der halbe 
Akzeptanzwinkel &/2 = a/(2fı) des Spektrometers, so kann 
die Kollimatorlinse das Licht nicht mehr voll erfassen, d.h. die 
transmittierte Lichtleistung sinkt drastisch, sobald die Spaltbrei- 
te 


b<2f-A/a 


wird, sodass b aus Intensitätsgründen immer größer als 2fj -A/a 
sein sollte. Dann hat (für b = 2fı - A /a) das durch Beugung an 





Abbildung 11.34 Die Beugung am Eintrittsspalt führt zu steigendem 
Intensitätsverlust, wenn A /b größer wird als a/(2f} ) 


der Apertur a verbreiterte Spaltbild die halbe Fußpunktsbreite 


A 
Ari ie (11.18) 


Mit zunehmender Spaltbreite b wird natürlich auch die Breite 
des Spaltbildes in der Beobachtungsebene B breiter. Die halbe 
Fußpunktsbreite der Intensitätsverteilung /(x) ist bei monochro- 
matischer Einstrahlung und fi = hp = f (Abb. 11.31b): 


b N 
ee 
2 a 


Dies entspricht einem Wellenlängenabstand 


Mit der minimalen Spaltbreite b = 2f- A /a wird das spektrale 
Auflösungsvermögen 


A ad) (11.19) 

A O7 2 M' 
woraus mit (11.14) bei einem Prismenwinkel y = 60° => 
siny/2 = 1/2 für den Prismenspektrographen bei meistens rea- 
lisiertem symmetrischem Strahlengang folgt: 


A a dn/dA (11.20) 
AA 2 /1-n?/4 


Ist die Eintrittspupille durch die Größe des Prismas bestimmt, so 
ist der Durchmesser a der Eintrittspupille bei einem gleichseiti- 
gen Prisma mit Basislänge Z durch a = L-cos«& / (2 sin(y/ 2)) = 


11.5 Spektrographen und Monochromatoren 


AN 


d = L/(2sin y/2) 


7 


Abbildung 11.35 Bestimmung des Durchmessers a der Eintrittspupille 
beim Prismenspektrographen, wenn das Prisma die Strahlbündelbe- 
srenzung darstellt 


L/2 für & = 60° gegeben (Abb. 11.35). Die Austrittspu- 
pille hat bei symmetrischem Strahlengang für die zentra- 
le Wellenlänge die gleiche Größe. Dann wird das spektrale 
Auflösungsvermögen des Prismenspektrographen 


A 


AA 


B dn 


1 
u 4 /1 —n2/4 dA 


durch die Größe Z des Prismas und durch die Dispersion dn/ dA 
des Prismenmaterials bestimmt. 


(11.21) 


Beispiel 


L = 10cm, n = 1,47 (synthetischer Quarz Suprasil), 
dn/dA = 1100 /cm > 


N l 10 
70T 2 0C0R 


AA  4./1T-054 


Dies bedeutet: Bei einer Wellenlänge von A = 540nm 
können noch zwei Wellenlängen getrennt werden, wenn 
ihr Mindestabstand AA = 0,14 nm beträgt. 4 


Ein größeres spektrales Auflösungsvermögen erreicht man mit 
Gitterspektrographen. Hier ist die Breite der Austrittspupille 
a = N:-d:cosß, wenn d der Furchenabstand und N die 
Zahl der beleuchteten Furchen ist (Abb. 11.28 und 11.37a). Der 
Winkelabstand Aß zwischen den Ausbreitungsrichtungen der 
gebeugten Wellen mit A; und A» = Aı + AA muss größer sein 
als die halbe Winkelbreite 


A 


AB ne 
"a  N:d:.cosß 


(11.22) 


der zentralen Beugungsordnung der an der Begrenzung durch 
die effektive Gitterbreite N - d- cos ß gebeugten Wellen. Dann 
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11 Optische Instrumente 


folgt mit (11.16) aus 








dA d cos ß 
AA = — Aß= A 
dß p m p 
ng A 
m m-N 
ee N (EIE23) 
N | 


Das spektrale Auflösungsvermögen eines Gitterspektro- 
graphen mit N beleuchteten Furchen ist also gleich dem 
Produkt aus Interferenzordnung m und der Zahl N der be- 
leuchteten Gitterfurchen. 


Zwei Wellenlängen A| und A2 = Aı + AA können bei unend- 
lich schmalem Eintrittsspalt noch aufgelöst werden, wenn die 
Maxima ihrer Intensitätsverteilungen in der Ebene des Austritts- 
spaltes den Abstand 


Ax 2 P:-cosß- Aßmin = PA/(N -d) 


haben (Abb. 11.36). 


Beispiel 


Ein Gitter mit 10cm Breite und 1200 Furchen/mm werde 
in zweiter Interferenzordnung betrieben. Bei voll ausge- 
leuchtetem Gitter ist dannA/AAX = 2-1,2-10° = 2,4: 10°. 

< 


Man sieht durch Vergleich mit dem vorigen Beispiel, dass das 
Auflösungsvermögen hier um den Faktor 50 größer ist, als beim 
Prismenspektrographen. 





1x) A HAN 
—| AxX X 
u A 
AX=f5 N .q 


Abbildung 11.36 Zum spektralen Auflösungsvermögen des Gitter- 
spektrographen 


11.5.4 Ein allgemeiner Ausdruck 
für das spektrale Auflösungsvermögen 


Man kann das Rayleigh-Kriterium für die räumliche Tren- 
nung zweier Spektrallinien, dass nämlich das Maximum der 
Beugungsverteilung /(Aı) höchstens bis an das erste Beugungs- 
minimum von /(A2) kommen darf, ganz allgemein formulieren: 


Wenn ein Maximum von /(A,) vorliegen soll, dann muss der 
maximal auftretende Wegunterschied Asm zwischen den inter- 
ferierenden Teilbündeln ein geradzahliges Vielfaches der Wel- 
lenlänge sein: 

As = 2gAı 


(q = ganzzahlig) . (11.24a) 


Dann kann man nämlich das Gesamtbündel in zwei Hälften 
aufteilen, wobei zu jedem Teilbündel in der ersten Hälfte ein 
Teilbündel aus der zweiten Hälfte existiert, dessen Weg sich um 
g-A von dem der ersten Hälfte unterscheidet, d.h. alle Teilbündel 
interferieren konstruktiv (Abb. 11.37). Beim Gitterspektrogra- 
phen ist z.B. in der ersten Interferenzordnung 2q = N. 


Soll für A, das erste Interferenzminimum auftreten unter dem- 
selben Beugungswinkel, dann gilt 








Asm = (?qg—- 1)A>r. (11.24b) 
-——N:-d | 
AS, = An u A4 
=29:A, für 
a) = (29 - 1)A2 für Imin 





b) =2F*d-cos «a 


Abbildung 11.37 Das spektrale Auflösungsvermögen jedes Spektral- 
apparates ist A/AX = Asm/A. a Beim Gitterspektrographen ist 
Asnm = N:m:X; b beim Interferometer ist As1n = 2F* :- d: cosa. 
(Zur Definition der Finesse F* siehe Abschn. 10.4.1) 


MitA = YAı : A» ergibt sich aus (11.24a,b): 
— = —., (11.25) 


In Worten: 


Das spektrale Auflösungsvermögen ist gleich dem ma- 
ximalen Wegunterschied As, interferierender Strahlen, 
gemessen in Einheiten der Wellenlänge A. 


Wegen A = c/v und JAXA/A| = |Av/v| lässt sich (11.25) mit 
Asm = c: AT, umschreiben in 


v-Ä 
[a ar 
c 


Bi 
Av 


oder 


N (11.26) 


Für jeden Spektralapparat (d.h. auch für Interferometer) ist das 
Produkt aus kleinstem noch auflösbarem Frequenzintervall Av 
und größter Laufzeitdifferenz AT, der miteinander interferie- 
renden Wellen gleich 1. 


11.5 Spektrographen und Monochromatoren 


Will man daher das spektrale Auflösungsvermögen erhöhen, so 
muss man die maximale Wegdifferenz zwischen den interferie- 
renden Strahlen vergrößern. Dies geht jedoch nur bis zu einer 
gewissen Grenze, da As,, nicht größer sein darf als die Kohä- 
renzlänge der zu untersuchenden Strahlung. 


Deshalb ist das kleinste noch auflösbare Frequenzintervall Av 
immer größer als die Linienbreite der einfallenden Strahlung. 


Beispiele 


1. Allgemeines Beispiel für einen beliebigen Spektralap- 
parat (Interferometer oder Spektrograph): 
De lem wall m oe ne 
2 0 Er 
Für sichtbares Licht (v = 5 - 10!*Hz) würde dies ein 
spektrales Auflösungsvermögen 


ae 7210 


ben. 
NE ergeben 


2. Beim Gitterspektrographen ist Asy =N :d- (sina + 
sno) = Nm N N AN Z-mEN Mm] 
ine al eo Ele le nme: 
500 nm? 

3. Beim Fabry-PErot-Interferometer ist Asyn = 2F*d- 
cos«& (10.32), wobei die Finesse F* die effektive Zahl 
der miteinander interferierenden Teilbündel angibt. 
We oem 21 c080 — N Ns Mi 
Be Ro Pro were Dann < 
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11 Optische Instrumente 


Zusammenfassung 


Die Winkelauflösung des menschlichen Auges ist durch die 
Beugung und den Abstand der Sehzellen begrenzt. Der mi- 
nimal auflösbare Winkel ist &g & 3-10 rad x !. 

Die Vergrößerung V eines optischen Instrumentes ist defi- 
niert als 


Sehwinkel e mit Instrument 
Sehwinkel &, ohne Instrument 


wobei &9 = G/so der Sehwinkel ist, unter dem der Durch- 
messer G eines Gegenstandes in der deutlichen Sehweite 
so = 25 cm erscheint. 

Eine Linse kann bei vorgegebener Bildweite jeweils nur 
einen bestimmten Bereich Aa der Gegenstandsweite so 
scharf abbilden, dass die Unschärfe des Bildes eines Objekt- 
punktes kleiner bleibt als die vom Auge auflösbare Fläche. 
Dieser Bereich heißt Schärfentiefe Aa. Er steigt mit abneh- 
mendem Durchmesser der Eingangsblende. 

Die kleinste erzielbare Winkelauflösung ömjin eines optischen 
Instrumentes ist prinzipiell begrenzt durch die Beugung. 
Bei einem Durchmesser D der abbildenden Linse ist Öyin 
> 1,22X/D. Als Winkelauflösungsvermögen wird der Kehr- 
wert Rw = 1/ömin = D/(1,22 A) definiert. 

Man kann mit einem Mikroskop nur räumliche Strukturen 
auflösen, die größer als die halbe Wellenlänge A sind. 

Im Wellenmodell kommt eine Abbildung einer Struktur 
durch Linsen erst dann zustande, wenn die höheren Beu- 
gungsordnungen vom abbildenden System durchgelassen 
werden (Abbe’sche Abbildungstheorie). Die nullte Beu- 
gungsordnung allein kann keine Abbildung bewirken. 

Die Lichtstärke optischer Systeme ist durch den minima- 
len Lichtbündelquerschnitt auf der Dingseite (Eintrittspu- 


pille) und auf der Bildseite (Austrittspupille) begrenzt. Ein 
Maß für die Lichtstärke einer Linse mit Durchmesser D und 
Brennweite f ist der erfassbare Raumwinkel 2 = (m/4) 
(D/f)*. 

Spektralapparate sind auf Brechung oder Beugung und Inter- 
ferenz beruhende optische Systeme, welche eine räumliche 
Trennung der verschiedenen Spektralanteile der einfallenden 
Strahlung ermöglichen. 

Das spektrale Auflösungsvermögen aller Spektralapparate 


A As 
AA 
ist gleich dem maximalen Wegunterschied As, zwischen in- 
terferierenden Teilbündeln, gemessen in Einheiten der Wel- 


lenlänge A. 
Für den Prismenspektrographen ist 


y. a dd 


Ma 2m 
wobei a der Durchmesser des eintretenden Lichtbündels ist 
und d6/d\ & dn/d\ die vom Prismenmaterial mit Brech- 


zahl n abhängige Winkeldispersion. 
Für den Gitterspektrographen ist 


BEN «N 
ka 


abhängig von der Interferenzordnung m und der Gesamtzahl 
N der beleuchteten Gitterstriche. 


Aufgaben 


11.1. Mit einer Linse wird die Sonne auf einen Schirm im Ab- 
stand b = 2m von der Linse scharf abgebildet. 

Wie groß sind Brennweite f der Linse, Durchmesser d des 
Sonnenbildes und Lateralvergrößerung? Welche Winkelvergrö- 
ßerung wird erreicht, wenn das Sonnenbild in der deutlichen 
Sehweite betrachtet wird’? 


11.2. Eine Lupe wird in der Entfernung a = 15cm <f = 
2cm über eine Buchseite gehalten, um die kleine Schrift ver- 
srößert sehen zu können. Das Auge des Betrachters wird auf 
die Entfernung zum virtuellen Bild akkomodiert. Wie groß ist 
die Winkelvergrößerung” Wie groß erscheint ein Buchstabe mit 
0,5 mm Größe dem Betrachter? 


11.3. Leiten Sie, analog zur Herleitung von (9.26), die allge- 
meinere Gleichung (11.2) her. 


11.4. Die beiden Komponenten eines Doppelsternsystems ha- 
ben den Winkelabstand e = 1,5”. Wie groß muss der Durch- 
messer D eines Fernrohres sein, damit beide Sterne als räumlich 
aufgelöst erkannt werden können? Wie groß ist der minimale 
Winkelabstand, den zwei Sterne haben müssen, damit sie noch 
mit bloßen Auge getrennt wahrgenommen werden können? 


11.5. Wie groß ist der Sehwinkel &o, unter dem der Durchmes- 
ser des Jupiters dem bloßen Auge erscheint? Warum „funkeln“ 
Planeten nicht, im Gegensatz zu den Fixsternen? 


11.6. Manchmal liest man in Zeitungsberichten, dass ein Te- 
leskop an Bord eines Satelliten in einer Höhe h = 400 km über 
der Erde einen Tennisball (d = 10cm) auf der Erde erkennen 
kann. Ist dies möglich? Wie groß müsste der Teleskopdurchmes- 
ser sein? Welche auflösbare Größe wäre durch die Luftunruhe 
bedingt’ 
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ten Beugungsmaximums bei unendlich schmalem Eintrittsspalt? 
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12 Neue Techniken in der Optik 


In den letzten Jahren sind eine Reihe neuer optischer Techniken 
entwickelt und zur Anwendungsreife gebracht worden, die zwar 
zum Teil auf alten Ideen beruhen, aber erst jetzt realisiert wer- 
den konnten, weil früher die technischen Voraussetzungen dazu 
fehlten. Sie beginnen sıch aber in vielen Gebieten durchzusetzen 
und führen oft zu erstaunlich effizienten neuen Möglichkeiten 
oder erweitern die Grenzen älterer Methoden. Solche Techni- 
ken sollen in diesem Kapitel kurz vorgestellt werden, um die 
Aussage im Vorwort, dass wir am Anfang einer „optischen Re- 
volution“ stehen, zu untermauern. 


Die Literaturangaben in den einzelnen Abschnitten geben dem 
Leser die Möglichkeit, sich detaillierter über die verschiedenen 
Techniken zu informieren. 


12.1 Konfokale Mikroskopie 


Die konfokale Mikroskopie verbindet die hohe Auflösung ei- 
nes Lichtmikroskops quer zur optischen Achse des Mikroskops 
(d.h. in der x-y-Ebene) mit einer vergleichbar hohen Auflösung 
in der z-Richtung (d.h. in Richtung der optischen Achse). Ein 
konfokales Mikroskop kann angesehen werden als ein Instru- 
ment mit extrem kleiner Schärfentiefe, das aber eine wesentlich 
bessere Streulichtunterdrückung hat als das klassische Mikro- 
skop. Sein Prinzip ist in Abb. 12.1 dargestellt. Das Licht einer 
Lichtquelle (hier wird wegen der größeren notwendigen Lichtin- 
tensität ein Laser verwendet) wird auf eine enge Kreisblende 
B; fokussiert, über einen Strahlteiler ST reflektiert und von der 
kurzbrennweitigen Objektivlinse L> in eine Ebene z = zo des 
zu untersuchenden Präparates fokussiert. Das von hier zurück- 
gestreute Licht wird vom Objektiv gesammelt und durch den 
Strahlteiler hindurch auf eine Blende B> abgebildet, hinter der 





Detektor 


Z=Z9 
242, 


Abbildung 12.1 Prinzip der konfokalen Mikroskopie 


Strahlaufweitung 


drehbarer 
- ) Spiegel 







Blende 


Spektral- 
filter 
z = 
| k Mikroskop- 
objektiv 


x 


Abbildung 12.2 Konfokale Mikroskopie mit Laserstrahl-Rasterprinzip 


ein Detektor steht. Licht aus anderen Schichten als z = zo wird 
nicht auf die Blende B> fokussiert. Die von B> hindurchgelasse- 
ne Intensität ist dann wesentlich geringer. Die Blende B> schirmt 
also Licht von anderen Punkten der Probe weitgehend ab. Um 
maximales Signal zu erhalten, muss also der Fokus des rückge- 
streuten Lichtes genau in der Blendenebene liegen, welche die 
Fokalebene des Detektorsystems ist. Deshalb wird diese Tech- 
nik konfokale Mikroskopie genannt. 


Durch Verschieben des Objektes in z-Richtung kann man die 
einzelnen Ebenen nacheinander selektiv detektieren. Dies wird 
z.B. ın der Zellforschung ausgenutzt, um dreidimensionale Bil- 
der der Zellstruktur zu gewinnen, die dann aufgrund der von 
der z-Verschiebung abhängigen Rückstreuintensität von einem 
Computer generiert werden können [1, 2]. 


Mit der konfokalen Mikroskopie lassen sich auch größere Pro- 
ben untersuchen, weil man über die einzelnen jeweils vom 
Mikroskop eingesehenen Teilbereiche rastern kann. Dies lässt 
sich entweder durch Verschieben des Objektes in der x-y- 
Ebene erreichen oder mit einem drehbaren Spiegel (Abb. 12.2). 
Durch Drehen des Spiegels um die y-Achse wird der durch das 
Mikroskop-Objektiv erzeugte Fokus des aufgeweiteten Laser- 
strahls über die Probe in x-Richtung bewegt. Das rückgestreute 
Licht wird aber immer auf die feststehende Blende vor dem 
Detektor abgebildet [3, 4]. Um die Messung bei Tageslicht ma- 
chen zu können, wird ein schmalbandiges Spektralfilter vor den 
Detektor gesetzt, das nur einen engen Spektralbereich um die 
Laserwellenlänge durchlässt und eventuell gestreutes Tageslicht 
unterdrückt. 


Die Hauptanwendungsgebiete sind: 


= Die Fluoreszenzmikroskopie von biologischen Zellen, wo 
man einzelne Teile der Zelle mit einem fokussierten Laser 
anregen kann und die dadurch am Anregungsort erzeugte 
Fluoreszenz mit großer räumlicher Auflösung beobachten 
kann. 

= Die Untersuchung von Oberflächenstrukturen, z.B. adsor- 
bierten Molekülen auf Oberflächen. 


Eine interessante Version der konfokalen Mikroskopie, bei der 
srößere Bereiche des Objektes gleichzeitig beobachtet wer- 
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Abbildung 12.3 Konfokale Mikroskopie mit Lochmaske und CCD- 
Kamera 


den können, ist in Abb. 12.3 gezeigt. Die Lichtquelle, z.B. der 
aufgeweitete Strahl eines Lasers wird durch eine Lochmaske 
(eine undurchsichtige Fläche mit vielen regelmäßig angeordne- 
ten kleinen Löchern) über den Strahlteiler auf die Objektebene 
fokussiert, wo also ein Muster von Fokuspunkten entsteht, de- 
ren Streulicht oder Fluoreszenzlicht durch die Linse L auf eine 
CCD-Kamera abgebildet werden. Das Lochmuster entspricht 
genau dem Muster der lichtempfindlichen Pixel der CCD- 
Kamera, sodass parallel, aber mit großer räumlicher Auflösung 
die von der CCD-Kamera insgesamt erfasste Fläche vermessen 
werden kann. 


In Abb. 12.4 sind Chromosomen einer menschlichen Zelle ge- 
zeigt, die durch differentiellen Interferenzkontrast bei Durch- 





Abbildung 12.4 Konfokale Mikroskopie von Chromosomen der 
menschlichen Zelle nach [1, 2] 


12.2 Optische Nahfeldmikroskopie 


licht sichtbar werden. Die hellen Chromosomen wurden selektiv 
optisch angeregt und ıhre Fluoreszenz mit Hilfe der konfokalen 
Mikroskopie räumlich aufgelöst [5]. 


12.2 Optische Nahfeldmikroskopie 


Wir haben im Abschnitt 11.3.3 gesehen, dass mit einem Mi- 
kroskop keine räumlichen Strukturen aufgelöst werden können, 
die kleiner als die halbe Wellenlänge des zur Beleuchtung 
verwendeten Lichtes sind. Diese durch die Beugung gesetzte 
Auflösungsgrenze lässt sich mithilfe der Nahfeldmikroskopie 
unterlaufen, die vor allem eingesetzt wird zur Untersuchung 
feiner Strukturen auf Oberflächen. Ihr Prinzip ist in Abb. 12.5 
schematisch dargestellt [6, 7]. 


Die Oberfläche wird mit dem intensiven Licht eines Lasers be- 
leuchtet und das von Strukturen auf der Oberfläche gestreute 
Licht wird durch eine sehr kleine Blende (& = 20-100 nm), die 
dicht an die Oberfläche herangeführt wird, vom Detektor hinter 
der Blende gemessen (Abb. 12.5a). Führt man nun Blende und 
Detektor bei konstanter Höhe z mit einer Verschiebeeinheit über 
die Oberfläche, so kann man die gestreute Lichtintensität /(x, y) 
als Funktion des Ortes (x,y) auf der Oberfläche messen und 
daraus auf die Struktur der Oberfläche schließen. Dieses Ver- 
fahren entspricht also einer Rastermethode, bei der man nicht 
gleichzeitig, sondern zeitlich sequentiell Informationen über die 
Oberfläche erhält, die dann von einem Computer (wenn man 
ein Modell aufgestellt hat, welches die Relation zwischen der 
gemessenen Intensität /(x, y) und der Oberflächenstruktur quan- 
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Abbildung 12.5 Auflösung von Strukturen Ax < A/2: a durch Mes- 
sung der von einer Oberfläche gestreuten Lichtintensität durch eine sehr 
kleine Blende mit d «< A, die dicht oberhalb der Oberfläche verschoben 
wird, b durch Beleuchtung der Oberfläche mit Licht aus einer feinen 
Fiberspitze (d < A) und Messung des an der Oberfläche gestreuten 
Lichtes 
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Abbildung 12.6 Nahfeldmikroskopie am Beispiel der Fresnel- 
Beugung an einem Spalt 


titativ zu bestimmen gestattet) als dreidimensionales Bild der 
Oberflächenstruktur auf dem Bildschirm dargestellt wird [6, 7]. 


Meistens wird das Licht durch eine dünne Lichlleitfaser gelei- 
tet, deren Ende bis dicht oberhalb der Oberfläche gebracht wird. 
Um die räumliche Auflösung zu erhöhen, wird das Fiberende 
als dünner spitzer Kegel ausgebildet, dessen Seitenflächen me- 
tallisiert sind, um einen Lichtaustritt aus den Seitenflächen zu 
verhindern. Das Licht kann dann nur aus der schmalen Spit- 
ze (® SO nm) austreten und beleuchtet deshalb, wenn die Spitze 
bis auf wenige nm an die Oberfläche herangebracht wird, eine 
entsprechend kleine Fläche. Das von diesem beleuchteten Fleck 
gestreute Licht wird dann wieder von einer Linse gesammelt 
und auf einen Detektor fokussiert (Abb. 12.5b). Man erreicht 
zur Zeit eine räumliche Auflösung von etwa 20-30 nm, also um 
eine Größenordnung besser als mit dem normalen Lichtmikro- 
skop. 


Natürlich sinkt mit zunehmender räumlicher Auflösung die auf 
den Detektor fallende Lichtleistung. Man muss deshalb Detek- 
toren mit hoher Quantenausbeute und geringem Eigenrauschen 
einsetzen. 


Da hier im Nahfeld des gestreuten Lichtes detektiert wird, ist 
die Interpretation der untersuchten Strukturen aus der gemesse- 
nen Lichtintensität nicht einfach und erfordert oft erheblichen 
Rechenaufwand. Dies sieht man z.B. bereits an dem einfachen 
Beispiel eines beleuchteten Spaltes (Abb. 12.6). Fährt man mit 
einem zweiten Spalt Sp,, dessen Breite 5) < b; ist, in ei- 
ner Entfernung d < b} hinter dem Spalt vorbei, so misst man 
das Nahfeld der Beugungsverteilung, also die Fresnelbeugung 
(siehe Abschn. 10.6 und Abb. 10.52), die ganz kritisch von der 
Entfernung d abhängt, weil sich die Phasendifferenz der ein- 
zelnen Teilwellen noch stark mit d ändert. Mehr Informationen 
über diese Techniken findet man z.B. in [8-11] und in der Zeit- 
schrift: Scanning Microscopy. 


12.3 Aktive und adaptive Optik 


Bei astronomischen Fernrohren (Spiegelteleskope, siehe Ab- 
schn. 11.2.3) ıst die von fernen Himmelsobjekten empfangene 
Lichtleistung proportional zur Fläche des Hauptspiegels. Des- 
halb möchte man die Spiegel so groß wie möglich machen. Um 
bei sehr großen Spiegeln (d = 6-10m!) zu verhindern, dass 
sich beim Verkippen der Spiegelnormale gegen die Vertikale 
(was beim Verfolgen von Hımmelsobjekten unvermeidlich ist), 
die Spiegeloberfläche aufgrund der Schwerkraft verformt und 
von der Sollfläche abweicht, müsste man die Spiegel entspre- 
chend dick machen (siehe Bd. 1, Abschn. 6). Dies würde aber 
ihre Masse und damit die Herstellungs-, Transport- und Mon- 
tagekosten unverhältnismäßig hochtreiben. Deshalb hat man als 
Lösung die aktive Optik erfunden. 


12.3.1 Aktive Optik 


Der Spiegel wird relativ dünn gehalten, sodass eine Verbiegung 
auftreten könnte. Diese wird aber dadurch verhindert, dass der 
Spiegel auf vielen verschiebbaren Stempeln auf seiner Rück- 
seite gehaltert wird (Abb. 12.7). Die Verschiebung der Stempel 
wird über ein Computerprogramm so gesteuert, dass bei jeder 
Position des Spiegels die Sollspiegelfläche (im Allgemeinen ein 
Rotationsparaboloid) erhalten bleibt. 


Diese Technik der „aktiven Optik“ wird heute bei allen moder- 
nen Großteleskopen (z.B. auf dem Calar Alto in Südspanien) 
oder beim 8 m-Spiegel des VLT (very large telescope) der Euro- 
päischen Südsternwarte in Chile verwendet. 


Für die Realisierung sehr großer Spiegel (z.B. beim 10m- 
Spiegel des Keck-Teleskops auf dem Mauna Kea, Hawaii) 
geht man inzwischen ganz neue Wege. Mehrere kleinere Spie- 
gel (je etwa Im Durchmesser) werden zu einem großen 
Spiegel vereinigt (Abb. 12.8). Dazu muss jedoch sicherge- 
stellt sein, dass die Oberflächen der Einzelspiegel insgesamt 
die Solllläche eines großen Parabolspiegels ergeben, die al- 
les einfallende parallele Licht in einen Fokuspunkt abbildet. 
Dies bedeutet, dass die relative Lage der Einzelspiegel sich 
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Abbildung 12.7_ Parabolspiegel mit aktiver Optik 















Abbildung 12.8 Hauptspiegel eines astronomischen Teleskops, der aus 
91 Teilspiegeln besteht, die insgesamt eine Rotationsparaboloidfläche 
bilden 


höchstens um A/5 ändern darf, auch wenn das ganze Tele- 
skop, d.h. alle Einzelspiegel synchron bewegt werden, um 
das Teleskop auf das gewünschte Himmelsobjekt einzustel- 
len und ihm während der Erddrehung zu folgen. Bei einem 
solchen Bienenwabenspiegel sind die Herstellungskosten ge- 
ringer, aber an die Zusammensetzung der (bis zu 91) Einzel- 
spiegel werden hohe technische Anforderungen gestellt [12- 
14]. 


Mehrere große Spiegel (z.B. zwei große 8 m-Spiegel und meh- 
rere 3 m-Spiegel auf dem Berg Paranal in Chile, wo das VLT 
steht) wurden inzwischen interferometrisch miteinander ver- 
bunden. Dies bedeutet, dass das Licht, das von den einzelnen 
Spiegeln gesammelt wird, über Hilfsspiegel an einen gemeinsa- 
men Ort gebracht wird, wo es überlagert wird, sodass man dort 
die Interferenz der verschiedenen Lichtamplituden beobachten 
kann. Dazu müssen natürlich die Wegdifferenzen As; zwischen 
den Lichtwegen auf mindestens A/10 konstant gehalten wer- 
den. Dadurch wird bei einem Durchmesser D des gesamten 
Teleskop-Arrays die beugungsbedingte Winkelauflösung auf 
den Wert Ae x A/D herabgedrückt. Bei einem Wert D = 
200m würde dies bei A = lm eine Winkelauflösung von 
5.10” rad = 0,001”! ergeben. Dies ist übrigens völlig analog 
zur Beugung am Gitter (Abschn. 10.5.2). Wir hatten dort gese- 
hen, dass die beugungsbedingte Breite der Interferenzmaxima 
genau so groß ist wie bei der Beugung an einem Spalt mit der 
Breite des ganzen Gitters. 


12.3.2 Adaptive Optik 


Das Winkelauflösungsvermögen großer astronomischer Fern- 
rohre auf der Erdoberfläche erreicht bei weitem nicht die 
durch die Beugung bedingte Grenze, weil Turbulenzen in der 
Erdatmosphäre oder durch Thermik aufsteigende Luft zu einer 
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Abbildung 12.9 a Beugungsbedingte Intensitätsverteilung eines 
Sternbildes ohne Einfluss der Atmosphäre. b Specklebild, verbreitert 
durch die Luftunruhe 


zeitlichen Variation des Brechungsindexes führen und damit ei- 
ne zeitlich fluktuierende Ablenkung des Lichtstrahls bewirken 
(Luftunruhe). 


Das Bild eines Sterns in der Beobachtungsebene bewest sich 
dadurch statistisch um einen Mittelpunkt und ergibt bei länge- 
rer Belichtung eine zeitlich gemittelte Intensitätsverteilung, die 
einen viel größeren Durchmesser hat, als das Beugungsscheib- 
chen, das ohne Luftunruhe entstünde [15]. 


Beispiel 


Bei einem Teleskop mit 1m Durchmesser der Eintrittspu- 
pille (Abschn. 11.4) ist der beugungsbegrenzte minimal 
auflösbare Winkel bei einer Beobachtungswellenlänge 
2 nme De rad 0 Die 
Luftunruhe begrenzt jedoch Ae auf etwa Agseeing 7 1”, 
d.h. auf den zehnfachen Wert. Diese durch Atmosphären- 
einflüsse begrenzte Auflösung heißt bei den Astronomen 
„seeing“. << 


Auf hohen Bergen ist dieser Effekt am kleinsten, aber es gibt 
immer noch eine viel größere Winkel-Auflösungsgrenze As als 
die durch die Beugung bedingte. In Abb. 12.9 ist der Einfluss 
der Luftunruhe auf die Bildqualität des Beugungsscheibchens 
in der Beobachtungsebene x, y illustriert. Statt der Intensitäts- 
verteilung sin“ r/r” mit r? = x? +y” der ungestörten Beugungs- 
struktur erhält man eine mehr oder minder regellos über eine 
größere Fläche verteilte Intensität /(r). 


Man kann die Luftunruhe wenigstens teilweise durch einen 
verformbaren Spiegel überlisten, der die Verzerrung der Wellen- 
front gegenüber der Ebene bei einer ebenen ungestörten Welle 
teilweise kompensiert. Das Prinzip ist in Abb. 12.10 illustriert 
[16]. Das vom Sekundärspiegel Sp» des Teleskops gesammelte 
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Abbildung 12.10 Prinzip der adaptiven Optik 


Licht wird durch eine Linse L;| parallel gemacht und fällt auf 
einen Spiegel S,, der über elektronisch geregelte Stellelemen- 
te seine Oberfläche verformen kann (aktive Optik). Über einen 
weiteren ebenen Spiegel S> und einen Strahlteiler ST gelangt 
das Licht auf die Linse L>, die es in die Beobachtungsebe- 
ne fokussiert. Ein Teil des parallelen Strahlbündels wird vom 
Strahlteiler ST auf einen Wellenfrontsensor reflektiert, welcher 
die Abweichung der Wellenfront von einer Ebene misst und 
ein elektronisches Ausgangssignal liefert, das proportional zu 
dieser Abweichung ist. Dazu muss er das Bild eines Sternes 
messen, das bei optimaler Abbildung beugungsbegrenzt sein 
sollte. Da bei großen Teleskopen das Gesichtsfeld sehr klein 
ist (oft nur wenige Bogenminuten), kann es vorkommen, dass 
kein Stern an der geeigneten Stelle zu finden ist. Deshalb wird 
dann ein „künstlicher Stern‘ erzeugt, indem in Blickrichtung 
des Teleskops ein Laserstrahl gerichtet wird, der in etwa 90 km 
Höhe auf eine Atmosphärenschicht trifft, die Natriumatome 
enthält. Die Laserwellenlänge wird auf die gelbe Na-Linie ein- 
gestellt und das Fluoreszenzlicht der Na-Atome wirkt wie eine 
punktförmige Lichtquelle, d.h. wie ein künstlicher Stern. Die- 
ses Signal aktiviert die Stellelemente (dies sind Piezozylinder, 
deren Länge sich bei Anlegen einer elektrischen Spannung än- 
dert) unter dem Spiegel S,, welche S, solange verformen, bis die 
Wellenfront der von S, reflektierten Welle so eben wie möglich 
ist. In Abb. 12.11 wird der Effekt der Wellenfrontadaption auf 
die minimal erreichbare Bildgröße des Sternes Cygnus « illus- 
triert [16]. 


Natürlich lässt sich eine solche adaptıve Optik auch für Fernroh- 
re zur Beobachtung irdischer Objekte anwenden. Durch beson- 
dere Techniken der nichtlinearen Optik (Vierwellenmischung) 
lassen sich Spiegel aus speziellen Materialien (Flüssigkeiten, 
Gase) herstellen, die bei Bestrahlung mit Licht mit verzerrten 


Abbildung 12.11 Das Bild des Sternes Cygnus «& vor und nach adaptiv 
optischer Korrektur im infraroten Wellenlängenbereich von 2,2 um (K- 
Band). Bei einer atmosphärischen Korrelationslänge von circa 7 cm im 
sichtbaren Spektralbereich war die Bildgröße im K-Band auf 1,2 Bo- 
gensekunden gestört. Nach Einschalten der adaptiven Optik schrumpfte 
der Durchmesser auf weniger als 0,4 Bogensekunden, der theoretischen 
Auflösungsgrenze. Selbst der erste Beugungsring ist schwach zu erken- 
nen. Aus F. Merkle: Sterne und Weltraum 12, 708 (1989) 





Phasenflächen diese Verzerrung im reflektierten Licht genau 
kompensieren (phasenkonjugierende Spiegel [17]). 


12.3.3 Interferometrie in der Astronomie 


Das prinzipielle Winkelauflösungsvermögen von Teleskopen ist 
durch Beugunsgseffekte begrenzt auf einen Wert A&e > 1,22 /D. 
Bei einem Spiegeldurchmesser von D = 5m bedeutet dies für 
infrarotes Licht mitX = 11m As > 2,4: 10’ radiant = 0,05”, 
wenn man durch adaptive Optik (siehe Abschn. 12.3.2) die 
durch die Luftunruhe in der Atmosphäre bedingte Verschlechte- 
rung der Auflösung beseitigen kann. Seit 2005 kann man durch 
Anwendung interferometrischer Verfahren zwei Teleskope mit 
einem Abstand Ax > D durch optische Leitungen so ver- 
binden, dass die Signale von den beiden Teleskopen sich am 
Detektor kohärent überlagern und deshalb ein Interferenzmus- 
ter erzeugen, das von der Phasendifferenz der beiden Signale 
abhängt (Abb. 12.12). 
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Abbildung 12.12 Prinzipaufbau des Interferometers mit zwei Großte- 
leskopen mit adaptiver Optik auf dem Paranal in Chile (Südsternwarte 
der ESO). Mit freundlicher Genehmigung von Dr. A. Glindemann [18] 


Das Winkelauflösungsvermögen des so gekoppelten Systems 
entspricht einem Teleskop mit dem Durchmesser Ax und ist 
deshalb viel größer als das des Einzelteleskops, obwohl die 
empfangene Strahlungsleistung höchstens doppelt so groß ist 
wie die eines Einzelteleskops. Die technische Herausforderung 
für ein solches interferometrisches System ist enorm, weil der 
Lichtweg von den beiden Spiegeln bis zum Detektor, der z.B. 
bei der Europäischen Südsternwarte auf dem Paranal mehr 
als 100m beträgt, bis auf etwa A/10 konstant gehalten wer- 
den muss. Dies ist nur durch eine elektronische Regelung der 
Weglänge möglich. Damit man die Wegdifferenz der beiden Si- 
sgnalwege kontinuierlich variieren Kann, wird eines der beiden 
Signale auf ein Retroreflexionsprisma geschickt, das auf einem 
Wagen über präzise geschliffenen Schienen gefahren werden 
kann. 


Mit einem solchen System kann man theoretisch eine Winke- 
lauflösung von 5 - 10° Bogensekunden erreichen. Wenn auch 
die praktisch realisierte Auflösung kleiner ist, Kann man doch 
die Auflösung der Einzelteleskope wesentlich verbessern und 
damit eng benachbarte Objekte im Universum, wie z.B. Plane- 
tensysteme um andere Sterne trennen. 


12.4 Holographie 


Bei der normalen Photographie wird ein beleuchteter Gegen- 
stand mithilfe eines Linsensystems in eine Ebene abgebildet, ın 
der sich die Photoschicht befindet (Abb. 12.13a). Die Schwär- 
zung der lichtempfindlichen Schicht ist proportional zum Pro- 
dukt aus auftreffender Intensität und Belichtungszeit. Dabei 
geht jede Information über die Phase der einfallenden Welle ver- 
loren. Dies bedeutet auch, dass keine direkte Information über 
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Abbildung 12.13 Vergleich der Aufnahmetechnik a für ein übliches 
Photo, b für ein Hologramm 


die dreidimensionale Struktur des Objektes erhalten bleibt. Der 
dreidimensionale Gegenstand wird auf ein zweidimensionales 
Bild reduziert. Die Tatsache, dass wir aus dem zweidimensio- 
nalen Photo die dreidimensionalen Objekte erkennen können, 
ist nur unserem Gehirn zu verdanken, das durch Vergleich mit 
früher gespeicherten Informationen den realen Gegenstand re- 
konstruieren kann. 


Dennis Gabor (1900-1979) hatte 1948 erstmals die Idee, durch 
Überlagerung zweier kohärenter Teilwellen, nämlich der vom 
Objekt gestreuten Beleuchtungswelle und einer von derselben 
Lichtquelle stammenden Referenzwelle, ein Interferenzmuster 
auf der Photoplatte zu speichern, das Informationen über Ampli- 
tude und Phase der vom Objekt gestreuten Welle und damit über 
die Entfernung der verschiedenen Objektpunkte von der Photo- 
platte enthält (Abb. 12.13b). Man nennt die durch die Interferenz 
von Referenz- und Objektwelle erzeugte Schwärzungsvertei- 
lung auf der Photoplatte ein Hologramm, aus dem sich nach 
der Entwicklung der Photoplatte durch erneutes Beleuchten mit 
Licht derselben Wellenlänge ein dreidimensionales Bild des 
Objektes „rekonstruieren“ lässt. Damit war das Prinzip der Ho- 
lographie erfunden, wofür Gabor 1971 den Nobelpreis erhielt. 


Da man für dieses Verfahren jedoch kohärente Lichtquellen 
genügend hoher Intensität benötigt, konnte Gabor sein hologra- 
phisches Verfahren nur unvollkommen in der Praxis realisieren. 
Erst nach der Entwicklung des Lasers (siehe Bd. 3) hat die Ho- 
lographie ihren Siegeszug angetreten [22, 23]. 


12.4.1 Aufnahme eines Hologramms 


In Abb. 12.14 ıst das Prinzip der Aufnahme eines Hologramms 
schematisch dargestellt: Der Ausgangsstrahl des Lasers, der 
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Abbildung 12.14 Möglicher optischer Aufbau zur Aufnahme eines 
Hologramms 


eine monochromatische kohärente Lichtquelle darstellt, wird 
durch eine Linse (bzw. ein Linsensystem) aufgeweitet und dann 
durch einen Strahlteiler in zwei Teilbündel aufgespalten: Die 
Referenzwelle 


Ey = Aue kon) (12.1) 


wird direkt auf die Photoplatte gerichtet, die wir in die x-y- 
Ebene legen. Das andere Teilbündel beleuchtet das Objekt. Das 
vom Objekt in Richtung der Photoplatte gestreute Licht hat auf 
der Photoplatte die Amplitude 

E.(&,y) =A, try] (122) 
wobei die Phase o,(x,y) von der Entfernung der Objektpunk- 
te, welche das Licht streuen, abhängt. Die Amplitude E,(x, y) 
ist die Summe aller Streuamplituden, die von den einzelnen 
Objektpunkten in den Punkt (x, y) gestreut werden. Auch die 
im Punkt (x, y) auftretende Phase g(x,y) wird durch die Über- 
lagerung der Phasen der Streuanteile von den verschiedenen 
Objektpunkten bestimmt. Die gesamte Intensität auf der Pho- 
toplatte am Ort ro = {x, y, 0} ist dann 


2 
I(x, y) = ceo |Es(x, y) + Eo(&, y)| 


— c&g A, +4? +4, A,el ro = ßo)l 





+AoA* ne) (12.3) 
= ce0 \A5 + Ay + 2A0 A, cos(po — 4)! » 
wobei 0 = ko : ro ist. Die von x und y abhängige Phasen- 


differenz (#0 — £,) wird durch die optischen Wesdifferenzen 
zwischen Referenz- und Streuwelle bestimmt. Der phasenab- 
hängige Interferenzterm in (12.3) enthält die gewünschte In- 
formation über die Entfernung der verschiedenen Objektpunkte 
von den Punkten (x, y) der Photoplatte. 


Beispiele 


l. Das Objekt sei eine Ebene, die von einer ebenen Wel- 
le beleuchtet wird und diese reflektiert. Wir erhalten 


in der Ebene der Photoplatte koro = kox sinaı, @, = 
—koxsina > (0 — 9) = kox(sina;ı + sinan) 
(Abb. 12.15). Die Kosinusfunktion in (12.3) hat dann 
eine Periode von Ax = A /(sinaı + sin a»). Die Über- 
lagerung von Referenz- und Objektwelle führt daher 
zu einer periodischen Intensitätsmodulation am Ort 
der Photoplatte in x-Richtung mit einem räumlichen 
Abstand der Intensitätsmaxima 


A 


sind; + sino ' 


der von den Winkeln a|, & zwischen den Wellen- 
normalen der beiden interferierenden Wellen und der 
Normale auf die Photoplatte abhängt. Auf der ent- 
wickelten Photoplatte entsteht daher ein periodisches 
Muster von Streifen mit einer sinusförmigen Schwär- 
zungsmodulation. 
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Abbildung 12.15 Erzeugung eines holographischen Beugungs- 
gitters durch Überlagerung zweier ebener Wellen, deren Wel- 
lenvektoren die Winkel &; und a gegen die Normale zur 
Gitterebene haben 


Das so entstandene periodische Schwärzungsmus- 
ter kann als holographisches Transmissionsgitter mit 
dem Gitterabstand d verwendet werden. Beleuchtet 
man das Hologramm mit einer ebenen Welle vom 
Aufnahme-Laser, so erscheint bei richtiger Wahl des 
Winkels & als Beugungswelle des periodischen Gitters 
eine ebene Welle, die als Phasenfläche die Objektebe- 
ne hat. 

Wird die photoempfindliche Schicht so gewählt, dass 
z.B. die belichteten Stellen durch chemische Ver- 
fahren entfernt werden können, so lässt sich durch 
Ätzverfahren mit nachfolgender Beschichtung mit ei- 
ner reflektierenden Schicht auch ein holographisches 
Reflexionssgitter herstellen. Diese Gitter sind fehler- 
frei, was die Gitterkonstante d angeht. Sıe haben 
jedoch den Nachteil, dass ihre Oberfläche sinusförmig 
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moduliert ist im Gegensatz zu den geritzten Gittern, 
die eine treppenförmige Struktur haben. Das Refle- 
xionsvermögen von holographischen Gittern ist daher 
geringer, und es gibt auch keinen Blazewinkel (siehe 
Abschn. 10.5.2). 

2. Eine ebene Welle wird mit einer Kugelwelle überla- 
gert (Abb. 12.16). Das entstehende Hologramm zeigt 
ein ringförmiges Schwärzungsmuster und entspricht 
genau einer Fresnel’schen Zonenplatte. Wird das ent- 
wickelte Hologramm mit einer ebenen Welle beleuch- a er. nt 2 
tet, so wird diese in einem Punkt P, fokussiert, der “ > H R NR, st 
dem Zentrum der Kugelwelle bei Aufnahme des Ho- Be: BE 

logramms entspricht. 
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Abbildung 12.17 Hologramm eines Schachbrettmusters [aus H. Nas- 
senstein: Z. Angew. Physik 22, 37-50 (1966)] 


gewinnen, wenn auch mit etwas geringerer Qualität als aus dem 
ganzen Hologramm. 


12.4.2 Die Rekonstruktion des Wellenfeldes 





loc H/reı s” Um aus dem Hologramm, das die Informationen über das Ob- 
jekt in „verschlüsselter‘“ Form enthält (Abb. 12.17), ein dreidi- 
Abbildung 12.16 Die Überlagerung einer ebenen Welle mit ei- mensionales Bild des Objektes zu gewinnen, muss die belichtete 
ner Kugelwelle gleicher Frequenz führt zu einer ringförmigen Photoplatte nach ihrer Entwicklung mit einer kohärenten ebenen 
Intensitätsmodulation. Das dazugehörige Hologramm entspricht Rekonstruktionswelle 
einer Fresnel’schen Zonenplatte 
E, = A, When) (12.4) 
Die Schwärzung der Photoplatte ist proportional zur 
auftretenden Intensität, wobei der Kontrast zwischen derselben Lichtfrequenz ® wie bei der Aufnahme des Holo- 
maximaler und minimaler Schwärzung von den Am- gramms beleuchtet werden (Abb. 12.18). Die durch das Holo- 
plituden der beiden interferierenden Teilwellen ab- gramm transmittierte Amplitude 
hängt. 
Zur Erzielung eines ausreichenden Kontrastverhältnis- Ar =T(&,y) A: (12.5) 


ses müssen die beiden Wellen jedoch nicht unbedingt 
die gleiche Amplitude haben. Ist z. B. die Intensität der ist von der Schwärzung der Photoplatte bei der Aufnahme ab- 


Objektwelle nur 1% der Referenzintensität, so ist das hängig, die proportional zur Intensität (12.3) bei der Aufnahme 
Amplitudenverhältnis Z,/E;, = 0,1 und der Kontrast 
Ken (0. 1 


Beobachtungswinkel 
für das virtuelle Bild 










Man beachte: Während bei der üblichen Photographie ei- einfallende 
nem jeden Punkt des Objektes ein wohldefinierter Bildpunkt auf Rekonstruktions- 
der Photoplatte entspricht, wird bei der Erzeugung eines Holo- 
sramms die von einem Objektpunkt ausgehende Streuwelle über 
die gesamte Photoplatte verteilt. 


transmittierte 
Rekonstruktions- 


welle welle 





Hologramm \ 
Dies bedeutet, dass jedes Teilstück des Hologramms bereits In- ei 

I e virtuelles Rekonstruktions- reelles 
formationen über das gesamte Objekt enthält. Man kann z.B. Bild welle Bild 
ein Hologramm in zwei Teile zerschneiden. Aus jedem Teil- 


stück lässt sich wieder ein dreidimensionales Bild des Objektes Abbildung 12.18 Rekonstruktion des Hologramms 


gs 
u 
© 
= 
Q 
& 
-- 





364 


AN 
je?) 
e\ 
+ 
(Dr 
_ 
N 
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des Hologramms ist. Die Transmission der entwickelten Platte 
ist 


T(x,y) = To - yI(x, y) (12.6) 


(y ist der Schwärzungskoeffizient der Photoplatte und /(x, y) die 
auf das Hologramm beı der Belichtung auftreffende Intensität 
(12.3)), sodass die transmittierte Rekonstruktionswelle 


Er = T(x,y) -A,- Blake) 
die Amplitude 


Ar = A,To — YAy(A} + A2) 
_ yA,AG A; ei(ko :r0 — Ps) 


— YArAoA+ eo ro =) (12.7) 
hat. Die ersten beiden Terme beschreiben eine von (x, y) unab- 
hängige Schwächung der transmittierten Rekonstruktionswelle. 
Die letzten beiden Terme entsprechen neuen Wellen 


Er, = -YAk AA, eil®r— (kr —ko) ro — Ps] 


Er, = —YAo A, Ar eil®'" Kr +ko) ro + os] (12.8) 


deren Richtung durch den Wellenvektor kı = k, — ku bzw. 
k> = k,+ko gegeben ist. Man beachte, dass die Richtung dieser 
Wellen nicht identisch mit der der auf das Hologramm auffallen- 
den Rekonstruktionswelle sein muss. Die Rekonstruktionswelle 
wird an den Schwärzungsstrukturen des Hologramms, das wie 
ein Amplitudengitter wirkt, gebeugt. 


Beide Wellen tragen Informationen über die Amplitude A, und 
Phase go, der bei der Aufnahme verwendeten Streuwelle, da sie 
genau die Amplitude 


E, = A, e@9%) bzw. A, el ps) 


enthalten, die auch bei der Aufnahme des Hologramms vom Ob- 
jekt auf die Photoplatte traf. 


Wie man aus Abb. 12.18 sieht, treten zwei Bilder auf: ein vir- 
tuelles Bild, das der Welle Er, entspricht und das man beim 
Betrachten hinter dem Hologramm sieht, und ein reelles Bild, 
welches durch Er, erzeugt wird und das man auch auf einem 
Schirm, den man an den Ort dieses Bildes stellt, sichtbar ma- 
chen kann (allerdings dann nur zweidimensional). 


Schaut man durch das Hologramm gegen die Richtung einer 
dieser Wellen (12.8), so erscheint dem Auge das dreidimen- 
sıonale Bild des Gegenstandes, wıe er bei der Aufnahme des 
Hologramms vom Ort der Photoplatte aus zu sehen war [24, 25]. 


Anmerkung. Verwendet man für die Rekonstruktionswelle ei- 
ne andere Wellenlänge A, als A, der Streuwelle, so erscheint das 
rekonstruierte Bild im Maßstab A,/A, vergrößert oder verklei- 
nert. < 


12.4.3 Weißlichtholographie 


Die weite populäre Verbreitung holographischer Bilder wur- 
de durch die Entwicklung der Weißlichtholographie möglich, 
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Abbildung 12.19 Weißlichtholographie: Holo- 


a Aufnahme des 
gramms, b selektive Reflexion am entwickelten Hologramm durch 
Interferenz der an parallelen Schichten reflektierten Teilwellen 


weil man hier zur Rekonstruktion der Bilder keinen Laser 
mehr braucht, sondern eine gewöhnliche inkohärente Lichtquel- 
le (z.B. eine Glühlampe oder die Sonne) verwenden kann. Wie 
kann man das verstehen? Man muss zur Erzeugung eines Weiß- 
lichthologramms, für dıe man auch hier einen Laser braucht, 
eine spezielle Anordnung wählen (Abb. 12.19). Eine dünne Pho- 
toschicht (wenige um dick) auf einem Glasträger, dessen Dicke 
sroß ist gegen die Dicke der Photoschicht, wird von oben mit 
dem aufgeweiteten Strahl eines Lasers beleuchtet (Referenzwel- 
le) und von unten mit dem vom Objekt zurückgestreuten Licht 
(Objektwelle). 


In der Photoschicht entstehen dann durch die Überlagerung der 
intensiven ebenen Referenzwelle und der schwächeren Objekt- 
welle Interferenzmaxima und -minima, die im Wesentlichen 
parallel zur Oberfläche der Photoplatte verlaufen und zu einer 
Schichtstruktur der Schwärzung der Photoplatte führen (sie- 
he z.B. Abb. 12.15). Bei einer Beleuchtungswellenlänge von 
ı = 0,6 um und einer Schichtdicke von 10 um erhält man etwa 
20 parallele geschwärzte Schichten, die den Interferenzschich- 
ten maximaler Intensität entsprechen. 


Bei der Beleuchtung der entwickelten Photoplatte mit Licht 
der Wellenlänge A wird das Licht an den einzelnen Schichten 
der Dicke d teilweise reflektiert und die verschiedenen reflek- 
tierten Teilbündel haben bei einem Einfallswinkel & gegen die 
Schichtebene und einem Abstand d zwischen den Ebenen den 
Wegunterschied (Abb. 12.19b) As = 2d - sin«. Nur für solche 
Wellenlängen A tritt konstruktive Interferenz auf, für die gilt: 
2d-sina =m-A mel2..) (12.9) 
(Bragg-Bedingung). Das bei der Aufnahme des Hologramms 
erzielte Schichtgitter selektiert daher bei der Beleuchtung mit 
weißem Licht je nach Einfallswinkel & die passende Wellenlän- 
ge A aus, sodass das rekonstruierte Objekt in der der jeweiligen 
Wellenlänge A entsprechenden Farbe erscheint. Ändert man den 
Einfallswinkel «&, so ändert sich deshalb auch die Farbe. 


12.4 Holographie 





Abbildung 12.20 Echtzeit-holographische Interferometrie. a Interferenz zwischen originaler Objektwelle und vom Hologramm rekonstruierter 
Welle, b Veränderung der Interferenz durch Füllen des Glases mit Leuchtgas aus einem Feuerzeug 


12.4.4 Holographische Interferometrie 


In den Abschn. 10.3 und 10.4 wurden einige klassische Interfe- 
rometer vorgestellt, die auf der Zweistrahlinterferenz bzw. der 
Vielstrahlinterferenz beruhten und mit denen sehr empfindlich 
sowohl kleine Änderungen As optischer Weglängen s = n-L 
gemessen werden konnten als auch Wellenlängen von Spektral- 
linien. 


Die holographische Interferometrie erweitert die Möglichkeiten 
der klassischen Interferometer beträchtlich und lässt sich auf 
viele interessante Bereiche der Technik und auch der Biologie 
anwenden. Es gibt im Wesentlichen drei Verfahren [27]: 


Beim Echtzeitverfahren wird von einem Objekt in Ruhe ein 
Hologramm aufgenommen. Die Hologrammplatte wird dann, 
ohne sie zu bewegen, am festen Ort der Aufnahme entwickelt 
und mit der Referenzwelle beleuchtet, sodass ein Hologramm- 
bild wie in Abb. 12.18 erzeugt wird. Verändert man jetzt das 
Objekt, das am gleichen Ort bleibt, in der gewünschten Wei- 
se (indem man es z.B. belastet oder erwärmt), so wird es sich 
nur sehr wenig ändern. Beleuchtet man es jetzt wieder genau 
wie bei der Il. Aufnahme des Hologramms, so werden sich diese 
Änderungen in Phasenverschiebungen der Signalwelle äußern. 
Die Überlagerung dieser Signalwelle vom veränderten Objekt 
mit der Rekonstruktionswelle vom Hologramm des unveränder- 
ten Objektes führt zu Interferenzstrukturen im holographischen 
Bild, die nur für diejenigen Teile des Objektes auftreten, die sich 
verändert haben. Auf diese Weise kann man Gestaltsänderun- 
gen feststellen, die wesentlich kleiner als eine Wellenlänge des 
beleuchtenden Lichtes sind. Zur Illustration zeigt Abb. 12.20a 
solche Interferenzstreifen, wie sie bei diesem Echtzeitverfah- 
ren beobachtet werden, wenn man ein Weinglas holographisch 
aufnimmt, das Hologramm entwickelt (dabei schrumpft die 
Filmschicht etwas) und es dann erneut beleuchtet und das 
holographische Bild mit der vom Hologramm erzeugten Re- 
konstruktion überlagert. Das rekonstruierte Bild ist aufgrund 





Abbildung 12.21 Holographisches Interferogramm der Verformung ei- 
ner Aluminiumscheibe. Das Hologramm wurde jeweils 15s lang vor 
und nach der Verformung belichtet. (Dr. R. Lessing, Spindler & Hoyer, 
Göttingen) [26] 


der Schrumpfung der Photoplatte etwas gedehnt, und die Über- 
lagerung ergibt horizontale Interferenzstreifen. Füllt man jetzt 
das Glas mit Leuchtgas aus einem Feuerzeug, so bewirkt das 
aufsteigende Gas im Glas eine Änderung der Brechzahl, die 
sich als Verformung der Interferenzstreifen bemerkbar macht 
(Abb. 12.20b). 


Beim Doppelbelichtungsverfahren wird ein Hologramm des 
Objektes vor der Änderung aufgenommen und dann bei festste- 
hender Photoplatte noch mal nach der Änderung. Will man z.B. 
die Verformung einer Metallplatte beim Einwirken von Kräften 
messen, so wird ihr Hologramm vor der Verformung aufgenom- 
men. Dann wird die Metallplatte, ohne sie aus ihrer Position 
zu entfernen, durch eine äußere Kraft verformt und wieder auf 
derselben Photoplatte ein Hologramm des verformten Körpers 
aufgenommen (Doppelbelichtung der feststehenden Photoplat- 
te). 
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12 Neue Techniken in der Optik 





Abbildung 12.22 Konvektionsströme oberhalb des Glühfadens einer 
Glühlampe und thermische Verformung des Glaskolbens. (Aus M. Ca- 
gnet, M. Francon, S. Mallick: Atlas optischer Erscheinungen, Ergän- 
zungsband, Springer Berlin, Heidelberg 1971) 


Die Streuwelle E, von den verformten Stellen des Objekts hat 
bei der zweiten Belichtung des Hologramms eine andere Pha- 
se als bei der ersten Belichtung, sodass die Gesamtschwärzung 
des Hologramms von der Größe der Verformung abhängt. Zur 
Illustration ist in Abb. 12.21 das Doppelbelichtungshologramm 
einer Aluminiumplatte gezeigt, die durch die Membran eines 
Lautsprechers um wenige um verformt wurde. 


Ein weiteres Beispiel ist die in Abb. 12.22 gezeigte Glühbirne, 
von der einmal im eingeschalteten Zustand bei stromdurchflos- 
senem Glühfaden ein Hologramm aufgenommen wurde und 
dann, wenige Sekunden später, im ausgeschalteten Zustand. Das 
rekonstruierte Doppelbelichtungshologramm zeigt die Konvek- 
tion des Füllgases über dem Glühfaden und die thermische 
Verformung des Glaskörpers. Der Streifenabstand entspricht ei- 
ner Verformung um eine halbe Wellenlänge. 


Bei periodisch schwingenden Objekten kann man eine Holo- 
srammaufnahme machen, bei der die Belichtungsdauer lang ist 
gegen die Schwingungsperiode. Da sich das Objekt am längs- 
ten an den Umkehrpunkten der Schwingung aufhält (dort ist die 
Geschwindigkeit der schwingenden Teile null), werden die wäh- 
rend dieser Schwingungsphasen vom Objekt gestreuten Wellen 
stärker zur Beleuchtung des Hologramms beitragen als die Po- 
sitionen, in denen sich die Oberfläche schnell bewegt, und die 
deshalb nur kurzzeitig auftreten. Sie werden daher im Holo- 
sramm bei der Rekonstruktion stärker sichtbar. Wie schon ın 
den Beispielen der vorigen Abschnitte (z.B. Abb. 12.21) deut- 
lich wurde, werden das Schwingungsverhalten von Körpern, 
die Auslenkungsamplituden und die räumliche Verteilung der 
Schwingungsstrukturen durch holographische Interferometrie 


sichtbar gemacht, wobei auch noch Auslenkungen As < X/2 
deutlich nachgewiesen werden können. 


12.4.5 Anwendungen der Holographie 


Von den vielen möglichen und zum Teil bereits realisierten 
Anwendungen sollen hier, außer den bereits in den vorigen Ab- 
schnitten behandelten Beispielen nur wenige herausgegriffen 
werden: 


Eine interessante Anwendung der Holographie benutzt die digi- 
tale Berechnung eines Hologramms für Objekte im Sollzustand. 
Ein solches im Rechner gespeichertes Hologramm kann dann in 
ein reales Hologramm auf eine Photoplatte (z. B. über den Aus- 
gabedrucker auf eine Folie) übertragen werden. Die Überlage- 
rung der Bilder, die auf einem solchen ‚digitalen‘ Hologramm 
bei Beleuchtung mit der Auslesewelle erzeugt werden, mit dem 
holographischen Bild des realen Objektes lässt sofort (wie im 
vorigen Abschnitt diskutiert wurde) alle kleinen Abweichungen 
erkennen. So wird z.B. bei der Endpolitur eines großen Spiegels 
eines astronomischen Teleskops das Hologramm dieses Spie- 
gels mit dem digital berechneten Hologramm der Sollfläche 
(ideales Rotationsparaboloid) überlagert, wodurch alle Stellen, 
an denen die reale Spiegellläche von der Sollfläche abweicht, 
gleichzeitig sichtbar gemacht werden. Dies verkürzt den sonst 
sehr langwierigen Schleifprozess erheblich. 


Anwendungen in der Autoindustrie sind z.B. holographische 
Doppelbelichtungsaufnahmen eines Autoreifens bei zwei ver- 
schiedenen Fülldrücken, aus denen sehr kleine Ausbeulungen 
aufgrund unterschiedlicher Reifenwandstärke sofort sichtbar 
werden. 


Mithilfe der holographischen Interferometrie lässt sich die 
Wachstumsgeschwindigkeit von Pilzen innerhalb von wenigen 
Sekunden messen, indem man den Pilz mit dem Doppelbe- 
lichtungsverfahren zweimal holographisch aufnimmt und die 
Interferenzstreifen ausmisst. So lässt sich z.B. die Nährstoff- 
zufuhr bei Pilzkulturen optimieren. 


Eine interessante Anwendung in der Medizin ist die holographi- 
sche Vermessung des Kopfes von Personen. Vergleicht man das 
dadurch erhaltene dreidimensionale Bild mit einer Röntgenauf- 
nahme des Schädels, so lässt sich durch Vergleich der beiden 
Aufnahmen die räumlich aufgelöste Struktur des Weichgewe- 
bes bestimmen. Erstellt man eine Karteı dieser Verteilung für 
bestimmte Gesichtstypen, so kann man bei Operationen von 
Missbildungen im Gesicht oder von Unfallverletzungen dem 
Chirurgen bildlich am Computer vor der Operation genau zei- 
gen, welche Gesichtsveränderungen bestimmte Eingriffe ın die 
Knochenstruktur bewirken, sodass er entscheiden kann, wie er 
am besten operieren sollte [30]. 


Von großer Bedeutung werden wahrscheinlich in Zukunft holo- 
graphische Speicher sein, die nach den bisherigen Ergebnissen 
sehr große Informationsdichten haben werden, da man auf 
engem Raum viele Hologramme überlagern kann. Als Spei- 
chermaterial kommen z.B. ferroelektrische Kristalle in Frage. 
Durch das im Volumenhologramm herrschende elektrische Feld 
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Abbildung 12.23 Holographischer Speicher in einem ferroelektri- 
schen Kristall (LINBO; mit Eisenionen Fe?* bzw. Fe?* dotiert). a Vor 
und b nach der Belichtung. Die rote Kurve gibt die Lichtintensität, die 
schwarze den räumlichen Verlauf der Ladungsdichte an, die den Bre- 
chungsindex beeinflusst [nach Smith] 


der Lichtwelle werden Ladungen verschoben, sodass das Ho- 
logramm hier nicht als Schwärzungsmuster einer Photoplat- 
te, sondern als Raumladungsverteilung vorliegt, die zu einem 
räumlichen Brechungsindexmuster führt (Abb. 12.23). Solche 
Hologramme können dann wieder ausgelesen werden durch ei- 
ne Referenzwelle [27-31]. 


12.5 Fourieroptik 


Viele Probleme der modernen Optik lassen sich mathematisch 
elegant mithilfe der Fouriertransformation darstellen. So hatten 
wir bereits in Abschn. 10.8 gesehen, dass die Amplitudenver- 
teilung des Fraunhofer’schen Beugungsbildes in der Beobach- 
tungsebene als Fouriertransformierte der Feldstärkeverteilung in 
der Beugungsebene angesehen werden kann. Wir wollen hier 
zeigen, dass eine Linse als Fouriertransformator wirkt, der die 
Objektebene in die Fourierebene abbildet, in der das Beugungs- 
bild des Objektes entsteht. Wird jetzt diese Fourierebene durch 
eine zweite Linse weiter abgebildet, so wird dadurch das Objekt 
wieder erzeugt, da die Fouriertransformierte der Fouriertrans- 
formierten wieder die ursprüngliche Funktion ergibt, jedoch mit 
vertauschten Vorzeichen der Argumente: 


FI VD ICE I: 


Das Bild steht somit auf dem Kopf. Der wichtige Punkt ist nun, 
dass man in der Fourierebene durch Blenden, Filter oder Pha- 
senplatten Veränderungen des Beugungsbildes erreichen kann, 
die zu entsprechenden Veränderungen des realen Objektbildes 
führen. Durch eine solche optische Filterung lassen sich Kon- 
traste im Objektbild verstärken oder störende Untergrundmuster 


12.5 Fourieroptik 


beseitigen und damit die Qualität des Bildes steigern und das 
Erkennen von Details, die sonst durch störende Überlagerun- 
gen verdeckt werden, verbessern. Für eine genauere Darstellung 
wird auf die sehr lesenswerten Bücher von Stößel [32] und Lau- 
terborn et al. [24] über Fourieroptik verwiesen, wobei die kurze 
Beschreibung hier sich an das sehr gute Buch von Lauterborn 
anlehnt. 


12.5.1 Die Linse als Fouriertransformator 


Wir betrachten in Abb. 12.24 eine ebene Welle, deren Wellen- 
vektor um die Winkel & in x-Richtung und ß in y-Richtung 
gegen die z-Achse geneigt ist und die durch die Linse L in die 
Brennebene bei z = fs abgebildet wird. Nach (10.88) wird die 
Feldverteilung in dieser Fourierebene 


E(x',y) (12.10) 
+00+00 
— Alk‘ y,fs) j few y) e river + vy) dxdy 


durch die Fouriertransformierte der Feldverteilung £(x, y) in der 
Objektebene gegeben, wobei der Vorfaktor 


A eikz e{ir/Az) 0737) 


ein reiner Phasenfaktor mit |A| = 1 ist. 
Man nennt die Größen 


Be tan & 








& 
‚== FI. 12.11 
v 17 JB 12 r ( a) 

y tanß BP 
=> Az I Az A 5 


für z = fs und tan x a bzw. tan ß = ß die Raumfrequenzen 
des Beugungsbildes. 


Liegt die Objektebene in der vorderen Brennebene der Linse, so 
istzo = —fs und der Vorfaktor 


Az es «inte /I) (a +8) 





Linse 


Beugungs- 
ebene 


E(x,y) 


Abbildung 12.24 Die Linse als Fourier-Transformator der Feldvertei- 
lung E(x, y) in die Beugungsverteilung E(xX,y’) = E(v,, v,) 
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12 Neue Techniken in der Optik 


wird unabhängig vom Ort (x’, y’) in der Fourierebene. In diesem 
Fall führt die Linse dann gemäß (12.10) exakt eine zweidi- 
mensionale Fouriertransformation der vorderen in die hintere 
Brennebene durch. 


Die Intensitätsverteilung in der Beobachtungsebene 


IX ,y) = |E@,y) = |FEE@yY)l? 


ist das beobachtbare Beugungsbild des Objektes. Da bei der 
Betragsbildung der Phasenfaktor herausfällt, kann man jede be- 
liebige Ebene vor der Linse als Objektebene wählen, z.B. dicht 
vor der Linse. Da die Beugungsbilder im allgemeinen sehr klein 
sind, muss man zur Darstellung große Brennweiten fg verwen- 
den. 


(12.12) 


Wir wollen die Fouriertransformation der Linse durch einige 
Beispiele verdeutlichen. 


12.5.1.1 


Eine punktförmige Lichtquelle am Ort (xo, yo) in der objektsei- 
tigen Brennebene der Linse (Abb. 12.25) hat die Feldstärkever- 
teilung 


Punktlichtquelle 


E(x,y) = Eoö(x — X0)ö(y — yo) , 


wobei ö(x) die Deltafunktion bedeutet. Einsetzen in (12.10) lie- 
fert die Amplitudenverteilung 


612.13) 


Ey) =A: | | Erd - 20)80 - yo) 
, e river t vyy) dxdy 


— A: Eye loar0 + v0) (12.14) 


Dies ist wegen 


x 0% ß 
V,= — N <<; V, x — 
AfB A er 
eine ebene Welle mit einem Wellenvektor, der die Winkel & in 
x-Richtung bzw. 8 in y-Richtung gegen die z-Achse bildet. 


Die Intensität 
are ren 


ist in der Fourierebene konstant, d.h. die Beobachtungsebene 
wird gleichmäßig ausgeleuchtet. 





Abbildung 12.25 Zur Fouriertransformation einer Punktlichtquelle 


y 
I(v,) 
yo 
X 
” 3 A 
Ayo Ayo Ayo  4Yo 
Objektebene Beugungsebene 


Abbildung 12.26 Fourierraumfrequenzspektrum von zwei Punktlicht- 
quellen 


12.5.1.2 Zwei Punktlichtquellen 


Hat man in der Objektebene zwei Punktlichtquellen an den Or- 
ten (0, yo) und (0, —yo), so wird 


E(x,y) = Ed) [8 — yo) +86 + yo)l- (12.19) 


Als Fouriertransformierte ergibt sich dann aus (12.10) analog zu 
(12.14) die Feldverteilung 


EX ,y) —. > (ei 70 . eriv,yo) 


— 2A - cos(27rV,yo) (12.16) 


und die Intensität 
I ,y’) & 4A? cos“(2rv,yo) = 2A”[1-+cos(Arrv,yo)]. (12.17) 


Dies ist ein Kosinusgitter (Abb. 12.26) mit parallelen Streifen in 
x-Richtung, die eine Raumfrequenz 


1 


la 


(12.18a) 


haben, was gerade dem inversen Abstand der beiden Punktlicht- 
quellen entspricht. 


Der räumliche Abstand der Streifen in der Fokalebene der Linse 


Ach 


Ay = Abel 
i 20 


(12.18b) 


ist proportional zur Brennweite fg der abbildenden Linse und 
zur Wellenlänge A. 


12.5.1.3 Strichgitter 


Die Beugungsfigur eines Gitters mit N Spalten der Breite a und 
einem Abstand d zwischen benachbarten Spalten, das mit ei- 
ner senkrecht einfallenden ebenen Welle beleuchtet wird (siehe 
Abschn. 10.5.2) erhält man, wenn in (12.10) die Feldverteilung 
(Abb. 12.27) 


N 
E(x,y) = Eo: > ö(x — nd) * rect” 


n=]1 


(12.19) 





Beugungsebene Vx 


Objektebene x 


Abbildung 12.27 Beugungsbild eines Gitters mit rechteckigen langen 
Spalten 


eingesetzt wird, wobei x die Faltung der Deltafunktion mit der 
Stufenfunktion rectx/a bedeutet (rectx/a = 1fürO <x/a<] 
und sonst 0). Das Ergebnis für die Amplitudenverteilung ın der 
Beugungsebene ist: 


’ N 
EX ,y') = Eo- &(,)- _—— See, 290) 


n=]1 


woraus sich die bereits aus Abschn. 10.5.2 bekannte Intensitäts- 
verteilung 


) sin (rav,) sin’(nNdv,) 


IKv.,v,) & |Eo|l”öv, - a (12.21) 


(rav,)? sin’ (ndv,) 


ergibt, die in Abb. 12.27b dargestellt ist. 


Hier wird deutlich, dass die „Grobstruktur“ im Beugungsbild, 
d.h. die Raumfrequenz v,, welche der Einhüllenden der Inter- 
ferenzmaxima entspricht, durch die schmale Spaltbreite a in der 
Objektebene erzeugt wird, während die Feinstruktur, d.h. die 
hohen Raumfrequenzen N - v,, die das Interferenzmuster erzeu- 
gen, durch das gesamte Gitter mit der Breite N - d also durch 
eine breite Struktur in der Objektebene hervorgerufen wird. 


Kleine Raumfrequenzen im Beugungsbild entsprechen 
großen räumlichen Strukturen im Objekt, während feine 
Strukturen des Objekts zu hohen Raumfrequenzen, d.h. 
großen Ablenkungen, im Beugungsbild führen. 


12.5.2 Optische Filterung 


Das Grundprinzip der optischen Filterung wird anhand von 
Abb. 12.28 verdeutlicht: eine Linse L1 erzeugt wie in Abb. 12.25 
in ihrer Brennebene eine Beugungs-Amplitudenstruktur als 
Fouriertransformierte der Amplitudenverteilung in der Objek- 
tebene. Wird die Beugungsebene in der Brennebene der Lin- 
se L2 weiter abgebildet in die bildseitige Brennebene von L2, 
so wird dabei die Fouriertransformierte der Fouriertransformier- 
ten der Objektebene erzeugt. Dies entspricht aber wieder der 
Struktur in der Objektebene. Durch die zwei gleichen Linsen 
ım Abstand 2f wird also eine Abbildung im Maßstab 1 : I mit 
umgekehrten Bild (x > —x, y > --y) erzeugt. 


12.5 Fourieroptik 


Objektebene Bildebene 


Fourierebene 





[1 L2 


Y(X,y) G(u,v) _ F[g(x,y)] 9(-X,-y) 


Abbildung 12.28 Schematische Darstellung der optischen Fourier- 
transformation und ihrer Rücktransformation durch zwei gleiche Linsen 
im Abstand 2f nach [22] 


Was unterscheidet diese Abbildung von der gewöhnlichen Ab- 
bildung eines Objektes im Abstand 2f durch eine Linse’ 


Der wesentliche Unterschied liegt darın, dass bei der Abbil- 
dung in Abb. 12.28 eine Fourierebene vorliegt, in der man durch 
Blenden oder Filter eingreifen kann, um das Beugungsbild zu 
verändern. Dadurch verändert sich auch das Bild des Objektes 
in charakteristischer und gewollter Weise, wie an einigen Bei- 
spielen gezeigt werden soll. 


12.5.2.1 Tiefpassfilter 


Wir hatten im vorigen Abschnitt gesehen, dass feine Detail- 
strukturen in der Objektebene zu hohen Raumfrequenzen in 
der Beugungsebene führen. Blendet man diese Raumfrequenzen 
durch eine enge Blende in der Beugungsebene aus, so werden 
die (oft nicht gewünschten) feinen Strukturen bei der erneuten 
Abbildung der Beugungsebene in die Bildebene verschwinden. 
Ein Beispiel ist die Erzeugung einer gleichmäßig beleuchteten 
Fläche durch einen aufgeweiteten Laserstrahl mithilfe eines Lin- 
sensystems, durch das der Strahldurchmesser um den Faktor 
P%/fi zunimmt (Abb. 12.29). Durch Unebenheiten der Oberflä- 
chen der Linse L| (z.B. Staubkörner oder Kratzer) wird das 
Licht gebeugt in höhere Beugungsordnungen, deren Abbildung 
durch L> zu einer körnigen Helligkeitsstruktur führt, die oft mit 
Beugunssringen der Staubkörner überlagert ist. Eine Punktloch- 
blende im Fokus von L; filtert alle höheren Beugungsordnungen 
aus und bewirkt eine gleichmäßige Helligkeit des aufgeweiteten 





Bildebene 


Abbildung 12.29 Punktlochblende als Tiefpass-Raumfrequenzfilter 
bei der Aufweitung eines Laserstrahls 
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12 Neue Techniken in der Optik 


Strahls. Man nennt sıe deshalb in Anlehnung an die Elektro- 
technik einen Tiefpass (siehe Abschn. 5.5), weil nur die tiefen 
Raumfrequenzen durchgelassen werden. Die Lochblende wirkt 
wie eine Punktlichtquelle in der Fokalebene von L>, die dann, 
wie im vorigen Abschnitt behandelt, zu einer ebenen Wellen 
hinter L, führt und damit zu einer konstanten Intensität in der 
Bildebene. 


12.5.2.2 Hochpassfilter 


Bei Hochpassfiltern werden in der Beugungsebene die tiefen 
Raumfrequenzen, d.h. die wenig abgelenkten Beugungsord- 
nungen unterdrückt, während die höheren Ordnungen durch- 
gelassen werden. Dies soll am Beispiel der Abbildung eines 
Kosinusgitters mit der Gitterperiode d in x-Richtung verdeut- 
licht werden, bei dem die Feldverteilung in der Objektebene 
durch 


E(x,y) = Eocos? (—) (12.223) 
Eo 14 IX 
—u cos | — 
2 d 
gegeben ist. Schreibt man dies in der Form 
1 0 8 Da 1 Diele 
Ek,»y)eb 5 + ze TE + ze n (12.226) 


und setzt das in (12.10) ein, so erhält man nach kurzer Rechnung 
für die Fouriertransformierte, d.h. die Amplitudenverteilung in 
der Beugungsebene: 


E00) = 2] 0 +53 (v5) 


d 
1 1 
=Ö x = ’ 
Fr > ( + ;) | 

wobei die drei Terme die O-te, +1-te und —1-te Beugungsord- 
nung angeben. Das Beugungsbild besteht also aus 3 Punkten auf 
der v,-Achse, deren Raumfrequenzen v, = Ound v, = +1/d 
sind. Sie liegen in der Beugungsebene an den Punkten x = 0 
und x = +f-A/d (Abb. 12.30). Wird dieses Beugungsbild 


durch eine 2. Linse weiter abgebildet, so entsteht in der Bilde- 
bene das ursprüngliche Kosinussitter. 


(12.23) 





Abbildung 12.30 Hochpassfilter bei der Abbildung eines Kosinusgit- 
ters 


Blendet man jedoch die O0. Ordnung aus durch eine kleine un- 
durchlässige Scheibe, so fehlt in (12.23) der 1. Term. Bildet man 
von dieser neuen Beugungsverteilung die Fouriertransformierte, 
d.h. setzt man jetzt 


EV,n)- 2 ölw,) £ (» = :) +Ö (v - ;) (12.24) 


mit v, = x/(Af), v, = y/(Af) in (12.10) ein, so ergibt sich die 
Feldverteilung in der Bildebene 


DICK 


E(x) = „cos =) — I) cos? =) . (12.25) 


Das Bild zeigt wieder ein Kosinusgitter, aber jetzt mit der halb- 
en Periode, d.h. es gibt doppelt so viele Maxima wıe im Objekt. 


Diese Hochpassfilterung kann auch benutzt werden, um durch- 
sichtige Objekte sichtbar zu machen, in denen praktisch keine 
Amplitudenänderung der transmittierten Welle, sondern nur 
eine Phasenänderung geschieht. Würde man sie ungefiltert be- 
trachten, so fällt der Phasenfaktor bei der Intensität (x Absolut- 
quadrat der Amplitude) heraus. 


Dies ist nicht mehr der Fall, wenn z.B. die nullte Beugungs- 
ordnung bei der Filterung unterdrückt wird. Dies sieht man wie 
folgt: Die Transmission des Objektes sei 

u&,y) 2a: (12.26) 
sodass die Amplitudenverteilung in der Objektebene bei einer 
konstanten einfallenden Welle Eu durch 


E(x,y) = Eu- t(x,y) = a: Ep”) (12.27) 


gegeben ist. Die Intensität 
I(x,y) « |E? = ar 


ıst dann überall konstant, d.h. man sieht keine Struktur. Für 
schwache Phasenstrukturen (y(x,y) x 1) können wir die Ex- 
ponentialfunktion entwickeln und in (12.27) näherungsweise 
setzen: 


E(x,y) =a-Eo|l + io(x,y)] , (12.28) 


deren Fouriertransformierte die Amplitudenverteilung in der 
Beugungsebene 


Ev, v,) = FEW y)] 


= a: Ey {8v)8W,) + 1F [ps Y)]} 


(12.29) 


ergibt. Blendet man die 0. Ordnung aus (d. h. der 1. Term in 
(12.29) wird null), so ergibt sich bei der Abbildung der Beu- 
gungsebene in die Bildebene: 


EGp,yB) = i1Eo a: -F [FE y)]] 


= 1a - Eop(—x, —y) (12.30) 


und die Intensitätsverteilung in der Bildebene wird 


I(x8, 35) & |EQB, yB)|" = a’ Ego’, —y) , (12.31) 
d.h. die Phasenstruktur bleibt erhalten und die Phasenobjekte 
werden dadurch sichtbar. 


12.5.3 Optische Mustererkennung 


Die optische Filterung kann auch zur Mustererkennung ein- 
gesetzt werden. Dies wird z.B. angewendet, um bei großen 
Stückzahlen eines Fertigungsteils (z.B. kleine Zahnräder oder 
gestanzte Formen) zu prüfen, ob vorgegebene Toleranzen bei 
der Fertigung eingehalten werden. Dazu müssen die Objekte 
verglichen werden mit einem Muster, das exakt gearbeitet wur- 
de und keine Abweichungen vom Sollwert aufweist. 


Man fertigt ein Hologramm der Beugungsstruktur dieses Mus- 
ters an, in dem man die Hologrammplatte bei der Aufnahme 
des Hologramms in die Beugungsebene des Musters als Objekt 
stellt und gleichzeitig mit einer ebenen Welle beleuchtet. Ein 
solches Hologramm heißt Fourierhologramm und entspricht der 
Fouriertransformierten des Musters. Wird jetzt das entwickelte 
Hologramm in die Filterebene (d.h. in die Beugungsebene der 
zu untersuchenden Objekte) gestellt, so entsteht in der Bilde- 
bene eine Überlagerung der Bilder des Musters und des realen 
Objektes. Bei geeigneter Phasenlage lässt sich erreichen, dass 
nur die Differenzen zwischen Objekt und Muster sichtbar wer- 
den, sodass man die Abweichungen der Objekte vom Sollwert 
unmittelbar sehen kann. 


Ein wichtiges mögliches Anwendungsgebiet dieser Musterer- 
kennung ist die Unterscheidung von gesunden und kranken 
Zellen (z. B. bei der histologischen Krebsfrüherkennung). 


Wenn sich Objekte zeitlich ändern (z. B. Verformung von Werk- 
stücken unter Druck oder Änderung der Wolkenstruktur in der 
Jupiteratmosphäre), lässt sich dies mit solchen Verfahren der 
Mustererkennung gut untersuchen, weil alle Abweichungen von 
einem Bild des Objekts zur Zeit t; zu späteren Zeiten deutlich 
hervorgehoben werden, während alle gleichbleibenden Formen 
unterdrückt werden. 


Der Nachteil dieser Methoden ist ihre extreme Empfindlichkeit 
gegen geringe Verschiebungen des Filters, die das zu erkennen- 
de Muster stark verändern können. 


12.6 Mikrooptik 


Die Mikrooptik ıst ein neuer Zweig der modernen Optik, der 
sich seit etwa 1980 zu technischer Reife entwickelt hat. Diese 
rasante Entwicklung wurde erst möglich durch Mikrotechno- 
logie (Lithographie-Techniken, mechanische Herstellung von 
Mikrostrukturen) und durch das bessere Verständnis der phy- 
sıkalischen Phänomene, die bei der optischen Abbildung und 
der optischen Wellenausbreitung durch mikrooptische Elemen- 
te auftreten. 


12.6 Mikrooptik 


Wir wollen uns nun kurz mit einigen Aspekten der Mikrooptik 
befassen: 


12.6.1 Diffraktive Optik 


Wir hatten in Kap. 9 gesehen, dass Licht durch Prismen abge- 
lenkt oder durch Linsen gesammelt werden kann. Beide Effekte 
beruhen auf der Lichtbrechung, die bewirkt, dass Licht, je 
nach seiner Wellenlänge, an Grenzflächen mit einem Sprung 
des Brechungsindexes verschieden stark gebrochen wird. Ab- 
bildungsverfahren, die optische Elemente benutzen, welche auf 
dieser Brechung beruhen, werden auch als refraktive Optik be- 
zeichnet. 


In den letzten Jahren sind, ermöglicht durch die Fabrikations- 
verfahren der Mikroelektronik und durch neue Berechnungs- 
verfahren mit Computern neue optische Elemente realisiert 
worden, die auf der Beugung beruhen und sowohl Ablenkung 
als auch Fokussierung von Lichtstrahlen bewirken können. Die 
auf solchen, oft mikroskopisch kleinen Elementen basierenden 
Abbildungsmethoden werden deshalb diffraktive Optik genannt 
[4, 19]. 


Ihr Prinzip soll an einigen Beispielen verdeutlicht werden. 


In Abb. 12.31a ist eine Glasplatte gezeigt, auf deren Oberfläche 
streifenförmige Rechteckrinnen mit der Breite b und der Tiefe h 
eingeätzt wurden. Fällt auf die Vorderseite der Platte eine ebene 
Lichtwelle ein, so tritt zwischen benachbarten Teilbündeln ei- 
ne optische Wegdifferenz von (n — 1)h beim Durchlaufen der 
Glasplatte mit Brechzahl n auf. Die Platte wirkt als optisches 
Phasengitter. Während beim Transmissionsgitter mit Spalten 
und Stegen die transmittierte Amplitude moduliert wird und 
bei gleicher Spalt- und Stegbreite die transmittierte Intensität 
Ir = 0,5 Io ist, wird hier die Phase der Lichtwelle ın y-Richtung 
periodisch moduliert und die Transmission ist 7 = 1. Analog 
zum Strichgitter wirkt jeder einzelne Streifen mit der Breite b 
hinsichtlich der Beugung wie ein Spalt, bei dem Licht in die 
zentrale Beugungsordnung im Winkelbereich | sin«| < A /b ab- 
gebeugt wird. Will man also merkliche Ablenkwinkel haben, so 
muss die Streifenbreite ın der Größenordnung der Wellenlänge 
liegen. 
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Abbildung 12.31 a Beugung von Licht an einem streifenförmigen 
Phasensgitter, b Ablenkung von Licht durch eine Stufenplatte 
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Die einzelnen Teilwellen von den verschiedenen Streifen addie- 
ren sich jedoch nur dann konstruktiv, wenn die Phasendifferenz 
zwischen benachbarten äquivalenten Teilwellen Ap = m? 
beträgt, d.h. ihre optische Wegdifferenz As = m - A. Aus 
Abb. 12.3la sieht man, dass die Wegdifferenz zwischen zwei 
benachbarten geradzahligen Strahlen (2, 4, 6, ...) bzw. unge- 
radzahligen Strahlen (1, 3, 5, ...) ın der Richtung & gegen die 
Einfallsrichtung Ası = d- sina, mit d = bı + by ist. Für kon- 
struktive Interferenz muss daher gelten: 


d-sina = m :\ ml] 2...) (12.32a) 


Nun haben die ungeradzahligen Strahlen die optische Wegdiffe- 
renz 


d 
An =(n-]):h+ > sin« (12.32b) 


gegen den nächsten geradzahligen Strahl. 


Damit alle ungeradzahligen mit den geradzahligen Teilbündeln 
konstruktiv interferieren, muss gelten: An = tm - A, (m) = 
0,1,2). Durch Subtraktion von (12.32b) und (12.32a) ergibt 
sich: 


d 
(n—-1)-hF<sina = (m —mı)-\A. 


> (225 


Für m> — mı = O erhält man dann konstruktive Interferenz in 
der Richtung « für 


„Ar — 1)h | 
d 


Dies entspricht der Interferenz nullter Ordnung, bei der (abge- 
sehen von Dispersionseffekten) der Wegunterschied null ist und 
deshalb unabhängig von A wird. Für ma — mı = +1 ergibt sich 
aus (12.33): 


sinao = (12.34a) 


(n—-l)hFA 


1/2 (12.34b) 


sinaı = 


Beispiel 


nal Sana me lea a, am, 
m —-m =0 > sn = 0,75% = +48,6°, 
unabhängig von A. Bei einer Wellenlänge A = 0,5 um 
erhalten wir mit m» — mı = +1 für a;: sina;ı = 0,25 
—> oı = 14,5°. Für m — mı = —1 würde sinaı = 1,25, 
d.h. hier gibt es keine Beugungsordnung. 


Bei einer Stufenhöhe von h = 1 um gilt: 


Fürm -mı =1=>0| =0. 

Für m -—mı = -1= 0, = W°. 

Es gibt für dieses Beispiel also eine nicht abgelenkte Teil- 
welle und eine, die um 30° abgelenkt wird. << 


Man sıeht an diesem Beispiel, dass man die Richtung des ein- 
fallenden Lichtes, weitgehend unabhängig von der Wellenlänge, 
um den Winkel 


’ 


2(n — 1)h 
7) 


&o = arcsin ( 


der von der Gitterkonstante d und der Stufenhöhe h abhängt, ab- 
lenken kann. Da der Brechungsindex n von A abhängt, ist noch 
eine schwache Abhängigkeit von A vorhanden. 


Die Platte lässt sich auch wie in Abb. 12.31b mit einem anstei- 
genden Stufenprofil strukturieren. Nach Verlassen der Platte ist 
die Phasenebene gegenüber der einfallenden ebenen Welle um 
einen Winkel « geneigt, der dadurch bestimmt ist, dass die opti- 
sche Wegdifferenz n-h zwischen zwei Stufen in der Platte gerade 
kompensiert wird durch eine entsprechende Wesgdifferenz As = 
b-sin a hinter der Platte. Die nullte Interferenzordnung tritt des- 
halb auf für 


n-h-b:snw=0=>sino=n-h/b. (12.35) 


Beispiel 


nal. 02 im Im — ame — 00 7 
old: < 


Man beachte, dass hier auch für die nullte Ordnung wegen der 
wellenlängenabhängigen Brechzahl n(X) der Ablenkwinkel, wie 
beim Prisma, von der Wellenlänge A abhängt. Diese Abhängig- 
keit ist jedoch für die nullte Ordnung wesentlich schwächer als 
für höhere Ordnungen. Für die m-te Interferenzordnung gilt: 


n-h-b:sina = +m:\% 


—>sin@=(n-hFm-A)/b. (12.36) 


Für unser obiges Beispiel erscheinen die beiden ersten Ord- 
nungen für Licht mit A = 500nm dann unter den Winkeln 
Alm = +1) = —11,5°;@2 (m = —]) —= +53°, 


Paralleles Licht, das auf eine solche Stufenplatte fällt, wırd also 
in mehrere Teilstrahlen aufgespalten, deren Ablenkwinkel durch 
(12.36) bestimmt sind. Wie viele solcher Teilstrahlen gebildet 
werden, hängt von der Breite b der Stufen ab. Da an jeder Stufe 
das Licht gebeugt wird, ist der Winkelbereich, unter dem Licht 
überhaupt nur emittiert werden kann, durch sina@ < gA/b be- 
schränkt. 


Beispiel 


Fürb = Ium und A = 0,5 um wird der Winkelbereich 
auf |x| < 30° beschränkt, d.h. die gesamte Intensität wird 
auf die Interferenzordnung mitm = QOundm = +1 
beschränkt. In diesem Fall werden also außer der null- 
ten Interferenzordnung nur noch die erste Ordnung mit 
m = +1 erscheinen, d.h. der auftreffende Strahl wird in 
2 Teilstrahlen aufgespalten. Wählt man h und D kleiner, 
so kann man mehr Teilstrahlen erhalten. «4 


12.6.2 Fresnel-Linse und Linsenarrays 


Als zweites Beispiel soll eine Fresnel-Linse besprochen werden, 
die wıe eine Fresnel’sche Zonenplatte (Abschn. 10.6.2) wirkt. 





So =f 


Sn = Sm-ı+(n-NDh+A 
Sm+3 = Sm+1+2X 


Abbildung 12.32 Glasplatte mit ringförmigen Rinnen als Fresnellinse 


Auf die Oberfläche einer kreisförmigen durchsichtigen Glasp- 
latte werden wieder Rinnen der Tiefe h geätzt, die jetzt jedoch 
nicht parallele Streifen sondern Kreisringe sind, die als Fresnel- 
zonen dienen (Abb. 12.32). Soll für eine einfallende ebene Welle 
die Differenz der optischen Wege zu dem Punkt P für zwei auf- 
einander folgende Ringzonen As = AX/2 sein, so folgt für die 
Radien r,, der Zonen 
r,=s5,-9=(0+m-A/2)” - 58 s0-m-A 


m 


für so > m-A. Wir erhalten also für den Radius der m-ten Zone 


wie ın (10.64) 
Im = vm:Sso-A. (12,37) 
Die Fläche jeder Zone 
Fer(na-n)=7:so:A (12.38) 


ist unabhängig von m und deshalb für jede Zone gleich. 


Für die Stegringzonen ist dann die Wegdifferenz zur benachbar- 
ten Rinnenringzone: 


As(m) -— Asm+1) = (n-1)-h-A/2. 


Macht man die Höhe h der Stege so, dass (n— 1)-h=A/2 ist, 
so sind alle Teilwellen im Punkte F im Abstand so, von der Platte 
in Phase und interferieren konstruktiv. Diese Zonenplatte wirkt 
also wie eine Linse mit der Brennweite 


ehe). 


1259) 


die von der Wellenlänge A und vom Radius rı der 1. Fresnelzone 
abhängt. 


12.6 Mikrooptik 


rot 


blau 


Abbildung 12.33 Kombination einer refraktiven und einer diffraktiven 
Linse zu einem Achromat 


Man beachte: Bei der im Abschn. 10.6.2 behandelten Fres- 
nelzonenplatte mit abwechselnden durchsichtigen und undurch- 
sichtigen Zonen mussten die Zonen mit destruktiver Interferenz 
abgedeckt werden. Man verliert dadurch die Hälfte der Inten- 
sıtät. Hier wird dagegen durch die Phasenmodulation in der 
Glasplatte die destruktive in eine konstruktive Interferenz um- 
gewandelt. 


Man sieht, dass diese Fresnellinse eine Brennweite hat, die mit 
wachsender Wellenlänge sınkt, gerade entgegengesetzt zu re- 
fraktiven Linsen. Auch eine Beugungsanordnung mit gleichen 
Strukturen, wie z.B. ın Abb. 12.31, hat einen Beugungswinkel, 
der proportional zu A ist, d.h. die Ablenkung von blauem Licht 
ist kleiner als für rotes Licht. Eine geeignete Kombination aus 
refraktiver und diffraktiver Linse kann daher ein achromatisches 
Linsensystem ergeben (Abb. 12.33). 


Der große Vorteil der diffraktiven Linsen liegt ın der Möglıich- 
keit der billigen Massenherstellung mithilfe von Ätzverfahren, 
die in der Mikroelektronik für die Strukturierung von Chips 
seit langem gebräuchlich sind. Das langwierige Schleifen der 
Linsen fällt weg. Durch geeignete Formgebung der Ätzstruktur 
kann man die verschiedensten Formen der Abbildung erhalten, 
weil ja die Amplitudenverteilung der Lichtwelle in der Bilde- 
bene durch die Fouriertransformierte der Amplitudenverteilung 
(einschließlich Phase!) in der Beugungsebene bestimmt wird 
(siehe Abschn. 10.8). 


Durch eine vorher berechnete geeignete Strukturierung der 
Oberfläche kann man Abbildungsfehler minimieren. Durchmes- 
ser und Brennweite solcher Fresnellinsen können sehr klein 
gemacht werden (z.B. < lmm), so dass sie für Abbildungs- 
optiken ın Endoskopen (dies sind Lichtleitfasersysteme, die für 
medizinische Untersuchungen in den Körper eingeführt werden 
können) verwendbar sind. 


Man kann ein ganzes Array vieler solcher Fresnellinsen auf ei- 
ner Glasplatte strukturieren (Abb. 12.34), sodass man jetzt viele 
Einzelbereiche in der Gegenstandsebene parallel abbilden kann. 
Stellt man in die Bildebene ein Photodiodenarray, so registriert 
jede Diode dieses Arrays getrennt einen spezifischen Objekt- 
bereich. Da sowohl Fresnellinsen als auch Photodiodenarray 
in integrierter Technik herstellbar sind, kann der gesamte Pro- 
duktionsprozess für Abbildungssystem und Detektionseinheit 
kostengünstig optimiert werden [20, 21]. 
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Abbildung 12.34 Zweidimensionales Array kleiner Fresnellinsen zur 
gleichzeitigen Abbildung vieler Objektbereiche ohne Abbildungsfehler 
auf ein Photodioden-Array in der Bildebene 


12.6.3 Herstellung diffraktiver Optik 


Ein wichtiges Verfahren zur Herstellung von Mikrostrukturen 
ist die Lithographie. Zuerst wird von einer Vorlage ein stark ver- 
kleinertes Bild in einer Photoschicht durch optische Abbildung 


Belichtung 


AAABABABABZEZEE 


Maske 
Photolack 


Substrat 


Entwickelter 
Photolack 


Substrat 


Ätzstruktur 
im Substrat 


Abbildung 12.35 Zum Lithographie-Verfahren 


mit UV-Licht erzeugt. An den belichteten Stellen wird (nach 
Entwicklung) die Photoschicht geschwärzt. Diese Schicht mit 
entsprechend der Vorlage ortsabhängigen Transmissionen wird 
als „Maske“ verwendet, die auf eine dünne Photoschicht auf- 
gelegt wird (Abb. 12.35). Durch Beleuchtung des Photolackes 
durch die Maske hindurch wird dieser an den belichteten Stellen 
chemisch so verändert, dass er dort durch chemische Reagen- 
zıen entfernt werden kann.An diesen Stellen liegt das Substrat 
frei, sodass dort die gewünschten Strukturen (z.B. die Ringzo- 
nen einer Fresnellinse) eingeätzt werden können. 


Außer durch verkleinerte photographische Reproduktion einer 
Vorlage kann die Maske auch durch einen Elektronenstrahl er- 
zeugt werden, der über die Maskenfläche gerastert wird und dort 
die gewünschten Mikrostrukturen „schreibt“. 


12.6.4 Refraktive Mikrooptik 


Außer der diffraktiven Optik können auch Mikrolinsen herge- 
stellt werden, welche wie in der Makrooptik die Brechung zur 
Abbildung verwenden. Hier lassen sich zwei Klassen von Mi- 
krolinsen unterscheiden: 


a) solche mit einer vorgegebenen Oberflächenform, die zur Ab- 
bildung von Lichtbündeln führt, 

b) solche mit einem Brechungsindexgradienten, die also aus ei- 
nem nichthomogenen Material hergestellt wurden. 


Refraktive Mikrolinsen können z.B. durch das in Abb. 12.36 
dargestellte Verfahren hergestellt werden. Mithilfe lithographi- 
scher Verfahren werden Mikrozylinder aus Plastik mit Durch- 
messer D und Höhe h auf einer Glasunterlage gemacht. Erhitzt 
man sie über ihre Schmelztemperatur, so entsteht flüssiges Ma- 
terial, das aufgrund der Oberflächenspannung eine Form mit 
minimaler Oberfläche bei gleichem Volumen annimmt. Dies ist 
eine Kugelkappe, deren Krümmungsradius von D und h ab- 
hängt. Durch geeignete Wahl der Zylinderdimensionen kann 
man daher den Krümmungsradius R der Mikrolinsen, und da- 
mit ihre Brennweite 


F=R/n-|]) 


bestimmen. 


Wenn man Zylinder mit radialem Brechzahlprofil n(r) her- 
stellen kann (dies wird erreicht durch gezielte Diffusion von 


Polymer Glas 


__ IE _ 
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Abbildung 12.36 Fabrikation von Mikrolinsen aus Plastik durch Erhit- 


zen und Schmelzen von Mikrozylindern, die lithographisch auf einem 
Glassubstrat hergestellt deponiert wurden 





Fremdatomen in das Plastikmaterial), so wirken bereits die Zy- 
linder als Linsen. Die Durchmesser der Linsen liegen zwischen 
5 wm-S00 um, ihre Brennweiten zwischen SO um und einigen 
Millimetern [39]. 


12.7 Optische Wellenleiter 
und integrierte Optik 


Die integrierte Optik benutzt die für integrierte elektronische 
Schaltungen entwickelte Technik der Realisierung von Struktu- 
ren im Mikrometer- und Submikrometerbereich auf der Oberflä- 
che oder im Inneren eines Trägermaterials, um Licht in winzigen 
Wellenleitern zu führen, zu modulieren, umzulenken, oder in 
benachbarte Wellenleiter einzukoppeln. Auf diese Weise kann 
ein optisches Eingangssignal strukturiert, kodiert oder verändert 
werden, oder auch auf viele Ausgangskanäle verteilt werden. 


12.7.1 Lichtausbreitung 


in optischen Wellenleitern 


Wesentliche Grundlagen der integrierten Optik beruhen auf 
der bereits in Abschn. 7.9 diskutierten Ausbreitung von Wellen 
in Wellenleitern. In der integrierten Optik sind solche Lei- 
tern jedoch nicht Hohlleiter mit elektrisch leitenden Wänden, 
wie in Abb. 7.27, sondern Streifen oder Rechteckkanäle aus 
durchsichtigem d.h. elektrisch nicht leitendem Material, des- 
sen Brechungsindex größer ıst als der der Umgebung, sodass 
die Lichtwelle durch Totalreflexion im Wellenleiter geführt wird 
331. 


Alle Wellen, die sich im Wellenleiter mit Brechungsindex n aus- 
breiten, müssen die Wellengleichung (siehe Abschn. 7.1) 


n® XE 


AE = — — 
c 9% 


(12.40) 


erfüllen. Die Auswahl spezieller Lösungen wird durch die 
Randbedingungen bestimmt, die von den Dimensionen des Wel- 
lenleiters und den Brechungsindizes n; von Wellenleiter und 
umgebendem Medium abhängen. 


Betrachten wir als Beispiel einen planaren Wellenleiter zwi- 
schen den Ebenen x = O undx = a mit dem Brechungsindex 
nz zwischen zwei Medien mit n;ı und nz (Abb. 12.37), der in 
y-Richtung unendlich ausgedehnt sei. Für eine TE-Welle (sie- 
he Abschn. 7.9), deren Wellenvektor k den Winkel d gegen die 
z-Richtung hat, erhalten wir 

E(x,y,2,1) = E,(a) e@'P9 (12.41) 


mit der Ausbreitungskonstanten ß = k-nacos® undk = w/c, 
wobei die nur von x abhängige Amplitude E,(x) in den drei Be- 
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N3 
X xX=a 
n 
- 2 
y x=0 
N; = 


Abbildung 12.37 Planarer Wellenleiter als Schicht mit Brechungsin- 
dex n, zwischen Bereichen mit n; und nz 


reichen durch die Ausdrücke 


A: eP* für x<0O, 
E,(x) = 3 B-cos(hx) + C - sin(hx) ir Dex<a, 
D: e9@ =) für x>a 


(12.42) 
gegeben ist, wie man durch Einsetzen in (12.40) für die drei 
Bereiche nachprüfen kann. 


Aus der Stetigkeitsbedingung für E,(x) bix = Oundx = a 
folgt sofort: B= AundD = B:cos(ha) + C - sin(ha). Fordert 
man auch noch, dass dE,/ 0x stetig ist, so erhält man für x = 0: 
A-p= Ch, sodass man alle Amplituden durch A ausdrücken 
kann. Es ergibt sich damit: 


E,(&) = (12.43) 
A: epx 
A [cos(hx) + 5 sin(hx)] 


A. [cos(ha) + 2 sin(ha)]e"° "9 für x>a. 


für #0, 


Ir Era, 


Einsetzen von (12.42) in die Wellengleichung (12.40) liefert: 


= Pen, 
h= nk — B2, (12.44) 
q= /B?’—n3k. 


Alle Größen g, h, p können also durch die Wellenzahl k = w/c 
und den Parameter 8 = k-n2 - cos angegeben werden, der die 
Ausbreitungskonstante in z-Richtung angibt. 


Aus der Stetigkeit von dE,/0x für x = a ergibt sich aus (12.43) 
die zusätzliche Bedingung: 


— hsin(ha) — (q/h) cos(ha) 
— —p[cos(ha) + (g/h) sin(ha)] , 


aus der man 
prq 


tan(ha) = SH ap/R) Bee) 


(12.45) 


375 


N 
- 
© 
= 
Q 
& 
-- 





376 





12 Neue Techniken in der Optik 


erhält. Dies stellt zusätzlich zu (12.43) eine Verknüpfung der 
Größen h, p, q dar und ergibt, dass nicht beliebige Werte des 
Ausbreitungsparameters # erlaubt sind, sondern nur diskrete 
Werte ß,„, welche die erlaubten Ausbreitungsmoden der im Wel- 
lenleiter geführten Welle ergeben. 


Man sieht aus (12.42), dass die Welle durchaus auch in die 
angrenzenden Bereiche eindringt. Ihre Amplitude klingt dort je- 
doch exponenitiell ab. 


Die Frage ıst nun: Welche Ausbreitungsmoden können bei 
vorgegebener Wellenlänge A und Dicke a des planaren Wel- 
lenleiters noch im Wellenleiter geführt werden, ohne dass sıe 
diesen verlassen”? Dies wird vom Unterschied der Brechungsin- 
dizes An = na — nı bzw. na — nz abhängen. 


In der Praxis sind symmetrische Wellenleiter mitn; =n3 = n 
wichtig. Für sie gilt daher An = na — n. Aus (12.42) sieht man, 
dass fürqg = p = 0 die Welle ın die angrenzenden Bereiche 
entweichen kann, da sıe dann dort konstante Amplituden haben 
würde. 


Dann folgt aber aus (12.44) B = nık = nzk. Setzt man dies 

in (12.45) ein, so ergibt sich für den symmetrischen planaren 

Wellenleiter die Grenzbedingung 
tan(ha)=0 >ha=mı . (12.46) 


Für den Koeffizienten h ergibt die Bedingung (12.46) wegen 


h= nm —-$?=k,/n—n? 
Dr 
2: n, —n? (12.47) 
EEE 33 (12.48) 
\/2 . 


Die ganze Zahl m, gibt also im Wesentlichen das Verhältnis 
von Wellenleiterbreite a zur halben Wellenlänge A an. Setzt 
man (12.31) in (12.46) ein, so ergibt sich wegen n5 -) = 
(nz — n) - (na + n) die minimale Brechzahldifferenz 


m2)? 


———— , 12.49 
Aa?(n> + n) 


An=m-—-n> 


die notwendig ist, um die Mode mit dem Modenparameter m, 
noch im symmetrischen Wellenleiter führen zu können. 


Aus der Grenzbedingung (12.49) lässt sich entweder bei vorge- 
gebener Wellenlänge A und Modenparameter m, die minimale 
Brechzahldifferenz An berechnen oder bei vorgegebenen An 
und A die maximale Modenzahl m,, die noch im Wellenleiter 
geführt werden kann. 


Beispiele 


em = 0 > 5 0297 medh 9 UV Da 
Wellenvektor zeigt in z-Richtung, die Welle läuft also 


parallel zur Grenzfläche. Es gibt hier keine Grenzwel- 
lenlänge A, jedoch wird mit zunehmenden Werten von 
\/a ein immer größerer Teil der Wellenenergie außer- 
halb des Wellenleiters transportiert (Abb. 12.38). 


Ad >Ay 


Abbildung 12.38 Amplitudenverlauf E(x) der tiefsten TE- 
Mode mit m, = 0 für zwei verschiedene Wellenlängen A| < a/2 
und Aa a B 2 


Dama 4,72 Ta rn a > 
A = 000 BT = 1505.90 es genüer bereits 
eine relative Differenz An/n = 5- 10°, um die Mode 
mit m, = 1 ım Wellenleiter der Dicke a = 2 um zu 
führen. Aus (12.44) erhält man mit 9 = 0° 


p=vß—-n2R= kn; —n? 


ne 
en mn 


eo Ara 





ger a 0 


Die Eindringtiefe in die Umgebung des Wellenleiters 
ist also etwa eine halbe Wellenlänge, d.h. nach x = 
\/2 ist die Amplitude auf 1/e abgeklungen. 4 


In diesem Falle wird die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wel- 
le nicht nur durch den Brechungsindex n> des Wellenleiters, 
sondern auch durch den des umgebenden Mediums mitbe- 
stimmt. Man führt deshalb einen effektiven Brechungsindex ner 
ein, der dies berücksichtigt, sodass der Ausbreitungsparameter 
BP =k:ner:cosd wird. 


Die planaren Wellenleiter, bei denen die Welle nur in x-Richtung 
eingeschränkt ist, sind nur ein Spezialfall der allgemeinen Wel- 
lenleiter mit rechteckigem Querschnitt, bei denen die Welle 
in x- und y-Richtung beschränkt wird. Mögliche technische 
Realisierungen sind in Abb. 12.39 gezeigt. So kann z.B. mit 
Ätzverfahren ein Graben der Tiefe 2d und Breite 2a in einem 
Material mit Brechzahl n, erzeugt werden, der dann (z. B. durch 
Aufdampfen) durch Material mit Brechungsindex n> aufgefüllt 
wird (Abb. 12.39a). Man kann auch umgekehrt auf eine ebene 
Unterlage über entsprechende Masken einen Steg aufbringen, 
der dann unten an den Träger mit n, und sonst an Luft (n3 = 1) 
angrenzt. 


a) Ei b) 


Abbildung 12.39 Zwei mögliche Realisierungen dielektrischer Strei- 
fenleiter a eingekettet, b aufgesetzt 


12.7.2 Lichtmodulation 


Wird ein Dielektrum in ein elektrisches Feld gebracht, so än- 
dert sich sein Brechungsindex. Darauf basieren elektro-optische 
Modulatoren für Wellenleiter. Der Wellenleiter mit Dicke a 
und Brechzahl nz möge auf ein Substrat mit Brechzahl n3 
aufgebracht sein. Legt man jetzt zwischen zwei Elektroden ei- 
ne elektrische Spannung U (Abb. 12.40), so ändert sich der 
Brechungsindex n>. Hat das Substrat eine von null verschie- 
dene elektrische Leitfähigkeit, so fällt praktisch die gesamte 
Spannung über dem nichtleitenden Wellenleiter ab, und die 
elektrische Feldstärke ist |E| = U/a. 


Die Änderung des Brechungsindex ist (wie hier nicht hergeleitet 
werden soll) 


Ango = nZ -OFR' U/a ’ (12.50) 
wobei ag ein Faktor ist, der von der elektrischen Polarisierbar- 
keit des Materials im Wellenleiter abhängt. 


Werden die Brechzahlen n> und n3 so gewählt, dass ohne elek- 
trısches Feld die Bedingung (12.49) für m, = 0 erfüllt ist, aber 
nicht mehr für m, = 1, so wird ohne angelegtes Feld die Wel- 
lenleitermode m, = 1 nicht im Wellenleiter transportiert. 


Durch die Erhöhung der Differenz 


An= na + Ango — N3 (125]) 
kann die Bedingung (12.49) dann auch für m, = 1 erfüllt 
werden, d.h. diese Wellenleitermode kann durch das angeleg- 
te elektrische Feld ein- und ausgeschaltet werden. 


U 
es =“ ___\Wellenleiter 
a 
ir 
Substrat 


u 


Abbildung 12.40 Zur elektrooptischen Modulation eines Wellenleiters 


12.7 Optische Wellenleiter und integrierte Optik 


12.7.3 Kopplung zwischen benachbarten 
Wellenleitern 


Werden zwei Wellenleiter durch eine dünne Trennschicht mit 
Brechzahl nz voneinander getrennt, so kann eine Welle, die in 
den Wellenleiter 1 eingekoppelt wurde und in z-Richtung pro- 
pagiert, sich mit exponentiell abnehmender Amplitude bis in 
den Wellenleiter 2 erstrecken (Abb. 12.41). Ein Teil der Energie 
wird dadurch vom Wellenleiter 1 in den benachbarten Wellen- 
leiter 2 eingekoppelt. Für die Amplituden A, und A» der Wellen 
gilt dann: 


dA 
dA 
— = -iß2A2 + ik2ıAı (2). (12.52b) 


wobei ß = nz cos d der Ausbreitungsparameter und « der Kop- 
pelkoeffizient ist. Wenn beide Wellenleiter gleiche Dimensionen 
haben, ist di = P = P undkpn = Kaı =K. 


Mit der Anfangsbedingung A,(0) = 1, Az(0) = 0 erhält man 
als Lösungen von (12.52) 


Aı(z) = cos(kz) - e'? , (12.53a) 

As(z) = -isin(kz) - eP? , (12.53b) 
sodass man für die Lichtleistung in den Wellenleitern 

Pı(z) X Aı - AT = cos“(kz) (12.54a) 

Ps(z) X Az - A} = sin’ (kz) (12.54b) 





X 
Nz 


b) z 


Abbildung 12.41 Kopplung zweier benachbarter Wellenleiter durch 
sich überlappende Feldverteilungen. a Querschnitt in der x-y-Ebene; 
b Querschnitt in der x-z-Ebene 
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bekommt. Man sieht also, dass die Energie zwischen beiden 
Wellenleitern hin- und her oszilliert. Nach der Länge zı = 
sr/(2«) ist sie vollständig von 1 nach 2 übergegangen, nach 
2 = n/x wieder zurück nach 1. 


Macht man also die Koppellänge gerade gleich zı, so kann man 
die Lichtenergie vollständig von 1 nach 2 überkoppeln. Macht 
man z = n/(4k), so wird gerade die halbe Energie von I nach 2 
übertragen. 


Anmerkung. Das Problem ist völlig analog zu dem zweier 
gekoppelter Pendel (Bd. 1, Abschn. 11.8). < 


Berücksichtigt man noch andere Verluste der Welle außer den 
Koppelverlusten (z.B. durch Absorption im Wellenleiter), so 
muss man, genau wie ın der klassischen Optik (siehe Ab- 
schn. 8.2), einen komplexen Brechungsindex einführen und er- 
hält dann für den Ausbreitungsparameter ß = kn) - cosd = 
Pr — ia/2, sodass die im Wellenleiter geführte Welle gedämpft 
ist und man statt (12.54) die Gleichungen 


Pı(z) = cos’(kz) - e 


P.(z) = sin? (kz) - e* (255) 


erhält. 


12.7.4 Integrierte optische Elemente 


Ihre große technische Bedeutung erhält die integrierte Op- 
tik durch den Zusammenschluss von integrierten Lichtquellen 
in Dünnschichttechnologie (Halbleiterlaser) mit optisch inte- 
grierten Elementen (Linsen, Prismen, Wellenleitern), optischen 
Detektoren und optischen Lichtleitfasern [33-35]. 


Auf diese Weise lassen sich Sender, Kommunikationsleitung 
und Empfänger in integrierter Technik, d.h. klein und kom- 
pakt, miteinander verbinden. In Abb. 12.42 sind als Beispiel 
eine Lichtquelle, eine Linse, ein Wellenleiter und der Detektor 
in planarer Schichtbauweise schematisch dargestellt. Die Zy- 





Halbleiter- Integrierte 
laser Linse 
y 
optische 
. 
Wellenleiter aber 
Elektroden 
X Detektor 


lichtemittierende 
Schicht 


Abbildung 12.42 Lichtquelle, Wellenlänge, Optik und optische Fiber 
mit Detektor in integrierter Bauweise 


linderlinse wird durch ein entsprechendes Gebiet mit anderem 
Brechungsindex gebildet, der Laser durch einen Schichtaufbau 
von speziell präparierten Halbleitermaterialien (siehe Bd. 3, Ab- 
schn. 8.4 und 14.3). Die Verteilung der Energie auf verschiedene 
Ausgangskanäle kann dann durch die Kopplung zwischen be- 
nachbarten Wellenleitern geschehen, die zusätzlich noch durch 
elektro-optische Modulatoren gesteuert werden kann. 


12.3 Optische Lichtleitfasern 


Lichtwellenleiter (in optischen Fibern) sind dünne, flexible 
Quarzfasern (etwa 100-500 um Durchmesser), bei denen eine 
Kernzone (etwa 5-50 um Durchmesser) einen höheren Bre- 
chungsindex hat als der umgebende Mantel (Abb. 12.43). Der 
Quarzmantel ist mit einer Schutzschicht aus Plastik überzogen, 
um ihn vor Beschädigungen zu schützen. Typische Werte für 
den Brechungsindex sind ngem = nı = 1,48, nManel = nm = 
1,46. Deshalb wird eine Lichtwelle, die im Fiberkern verläuft, 
dort infolge von Totalreflexion eingefangen, solange der Winkel 
des Wellenvektors k mit der Grenzschicht klein genug ist (siehe 
Kap. 8). 


Wie ım Abschnitt 8.4.6 gezeigt wurde, gilt für den Grenzwinkel 
ys der Totalreflexion sin y; = na/nı. Wegen sina/sinß = nı 
folgt dann für den maximalen Akzeptanzwinkel mity = 90° —ß 


sina, =nı-sinß, =nı:cosy, =nı: J1l-sin Ys 


= nı: Y1-(m/nı)? = /n? —n2. (12.56) 
Man nennt diesen Akzeptanzbereich 
An = Sina, = n? = n5 (12.57) 


die numerische Apertur der Fiber. 


Beispiel 
ne ls nos = #107 mon az en 


en < 


Die numerische Apertur bestimmt die maximale Lichtleistung, 
die durch Fokussieren eines Lichtbündels mit Durchmesser d 


Kunststoffschutzschicht 





Mantel Kern 


Abbildung 12.43 Aufbau einer Lichtleitfaser 





90-y=Bß 


a — , 


Abbildung 12.44 Einkopplung in eine Lichtleitfaser 


Ken Mantel 


FT TR 


Abbildung 12.45 Ausbreitung von Lichtwellen in einem Lichtwellen- 
leiter mit Stufenindexprofil durch Totalreflexion an der Grenzschicht 
Kern-Mantel 


n n 
5 n(r) 
LT j 
n=1 5 0 
2) a a r b) r 


Abbildung 12.46 Radiales Brechzahlprofil a für eine Stufenindexfaser, 
b für eine Gradientenfaser 


durch eine Linse mit Brennweite f in die Faser eingekoppelt 
werden kann (Abb. 12.44). Es gilt d/2f = tan Amax- 


Selbst bei nicht zu stark gekrümmten Fasern bleibt das Licht im 
Kern eingeschlossen (Abb. 12.45). 


Der radiale Verlauf des Brechungsindex kann verschieden ge- 
staltet werden: Bei der Stufenindexfaser (Abb. 12.46a) ist n(r) 
im Kern konstant und macht an der Grenze Kern-Mantel einen 
Sprung. Die Gradientenfaser hat einen Brechzahlverlauf n(r) 
wie in Abb. 12.46b. Oft hat n(r) im Kern einen quadratischen 
Verlauf n(r) = n(0) — b- r“. 


Dann werden die Lichtstrahlen im Kern gekrümmt 
(Abb. 12.48b). Der Vorteil der Gradientenfaser ist die geringere 
Abhängigkeit der Ausbreitungsgeschwindigskeit in der Faser 
vom Eintrittswinkel & für höhere transversale Moden (siehe 
weiter unten). 


12.3.1 Lichtausbreitung 


in optischen Lichtleiterfasern 


Im Abschn. 7.9 haben wir die Wellenausbreitung in Wellenlei- 
tern mit ebenen Wänden behandelt. Ähnlich wie dort hängen 


12.8 Optische Lichtleitfasern 


auch in Wellenleitern mit kreisförmigen Querschnitt die Aus- 
breitungseigenschaften von der Indexzahl n der transversalen 
Moden (Zahl der Knoten entlang des Durchmessers des Wellen- 
leiters) und von den Dimensionen des Leiters ab. So kann sich 
z.B. in einer Stufenindexfaser mit Kerndurchmesser 2a < A 
nur die transversale Grundmode TEM„ mit n = 1 ausbreiten 
(7.47). 


Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ist für die ver- 
schiedenen transversalen Moden unterschiedlich. Deshalb wer- 
den für die optische Nachrichtenübertragung hauptsächlich 
„Einmoden“-Fasern verwendet mit 2a < A. In Gradientenin- 
dexfasern ist die Dispersion der verschiedenen Moden wesent- 
lich geringer. Wir wollen uns die Strahlausbreitung in solchen 
Fasern etwas genauer ansehen [36]. 


Nach dem Fermat’schen Prinzip (Abschn. 9.1) verläuft der 
Strahlengang zwischen zwei Punkten P| und P> immer so, dass 
die optische Weglänge 


Pa 


Lopt = | n(r) ds = Minimum (12.58) 


Pı 


ein Minimum wird (Abb. 12.47). Mit ds = & : dr > dLop = 
n(r) -&,: dr, wobei e, der Tangenteneinheitsvektor im Punkte P 
ist. Andererseits ist dZopt = grad Lopt : dr > VLop = n(r) -e.. 
Skalare Multiplikation von ds = e,dr mit e, ergibt e.ds = dr, 
sodass 


VLop = n(r) - ze n(r) - 6. (12.59) 


ds 


wird. Differenziert man (12.59) nach dem Kurvenelement ds, so 
erhält man wegen de, /ds = 0 


d dr d 
— In-— )= — (VL) = V 
ds (" ) ds - ) in 


Für Gradientenindexfasern wird oft ein parabolisches Indexpro- 


fil gewählt: 
rı2 
nrza)en (1-4(2) ) 
a 


nr 


(12.60) 


(12.61) 


mit = (nı — m)/nı ; 





Abbildung 12.47 Zum Fermat’schen Prinzip für einen Lichtweg in ei- 
nem Medium mit ortsabhängigem Brechungsindex n(r) 
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Da hier n nur vom Abstand r von der Achse r = 0 abhängt, wird 
Vn = dn/dr und man erhält aus (12.60) die Gleichung (siehe 
Aufg. 12.11) 


d’ ld 
SAIEERRE ER = (12.62) 
dz? _n(r) dr 
in Zylinderkoordinaten (r, 9,2). 
Einsetzen von (12.61) ergibt für r < a: 
Le, (12.63) 
— + ——r= 
d? «a 
mit der Lösung 
2A 
r(z) = asin ( D (12.64) 
a 


Der Strahlenverlauf r(z) in einer Gradientenfaser verläuft also 
sinusförmig um die Achse r = 0 (Abb. 12.46b). Die Perioden- 
länge ist 


Az= A=2na/vV2A. (12.65a) 


Führen wir die Wellenzahl K = 2r/A ein, so ergibt dies 
AH = I 


MA_I 


a a n 


K= 








(12.65b) 


Die Geschwindigkeit, mit der sich das Licht entlang der Trajek- 
torie (12.64) ausbreitet, ist 


IL MEERE EEE 
ne) nı (1-A sin? Kz) 


C 
Zu IT, (12.66) 


nı (\ — Ka? sin?(Kz)) 


Uph (z) — 


vpn Variiert also zwischen dem Minimalwert c/nı für K-z = 
n- sc, (der für r = 0 angenommem wird) und dem Maximalwert 
c/m fürK-z= (n+ ) -. z, der für r = a erreicht wird. 


Die Ausbreitungsgeschwindigkeit in z-Richtung hängt ab vom 
Eintrittswinkel & in die Faser. Die mittlere Ausbreitungsge- 
schwindigkeit in z-Richtung, gemittelt über eine Periode A, ist 


A A 


Uph :C0S@ 


(v,) = (12.67) 





mittana = dr(z)/dz > cos@a = [1 + (dr/dz)?]'/?. Die 
Ausrechnung (siehe Aufg. 12.12) ergibt 


A-a\” 
nı 20 
wobei & der Eintrittswinkel in die Faser isst und u = 


(dr/dz),-ov 2A der Winkel, unter dem die Trajektorie die Ach- 
ser = 0 in der Faser schneidet. 





(12.68) 


Man sieht aus (12.68) dass in Mehrmoden-Gradientenfasern die 
Lichtlaufzeit durch die Faser wegen A « 1] wesentlich weniger 
vom Einfallswinkel & abhängt, als das bei Stufenindexfasern der 
Fall ist (Abb. 12.48). 





b) 


Abbildung 12.48 Ausbreitung verschiedener Moden a in einer Stufen- 
indexfaser, b in einer Gradientenindexfaser 


12.3.2 Absorption in optischen Fasern 


Von besonderer Bedeutung für die optische Signalübertragung 
durch Lichtleitfasern sind die Verluste, die das Licht beim 
Durchlaufen der Faser erleidet. Sie werden durch Absorption, 
Streuung und Leckagen aus dem Kern in den Mantel verursacht 
und insgesamt als Faserdämpfung bezeichnet. 


Ist der relative Leistungsverlust auf dem Teilstück der Länge dZ 


dp 
—emkadr, (12.69) 
P 
so folgt durch Integration 
P(L) = P(0)-e*. (12.70) 


Die transmittierte Leistung nimmt also exponentiell ab mit zu- 
nehmender Länge L. Die Dämpfungskonstante 


1 PD 


un (12.71) 


hängt vom Fibermaterial und der Wellenlänge A des Lichtes ab. 
In der Nachrichtentechnik benutzt man meistens den dekadi- 
schen Logarithmus und führt den Dämpfungskoeffizienten 

10 ı P(L) 


= -— 


T 08 P0) (12,72) 


mit der Maßeinheit Dezibel pro km Faserlänge ein. 


Beispiel 


Für & = 0,5 dB/km ist die transmittierte Leistung nach 
1lOkm Länge wegen P(L)/P(0) = 10° = 0,316 
auf 31,6% ihres Eingangswertes gesunken. Für « = 
0,1 dB/km (was heute erreichbar ist), sinkt die transmit- 
tierte Leistung nach 10km auf 80%, nach 100km auf 
10%. < 


co [db / km] 


INEEEEEE?L 


IN:SRNNFG 
YLLHT, 


Fiber mit extrem 
niedriger OH- 
Konzentration 







ı/nm 


Abbildung 12.49 Dämpfungsverluste «(\) für eine Standardfiber, die 
geringe Konzentrationen von Verunreinigungen enthält (rote Kurve) 
und für eine Spezialfiber mit besonders niedrigem OH-Gehalt 


In Abb. 12.49 ist die Dämpfungskurve «(A) für eine moderne 
Quarzfaser dargestellt. Man sieht, dass der Dämpfungskoeffi- 
zient ein Minimum hat bei etwa A = 1,5yum. Dies ist auf 
die Überlagerung mehrerer Effekte zurückzuführen: Der Licht- 
streuquerschnitt für die Rayleigh-Streuung ist proportional zu 
1/A*, steigt also steil an mit sinkender Wellenlänge (siehe 
Abschn. 8.2). Die Absorption wird im Wesentlichen durch den 
kurzwelligen Teil der Infrarotabsorption bewirkt, die infolge 
der Anregung von Schwingungen der Atome im Fasermateri- 
al durch die Lichtwelle verursacht wird. Sie wird deshalb mit 
zunehmender Wellenlänge größer. Verunreinigungen im Quarz 
führen zu besonders großen Streu- und Absorptionsverlusten, 
wobei vor allem OH-Radikale bei A = 1,4 um eine starke Ab- 
sorption haben. Deshalb muss man extrem reine Materialien 
verwenden. Bei kürzeren Wellenlängen sind auch die lang- 
welligen Ausläufer der Ultraviolettabsorption nicht mehr zu 
vernachlässigen, die durch die Anregung der Atomelektronen 
verursacht wird. 


12.3.3 Pulsausbreitung in Fasern 


Für die Ausbreitung optischer Signale in Fasern spielt nicht nur 
die Dämpfung eine Rolle, sondern auch alle Effekte, welche die 
Form der Pulse verändern. Von großer Bedeutung ist dabei die 
Dispersion der Faser. Sie hat zwei Ursachen: Die verschiedenen 
Ausbreitungsformen der Wellen in einer Faser (Abb. 12.48) ha- 
ben verschiedenen Geschwindigkeiten (Modendispersion, siehe 
(7.47)). Außerdem trägt die Wellenlängenabhängiskeit des Bre- 
chungsindex n(}) zur Dispersion von Signalen bei, die einen 
bestimmten Wellenlängenbereich enthalten. Dies sieht man wie 
folgt: Ein kurzer Lichtpuls der Dauer Ar kann als eine Überlage- 
rung unendlich vieler monochromatischer Wellen mit Frequen- 
zen v = c/A im Bereich vo £ Av/2 aufgefasst werden. Die 
Frequenzbreite Av ist nach dem Fouriertheorem mit der Zeit- 
dauer Ar des Pulses durch Av = 1/Ar verknüpft. Wegen der 
Dispersion n(v) hängt die Phasengeschwindigkeit cC’ = c/n(v) 


12.8 Optische Lichtleitfasern 





t 


Abbildung 12.50 Verbreiterung und Frequenzvariation (Chirp) eines 
Lichtpulses nach Durchgang durch ein dispersives Medium mit norma- 
ler Dispersion 


der Teilwellen von ihrer Frequenz v ab, d.h. die relativen Pha- 
sen der Teilwellen verschieben sich daher beim Durchlaufen der 
Faser. Dies führt zu einer Verbreiterung des Pulses und begrenzt 
die minimale Zeit zwischen zwei Pulsen, die ja immer größer 
sein muss als die Pulsbreite (Abb. 12.50). 


Im Allgemeinen sind in einer optischen Lichtleitfaser, deren 
Kerndurchmesser 2a groß ist gegen die Wellenlänge A, viele 
Ausbreitungsmoden mösglich, wie dies im Abschn. 7.9 am Bei- 
spiel eines Hohlleiters und in Abb. 12.48 an zwei verschiedenen 
Moden in Lichtwellenleitern illustriert wird. Es zeigt sich, dass 
die Abhängigkeit der Phasengeschwindigkeit vn von der Art 
der Mode einen viel größeren Einfluss auf die Verbreiterung 
der Pulse hat als die Dispersion des Brechungsindex. Deshalb 
sind Mehrmodenfasern für die optische Nachrichtenübertragung 
über weitere Strecken nicht geeignet. Man muss Einmoden- 
fasern mit Kerndurchmessern von etwa 3-5 um (2a < 34) 
verwenden. Die damit notwendige größere Justiergenauigkeit 
bei der Einkopplung von Licht in diese Einmodenfasern ist 
heute technisch beherrschbar, auch beim Zusammenkleben von 
Fiberenden unter Arbeitsbedingungen im Kabelgraben. 


Die Brechzahldispersion n(A) ist in Abb. 12.51 für eine mit 
GeO, dotierte Quarzfaser, wie sie in der optischen Nachrich- 
tenübertragung verwendet wird, dargestellt. 


Für dıe Ausbreitung eines Pulses ist die Gruppengeschwindig- 
keit (siehe Abschn. 8.2) 


d 
mo. _ (19:73) 


k 
aa 


wichtig, die vom Brechungsindex n = n, — ik (Abschn. 8.1) ab- 
hängt und für das Auseinanderlaufen des Pulses die Dispersion 
der Gruppengeschwindigkeit dvg/ dk bzw. dvs/ dA. Man sieht 
aus Abb. 12.51, dass für die optischen Fasern bei einer Wellen- 
länge A x 1,3 um die Gruppengeschwindigkeit ein Maximum 
hat und daher ihre Dispersion null wird. Für die Übertragung 
hoher Bitraten ist deshalb die Wellenlänge A = 1,3 um am 
günstigsten. Die Absorption hat dagegen ihr Minimum bei A = 
1,5 um, sodass man die minimale Dispersion mit einer größeren 
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1,48 





1,4 


1,6 1,8 


1,46 


Abbildung 12.51 Brechungsindex n(A), Gruppenbrechzahl n — A - 
dn/dA und Gruppengeschwindigkeit vs für eine mit 7 Mol % GeO; do- 
tierte Quarzglasfaser 


Dämpfungskonstante erkauft. Man kann durch geeignete Dotie- 
rung des Fasermaterials mit Fremdatomen das Maximum von 
vg bis nach 1,5 um schieben, allerdings steigt damit die Ab- 
sorption (Abb. 12.52). 


Für große Faserlängen, die für die optische Nachrichtenüber- 
tragung zwischen verschiedenen Kontinenten notwendig sind, 
muss die Dispersion minimiert werden. In Abb. 12.53 ist die 
Dispersion für drei verschiedene Typen von Einmoden-Fasern, 
die sıch durch die Wahl der Dotierung unterscheiden, als Funk- 
tion der Wellenlänge aufgetragen. Man sieht, dass für den Typ c 
die Wellenlängenabhängigkeit am kleinsten ist. Allerdings ist 
die Absorption für diesen Fasertyp größer. 


Die Frage ist, ob man hier eine bessere Lösung finden kann. 
Dies ist ın der Tat gelungen durch die Verwendung von nichtli- 
nearen Effekten, die zur Erzeugung von Pulsen führen, die ihre 
Pulsbreite nicht ändern. Man nennt solche Pulse Solitonen. 
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Abbildung 12.52 Gruppengeschwindigskeitsdispersion (schwarze Kur- 
ven) und Laufzeitdispersion (rote Kurven) für zwei verschiedene opti- 
sche Lichtleitfasern mit unterschiedlicher Germanium-Dotierung 
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Abbildung 12.53 Dispersion einiger Fibertypen. a Standard 
Einmoden-Faser, b dispersionsverschobene Einmoden-Faser, c disper- 
sıonsgeglättete Einmoden-Faser 


12.8.4 Nichtlineare Pulsausbreitung; Solitonen 


Wenn die Intensität der Lichtpulse genügend groß wird, werden 
die Elektronen der Atome durch die Lichtwelle zu Schwin- 
sungsamplituden angeregt, die über den harmonischen Bereich 
(lineare Rückstellkraft) hinausgehen. Dadurch wird der Bre- 
chungsindex n nicht mehr durch (8.12a) beschrieben, sondern 
wird intensitätsabhängig. Wir schreiben ihn als 

n(w,I) =n,(w) +n2-I (12.74) 
wobei nz - I nur für große Intensitäten mit n, vergleichbar wird. 


Die Phase & = wt — kz einer optischen Welle E = Ey cos(wt — 
kz) wird mitk =2n/A =n-w/c 


® =wtr—-w-n-z/c=wf(t—n,z/c)—-A-I(t),  (12.75a) 
mit A = nawz/c. Sie hängt also von der Intensität 
It) =c:& | IEo(®, |? cos’ (wr — kz) dw (12.75b) 
ab. Da die momentane optische Frequenz der Welle 
d/ 
o= dd/dt = wu -A- — (12.75c) 


dr 


gleich der zeitlichen Ableitung der Phase ist, hängt sie von der 
zeitlichen Anderung der Intensität ab. 


Läuft ein Lichtpuls mit der Intensität /(t) durch die Faser, so ist 
am Anfang des Lichtpulses d// dr > 0 (ansteigende Flanke), so- 
dass dort  < wo wird, während am Ende des Pulses d//dr < 0 
und deshalb > &o wird. Diese Frequenzvariation während 
des Pulses (Frequenzchirp) bewirkt, dass der Puls spektral brei- 
ter wird und dass die „rot verschobenen“ Frequenzen voreilen, 
während die blau verschobenen nachhinken. Wählt man nun die 
Wellenlänge A so, dass dn/dA\ > O0 wird (Bereich der anomalen 
Dispersion), dann werden die „roten“ Anteile langsamer durch 


n. (® 
o(@) normal 


@o 


anomal 








(e) Z 


Abbildung 12.54 a Normale und anomale Dispersion. b n>(/). c Fre- 
quenzchirp auf Grund des nichtlinearen Anteils n, - /(f) zum Bre- 
chungsindex. d Zeitlicher Verlauf eines Lichtpulses mit Frequenzchirp. 
e Räumliche Form eines Pulses, der bei Kompensation von nichtli- 
nearem Anteil und linearer anomaler Dispersion nach einer von /(?) 
abhängigen Laufstrecke z in einen kürzeren Puls mit konstanter zeitli- 
cher Breite übergeht 


die Faser laufen als die „blauen“. Bei geeignet gewählter In- 
tensität können sich die beiden gegenläufigen Effekte gerade 
kompensieren, sodass man dann Pulse erhält, die zwar spektral 
breiter werden, deren zeitliche Dauer aber konstant bleibt. Sol- 
che Pulse nennt man Solitonen. Dies ist in Abb. 12.54 nochmals 
illustriert: Die lineare Dispersion macht die Pulsbreite größer, 
die nichtlineare Dispersion macht die spektrale Breite größer, 
die Kombination mit Bereichen anomaler Dispersion kompri- 
miert die zeitliche Dauer wieder. 


Man sieht an diesem Beispiel, dass zur technischen Realisierung 
einer neuen Methode fundierte Grundlagenforschung wichtig 
ist, um zu optimalen Lösungen zu kommen [37, 38, 45]. 


12.9 Optische 
Nachrichtenübertragung 


Viele Jahre lang war die elektrische Nachrichtentechnik, bei 
der Sıgnale als Spannungs- oder Stromsignale durch elektri- 
sche Leitungen geschickt wurden, die einzige Möglichkeit, über 
weite Strecken mit großen Geschwindigkeiten (bis zur halb- 
en Lichtgeschwindigkeit) Information zu senden. Später kam 


12.9 Optische Nachrichtenübertragung 
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Abbildung 12.55 Grundprinzip der Informationsübertragung 
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dann die drahtlose Nachrichtenübertragung durch Funksignale 
hinzu. In den letzten Jahren hat die optische Nachrichtentech- 
nik zunehmend an Bedeutung gewonnen, bei der Lichtpulse 
durch dünne Glasfasern geschickt werden. Der Vorteil dieser 
neuen Technik mit digitaler Signalübertragung liegt in ihrer 
hohen technisch bereits realisierten Bitrate (bis zu 10"? bit/s), 
die durch die Erzeugung extrem kurzer Lichtpulse im Pikose- 
kundenbereich möglich wurde. Auch die Abschwächung von 
Signalen durch Verluste in den Leitungen ist bei optischen Lich- 
wellenleitern um Größenordnungen kleiner als in Koaxıalkabeln 
(siehe vorigen Abschnitt 12.8). Ein weiterer Vorteil ist ihre 
geringe Stör- und Übersprechwahrscheinlichkeit, die Informa- 
tionsübertragung auch gegen fremdes Abhören sicherer macht. 
Wir wollen uns im letzten Abschnitt dieses Bandes mit den 
Systemkomponenten und den Problemen bei der Übertragung 
kurzer Lichtpulse und der von ihnen getragenen Information 
befassen, um die Vorteile und die noch zu lösenden Probleme 
kennen zu lernen. 


Das Prinzip der Informationsübertragung ist in Abb. 12.55 sche- 
matisch dargestellt: Die Eingabeinformation wird in einem Sen- 
der aufbereitet, dann durch die Übertragungsstrecke geschickt, 
von einem Empfänger verstärkt, der aus dem empfangenen Si- 
snal die gewünschte Information herausfiltert und ausgibt. Für 
die optische Nachrichtenübertragung ist der Sender ein Halblei- 
terlaser (siehe Bd. 3, Abschn. 8.4), der kurze Pulse aussendet. 
Die zeitliche Folge der Pulse wird durch die Eingabe der In- 
formation (z.B. Musik oder Sprache) moduliert. Es findet hier 
eine Analog-Digital-Wandlung statt. Die Pulse werden durch ei- 
ne Quarzfaser als Übertragungsstrecke geschickt und dann von 
einer schnellen Photodiode detektiert. Die in digitaler Form als 
Binärcode vorliegende Information wird durch den Empfänger 
extrahiert und ausgegeben. 


Durch die Gruppengeschwindigkeits-Dispersion werden die 
Pulse während der Übertragung durch die optische Faser ver- 
formt und verbreitert. Die Art der Verformung hängt vom 
Faser-Typ ab. In Abb. 12.56 sind die Lichtausbreitung in drei 
verschiedenen Fasertypen gezeigt und die entsprechende Puls- 
verformung. 


Für Verbindungen zwischen verschiedenen Kontinenten wer- 
den optische Fibern als Unterseekabel verwendet, wobei alle 
paar hundert km optische Verstärker benötigt werden, um die 
Absorption der Lichtpulse in der Fiber zu kompensieren. Ein 
Problem ist die Dispersion, das aber durch die Verwendung 
von optischen Solitonen-Systemen, bei denen die lineare Di- 
spersion kompensiert wird durch nichtlineare Effekte (siehe 
Abschn. 12.8.4), gelöst werden kann. Man erreicht Übertra- 
gungskapazitäten von vielen Gbit/s. 


Die große Bandbreite der optischen Nachrichtenübertragung er- 
laubt die gleichzeitige Übertragung vieler verschiedener Kanäle. 
Dies wird in Abb. 12.57 ım Beispiel dreier Kanäle illustriert. 
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Mehrmodemfasern 
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125 um 


Einmodemfasern 
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Abbildung 12.56 Lichtausbreitung in a Stufenindex Fibern, b Gradientenindex Fibern, e Einmoden-Fibern. Unter den Bildern sind Zeitpro- 
fil von Eingangs-und Ausgangspuls gezeigt sowie die Dämpfung und die erreichbare Bandbreite. [http://einstein.informatik.uni-oldenburg.de/ 
rechnernetze/optische.htm] 
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Abbildung 12.57 Optische Übertragung mehrerer Kanäle durch optisches Wellenlängen-Multiplexing [http://einstein.informatik.uni-oldenburg. 


de/rechnernetze/optische.htm] 


die jeweils auf einer anderen Wellenlänge übertragen werden. 
Die Siıgnalquelle ist eine LED, deren breitbandige Emission 
durch ein Prisma nach Wellenlängen getrennt wird, die dadurch 
in verschiedene Richtungen ausgesandt werden. Jedem Kanal 
wird nun ein Sendersignal aufgeprägt. und die verschiedenen 
Wellenlängen werden dann durch ein weiteres Prisma wieder 
in dieselbe Richtung überlagert und in die optische Faser ein- 
gekoppelt. nach der Übertragung durch die Faser werden die 
verschiedenen Kanäle wieder durch ein Prisma räumlich ge- 
trennt und auf die verschiedenen Detektoren abgebildet. Das 
Verfahren heißt optisches Multiplexing durch Trennung der Wel- 
lenlängen. 


Für die optische Kommunikation zwischen Städten werden 
Glasfaserbündel mit vielen einzelnen Glasfasern verlegt. Für 
die Anschluss-Verbindungen sind spezielle Techniken entwi- 
ckelt worden mit denen Einmodenfasern miteinander möglichst 
verlustfrei verbunden werden können. 


Der Vorteil der Nachrichtenübertragung mit optischen Fibern ist 
die große zur Verfügung stehende Bandbreite. Bei einer Wellen- 
länge vonA = 1,5 um (dies entspricht einer optischen Frequenz 
v = c/A = 2: 10!*s=!) können viele Signale von verschie- 
denen Sendern gleichzeitig übertragen werden. Wenn jeder der 
Informationskanäle eine Bandbreite von 100MHz = 10° s-! 


Zusammenfassung 385 


Beispiel 


Bei einer Pulsdauer 7 = 7,5 ps wird die Fourier-limitierte 
spektrale Breite des Pulses Av = * = 1,4-10!!s! = 
Auen oe Ze 22 Pnmberve Pal 
Bei dieser Spektralbreite ist die zeitliche Dispersion etwa 
2ps/km, d.h. die Pulse werden nach 50km Fiberlänge 
100ps lang. Die maximale Rate von Pulsen kann dann 
höchstens 10!” Pulse/s sein, d.h. die übertragbare Band- 
breite ist 10 GHz. «4 





Abbildung 12.58 Glasfaserbündel mit Ummantelung 


benötigt, so könnte man theoretisch 2 Millionen Kanäle gleich- 
zeitig über eine einzige optische Fiber übertragen. In der Praxis 
begrenzt die Dispersion der Fiber, welche die übertragenen Pul- 
se verbreitert, die Zahl der gleichzeitig übertragbaren Kanäle. 


Mehr Informationen findet man in dem ausgezeichneten Buch 
von Rogers [40]. 


Zusammenfassung 


Durch die konfokale Mikroskopie lässt sich außer der räum- 
lichen Auflösung in der x-y-Fokalebene auch eine sehr hohe 
Auflösung in z-Richtung erreichen. Der Kontrast der Bilder 
ist im Allgemeinen höher als bei der konventionellen Mikro- 
skopie. 

Mithilfe der Nahfeldmikroskopie lassen sich Auflösungen 
von unter 10Onm erreichen. Man braucht jedoch intensive 
Lichtquellen zur Beleuchtung. Das Verfahren wird über- 
wiegend zur Untersuchung von Strukturen auf Oberflächen 
verwendet. 

Die aktive Optik korrigiert ungewollte Verformungen astro- 
nomischer Spiegel durch elektronisch geregelte Stellelemen- 
te. Sie minimiert damit Abbildungsfehler und verbessert die 
Bildqualität und das Winkelauflösungsvermögen des Tele- 
skops. 

Die adaptive Optik korrigiert die durch die Unruhe der At- 
mosphäre bedingte Bildverschlechterung. Sie erreicht durch 
aktıve Optik an einem Hilfsspiegel ım Idealfall, dass ein 
Stern trotz Luftunruhe in ein Beugungsscheibchen abgebil- 
det wird. Das Winkelauflösungsvermögen eines Teleskops 
wird dadurch A@ x A/D und damit nahezu beugungsbe- 
grenzt. 

Die diffraktive Optik benutzt die Beugung und Interferenz, 
um Licht zu bündeln (Fresnel-Linsen) oder umzulenken 
(Stufenplatte). Damit lassen sich Mikrolinsen oder Linsen- 
arrays in integrierter Bauweise herstellen. 

Die Holographie benutzt die Interferenz der vom Objekt 
gestreuten Lichtwelle mit einer dazu kohärenten Referenz- 


welle, um die relativen Phasen der von den verschiedenen 
Objektpunkten gestreuten Objektwellen zu messen. Dadurch 
gewinnt man Informationen über die räumliche Struktur des 
Objekts, die im Hologramm verschlüsselt gespeichert sind. 
Die Beleuchtung des entwickelten Hologramms mit einer 
„Rekonstruktionswelle“ führt zu dreidimensionalen Bildern 
des Objekts. 

Die Kombination von Holographie und Interferometrie er- 
laubt es, kleine Veränderungen eines Objektes sichtbar zu 
machen oder die Abweichung eines Objektes von einem 
Referenzobjekt zu bestimmen. 

Dreidimensional gespeicherte Hologramme können als Spei- 
chermedium mit sehr hoher Packungsdichte verwendet wer- 
den. 

Die Fourieroptik basiert auf der Erkenntnis, dass bei der 
Fraunhofer-Beugung die Amplitudenverteilung in der Beu- 
gungsebene gleich der Fouriertransformierten der Lichtam- 
plitude in der Objektebene ist. Eine erneute Abbildung dieser 
Beugungsebene liefert das reelle Bild des Objektes. 

Durch Eingriffe in der Beugungsebene (optische Filterung 
durch Blenden, Filter, Phasenplatten, Hologramme) lässt 
sich das Bild des Objektes in gezielter Weise verändern. 
Werden in der Beugungsebene nur niedrige Raumfrequenzen 
durchgelassen, verschwinden feine Details im Bild (Tief- 
pass), werden nur hohe Raumfrequenzen durchgelassen, so 
werden feine Details verstärkt wiedergegeben (Hochpass). 
Durch Hochpassfilterung lassen sich Phasenobjekte (Schlie- 
ren, Flüssigkeitsturbulenzen) sichtbar machen. 
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sm Die integrierte Optik benutzt zum Transport, zur Modulation 
und Ablenkung von Lichtwellen mikroskopisch kleine opti- 
sche Wellenleiter, die in integrierter Technik (durch Ätzver- 
fahren, Aufdampf- und Maskentechnik) hergestellt werden. 
Sie erlaubt die Integration von Lichtquelle, Übertrager und 
Empfänger in kompakte kleine Bauteile. 

= Die optische Nachrichtentechnik basiert auf der Übertra- 
gung kurzer Lichtpulse durch Lichtleitfasern, deren Dämp- 


Aufgaben 


12.1. Bei einer Anwendung der konfokalen Mikroskopie in 
Abb. 12.1 möge der Durchmesser der Lochblende 0,01 mm be- 
tragen, die Entfernung Blende-Linse 100 mm, die Brennweite 
der Linse f = 10mm. 

a) Wo liegt der Fokus und wie groß ist er nach der geometri- 
schen Optik und bei Berücksichtigung der Beugung’ 

b) Wie groß ist die Entfernung Az von der Fokalebene, bei der 
die durch die Blende gelangende Rückstreuintensität auf 0,5 
des maximalen Wertes abgesunken ist? 

12.2. Ein Stern (Punktlichtquelle) werde durch einen Parabol- 

spiegel mit ® = 53m abgebildet. 

a) Wie groß ıst der Durchmesser des zentralen Beugungsscheib- 
chens? 

b) Der Parabolspiegel möge sich gleichmäßig so verbiegen, dass 
statt (9.11) die Gleichung y’ = 4fex gilt mit |e-1| « 1. Wie 
sroß wird jetzt das Bild des Sterns”? 

12.3. Ein Stern habe die Zenitdistanz © = 60°. Der Bre- 

chungsindex n der Atmosphäre habe über die Beobachtungszeit 

eine mittlere Schwankung ön = 3 - 10°”n mitn = 1,00027. 

Wie groß ıst die Winkelverschmierung des Sterns und wie groß 

ist sein Bild bei einer Spiegelbrennweite f = 10. m? (Siehe Ab- 

schn. 9.7) 

12.4. In einer Glasplatte (n = 1,4) werden gerade parallele 

Rechteckfurchen (Tiefe 1 um, Breite b = 2 um) ım Abstand 

d = 4m eingeritzt. Unter welchen Winkeln lässt sich Licht 

mit A = 500 nm beobachten, das als Parallelbündel 

a) senkrecht 

b) unter x = 30° gegen die Normale einfällt? 

12.5. Es soll eine Fresnellinse mit einer Brennweite von f = 

10 mm und einem Durchmesser von d = 20. mm realisiert wer- 

den. 

a) Wie groß müssen die Kreisradien der Furchen (Tiefe 1 um) 
sein? Wie viele Kreise kann es maximal geben? 

b) Wäre eine Linse mit d/f = 2 auch als refraktive Linse reali- 
sierbar’? 

c) Wie könnte 
stellen? 

12.6. Ein holographisches Gitter mit 10° parallelen Furchen 

und einem Furchenabstand d = 1 um soll durch Bestrahlen ei- 


man die Fresnellinse technisch her- 


fung sehr klein ist, sodass lange Übertragungsstrecken rea- 
lisiert werden können. Die Begrenzung der Übertragungs- 
bitrate wird durch die Dispersion der optischen Faser be- 
stimmt. Durch die Abhängigkeit des Brechungsindex von 
der Lichtintensität (nichtlineare Optik) ist es unter opti- 
malen Bedingungen möglich, dass Pulse mit zeitlich kon- 
stanter Pulsform (optische Solitonen) durch die Faser lau- 
fen. 


ner Photoschicht mit zwei ebenen Lichtwellen erzeugt werden. 

Wie groß muss der Durchmesser der aufgeweiteten Strahlen und 

der Winkel zwischen beiden Wellenvektoren bei symmetrischer 

Einstrahlung sein? 

12.7. Wie sieht die Amplitudenverteilung von 5 Punktlicht- 

quellen in der Fokalebene einer Linse bei (x%0,0), (-x0,0), 

(0, —yo), (0,0), (0, yo) in der Beugungsebene hinter der Linse 

und Beugungsebene mit Brennweite f aus 

a) für alle 5 Lichtquellen’? 

b) wenn man die Quellen (x, 0), (-xo, 0) löscht? 

c) wenn man die Quelle (0,0) löscht? 

d) wenn man alle Quellen außer (0,0) löscht? 

12.8. Auf ein Gitter mit parallelen Spalten und Stegen (b = 

lyum, d = 2 um) falle paralleles Licht. 

a) Wie sehen Amplituden- und Intensitätsverteilung in der Beu- 
gungsebene im Fernfeld aus? 

b) Wie ändern sich die Verteilungen, wenn nur jeder 3. Spalt 
offen ist? 

12.9. Ein planarer Wellenleiter in z-Richtung habe die Dicke 

a = 2m und den Brechungsindex na = 2. Geben Sie für 

% = 600nm die 3 Moden mit den kleinsten Modenzahlen m, 

an. Wie groß muss die minimale Brechzahlendifferenz An sein, 

damit die Moden noch im Wellenleiter geführt werden? Welche 

Winkel ® haben sie gegen die z-Richtung. Wie groß sind die 

Parameter p, h, q’? 

12.10. Ein Lichtpuls (Ao = 1,3 um) mit der Breite Ar = 1ps 

läuft durch eine optische Einmodenfaser, mit dem Brechungs- 

index n = 1,5 und dn/dA = 2- 10° /nm. Nach welcher 

Laufstrecke hat sich die Pulslänge aufgrund der Dispersion ver- 

doppelt? 

12.11. Leiten Sie (12.62) aus (12.60) her für den Fall eines pa- 

rabolförmigen Brechzahlprofils (12.61). 

12.12. Berechnen Sie die mittlere Ausbreitungsgeschwindig- 

keit in einer Stufenindex- und einer Gradienten-Faser, in Abhän- 

gigkeit vom Eintrittswinkel &. Zeigen Sie, dass der maximale 

Winkel & in der Gradientenfaser durch tan &y = V2A gegeben 

ist. 
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= Kap itel 1 b) Die leitende Platte in der Mittelebene erzeugt ein Feld: 
je) 
ge! a DE, 
ei 1.1 Zahl der Cu-Atome pro Kugel: E=-—ı > Fı= x 
+ 
(@) 2E0 2E0 
m —3 F i 
— aM. _ N 5 —> tanp = age 2 
W m  2,9-1,67: 1077 m:g  2Eom:g 
L 
En Zahlenwerte: O = 1W°C,o = 15-10” C/m’, m = 
O = +e:0,1:2,6- 10? 0,05kg 
= 2,6. 10° - 1,6: 107° C 
5 Be 10 °+.1,5»10 
— . an 35T 
u 2 * © 2.8,85- 10-2.0,05.9,81 
Volumen einer Kugel: - 1:10 
> opel. 
a 3 3 
v=-=2105m=crr 
5 17 Abstand von der Platte: x=1!-p = 17mm. 
3=1,03 u 1.3 a) Die Kraft ist nach Abb. 1.11: 
I cm = 0,63cm, 
An 
Oberfläche: FE go. d 
S=4nr = 4,93 cm’, u 2E0 an 
Flächenladungsdichte: a ja 
= ze X — C0SQ,) , 
E0 
De 8,4: 10°C/m? , 
Asrr? a x 
a ee 
Abstoßungskraft bei Im Abstand: TK 
1 1 
= _— = -1 
a | mr var 
Feldstärke an der Kugeloberfläche: 
b.a)R; —0: 
E 9,6 10!°V/m. 
Arteor 
PB ji. 
1.2 a) Gesamtkraft muss in Fadenrichtung zeigen: Den R+x2 — 
Fe 
> tan(p/?2) = Fu B)R, > oo: 
0° 
Fa = 1-22 TAT er Ba go 1 
Arteo(2L-singp/2) ae 


ne) __ “IH RR 


cos(p/2) 16meol?-mg 
R; . R : 
Zahlenwerte: O= 10 °C,m=10g,L=1m Mann 
3 -16 q:0 
2 10 4 
sind _ MT 223.10 re 
cos(p/2)  16neo 10-2 9,81 0 
SINY ro, coso w |] 
px 2: 2,3 -10 = 2,6- 10°” rad x 1,5° 
Abstand r = 2L- sing/2 
HR) = — 
= 0,026m = 2,6cm.  AneoR 


1.4 Die Potentiale d(R) sind 


VYJı ı 





Da die beiden Kugeln leitend verbunden sind, müssen ıhre 
Potentiale gleich sein. 




















. O3 
ae 
®1(Rı) = dılRı) = FE? 
Oı Rp 
>> —ı — : = = 1 Seları 
& BR 0=0ı+& 0: ( +2) 
:R R: 
we O-Rı | > O 
Rı + Ro Rı +R 
_ Oı _ O 
ArteoR} AsteoRı (Rı + R>) 
_ O3 _ O 
AneoR; AmeoRa(Rı +Ro) 


1.5 Laut Abb.L.1: 
a 0ı =%=0: 


ww (+,) 
Asteo ri N 


Für R> a gilt: 








Oo 1 
Pr Astey (os 


1 
R-+acos’ 
20 1 


 4nreoR 1- 5 cos? d | 


) für R>a 
1.6 





Taylorentwicklung des Bruchs gibt mit 


zilt+x+t. +. + 
1% 


20° 


2.0 Art&oR R 


2 
(' + 5 0 


a# 
+7, cos" +. )- 


Die Kraft auf die Ladung g erhält man aus 17 


F=-qg-gradd(R). 





Abbildung L.1 Zu Lösung 1.5 
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b)0ı =-%=0: 
m 
\— 
o (1 ı — 
ER BE eD) 
2 Asteo (- 3 = 
_ 2a0 cos d = 
 Aneg RR -a?cos?d% -- 
_ 2|p|-cosd 1 
AneoR® 1 —- 2, 0082 d 
2p-cos® & 
| 14 05 000 94 00x‘ d-+-- | 


Ein Vergleich von a) und b) zeigt, dass bei gleichen La- 
dungen der erste Term das Coulombpotential der Gesamt- 
ladung gibt. Dieser Term fehlt in b) wegen Oi + O0 =. 
In b) beginnt die Reihe mit dem Dipolterm. Für R > a ist 
der Hauptanteil zur Kraft F aufg 























a) für O1 — O>: 
2 5 
_ 204 5 
AreoR? 
b) für O0} = -0©:>: siehe (1.25b). 
0? 
Eyot = +3 
a) Ep = + nn. 
b) Era = 2 - 
) Epot Fer — (8 - 20) 
0° 
u Arena 
_ 40° 0° 
c) Epoı  Anega Deal 
2,6 
_ (-A+YV2) x 2 
= a  Asna 


Wir legen die vier Ladungen in die x-y-Ebene. Damit er- 
gann haben sie für den Fall a) die Koordinaten: 


—(A 
EEE (Z.0): 
+qa 
O=+0: (Fo): 
2 
Br, 
ee 
%=-0: (0,53); 
= =0: 0,3): 
3a? 
Va, 
7,3 =Ty 4 
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1.8 


Aus der Definition (1.36) folgt dann: 


l 3 l 
OM,. = O1 (ze — ®) zu O5 (7e Bu ;®) 


3 3 
+0 (-3°)+0(-r) 


02 
— „ga , 
LE 2 
OM,,, = 0 ‚; QM.=+a’O; 
OM,., — OM,. u OM,, 0. 
Für den Fall b) erhalten wir: 
09,.==0: a0): 05205 00): 
O3 — —O . (4,0) i 
Damit ergibt sich aus (1.36): 
OM x — —40a°; OM,,, — 20a°; 
QM. = 20u°; 
OM,, = OM,. = — OM,, 0. 


Völlig analog zur Berechnung des Gravitationspotentials 
einer homogenen Massenkugel in Abschn. 2.9.5, folgt für 
das elektrische Potential $(r) einer homogenen geladenen 
Kugel mit Radius R im Punkte /(r): 

a)Fürr <R: 














0 202 4 3 
= OR -P) mit Q= Zoe 
l Qel ° 
— 3R’ — 
en —L % 
b)JFürr >R: 
0 
em Areor 
Die Arbeit, eine Ladung qg vonr = Obisr = R zu bringen, 
ist dann 
go 3 
Wı =q:|$d(R 1- 
= [0 -00]= 1 (1-5) 
4:0 
SteoR 


Auf dem Wege von r = Rbisr = oo wird die Arbeit 


g:O 


W; uk ’ 
Art&oR 





also doppelt so groß. Der Feldstärkeverlauf ergibt sich aus 








d 
Ein) = - en Ä 
a)Eir)= ar fir FE, 
0 
DENE für r>R. 


Arreor- 


1.9 Den Term entwickelt man folgendermaßen: 





I 0001 a1, 01, 01 
R-r| R \UAXR  "ArR  “IZR 


ıE 1 9” 1 
a tr = 





ER 0oXdYR 
1 
ol —X 
R=yvX?+7?42= Er 2 
0 I 3%7 
XYR 2m 


Entsprechende Ausdrücke ergeben sich für die anderen 
Ableitungen. Setzt man dies ein, so ergibt sich für das Po- 
tential: 











On) -R 


+ (33; =T, ) Y4 we — je 
+ 2- 3x;y;XY + 2: 3y;ziYZ 


+2: 3nXZ) | 


1.10 Um zu beweisen, dass nur der Monopolterm ungleich null 
ist, muss man zeigen, dass gilt: 


1 Oel = O 
Ansgo J |R-rl AneoR 
v 








PR) = 


Alle Ladungen ım Kreisring mit Radius y, dessen Ebene 
den Abstand x vom Mittelpunkt x = y = 0 hat (siehe 
Abb.L.2), dO = 0eı : 2rry dy dx, haben den gleichen Ab- 


stand 
r= yy” +(R-x? 


von P(R) und liefern zum Potential den Beitrag 


dO Ga y dy 


= = Fe ee 
Aneor 280 /P2 +(R-x)? 


Der Beitrag der gesamten Kreisscheibe ist dann: 





2 





Öse = oO 
Scheibe Den „2 = (R = x) > 
y=0 
Integriert man vonx = —abisx = +a, so ergibt sich: 
& Oel a” _ OÖ 
> &0 3R AnecoR 





Abbildung L.2 Zu Lösung 1.10 


1.11 Die Feldstärke E eines einzelnen Drahtes ist nach (1.18a) 
fürr >R: 


A 


27TEgr 


A 





mitA = O/L = Ladung pro Längeneinheit. Die Gesamt- 
feldstärke der abgebildeten Anordnung ist auf der x-Achse 
für |x| < a: 


E =3E.,0,0, 











Pa A 1 1 N 2x 
“  Dnsnlatx a-x @+X 


Am — 2X R 2x 
nol®-2 @2+% 
A 2x 

na -M 


Fürx=0wirdE=0.Fürx = a-—.R,d.h. auf der inneren 
Oberfläche eines Drahtes, wird 


A 2(a-R)’ 


Be 0 _ 
ren a* — (a-— R)* 


5 A 4: R(a— R)° 
 2nsoR -(a-R%* 





Mita =4cmundR = 0,5 cm ergibt dies 


A 
Dee -0,8 V/m. 
27tegR 





Die Feldstärke auf der dem Nullpunkt zugewandten Ober- 
fläche ist also nur noch 80 % der Feldstärke eines einzelnen 
Drahtes gleicher Ladungsdichte. 

Für die äußere Oberfläche (x = a + R) wird 


A AR R)° A 
__A_,4Ha+R _ - 1,18 V/m 
2regR (a+R)?-a* 2reoR 
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Abbildung L.3 Zu Lösung 1.11 


etwas größer als beim Einzeldraht. Man kann aber die 4fa- 
che Leistung P übertragen. Will man durch den Einzeldraht 
AP übertragen, muss man wegen P = U?/R die Span- 
nung U verdoppeln. 


1.12 a) Es ergibt sich: 


A  8,85-10-12.0,1 
(ea 
d 0.01 


= 8,85: 10 IF = 88,5pF; 
0O=C-U=8,85:10'1.5-.10°C 


— 4,4:10°'C: 


U 
E= 7 =5:10°V/m. 


b) Entlädt man den Kondensator, der auf die Spannung 
U, aufgeladen war, über einen Widerstand R, so muss 
die gesamte im Kondensator gespeicherte Energie W in 
Joule’sche Wärme ım Widerstand R übergehen. Man erhält 


daher: 
w= [PR dt. 
0 


Mit I = Ug/Re”"/ (RO (siehe (2.10)) folgt: 
U; RAU -2r/(RC) |® 
W = ee (-) .e Io 
Bis 
: 


o)D=pxE 


> |D| = 1,6:10°.5.10°1.5.10N-m 
= 4:10“ N-m, 
Wr =p-E=4-10°°"N-m. 


folgender Umzeichnung von 
Abb. 1.69 sieht, gilt: 


ehe ne 
Ce ee «4 
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Abbildung L.4 Zu Lösung 1.13 


Die Kapazität im gestrichelten Kasten ist: 


ER ER 
ABER 


ee: 


Dann folgt für den rechten Zweig: 


1 l x) 
ce” oz 


3 
or Sl, 
3/2C  3C 5 


Für linken und rechten Zweig gilt: 


3 13 en 
ze +2C= ze —> Gesamtkapazität ist ze 


1.14 Auf der rechten Platte des linken Kondensators 
in Abb. 1.70 wird die Ladung —O/2 durch Influenz er- 
zeugt. Diese muss von der linken Platte des rechten 
Kondensators abfließen, sodass dort die Restladung +0/2 
auftritt. Es gilt dann: 


3.0 
4C- 


Q 





Abbildung L.5 Zu Lösung 1.14 


1.15 a) Zur Berechnung des Potentials schreiben wir die 
Laplace-Gleichung (1.16b) in Zylinderkoordinaten (man 
beachte, dass & nicht von z und o abhängt!): 


19 \ 
20= 55 (R 55) =0 (1) 


> od=chRr+o 


mit d(Rı) = 1, d(R2) = d folgt 


o=0-chR,, 


nr #9 
" In(Ro/Rı) 
Soee an RR.) 2) 
I Bd) | 


E(R) = (3) 


OR In(R/Rı) R' 


Für die Sollkreisbahn mit Radius Ro = (Rı+ Rs)/2 muss 








gelten: 
2 
2 
ee sd 
Ro Rı + Rp In(Ra/Rı) 
Rı +R 
> U= Er "In(Ra/Rı)- 


_Rıt am v2 In R, 
2R e Rı 





Für R= 1/2(Rı + R,) folgt 


R, 
De; 4 
„von R; ) 


b) Angenommen, ein Elektron tritt bei r = Ro, 9 = O und 
vl = |vo|, aber mit einem kleinen Winkel «& in den Zylin- 
derkondensator ein. Gibt es einen Winkel a, nach dem das 
Elektron die Sollbahn R = R, wieder schneidet? 

Da E ein Zentralfeld bildet, bleibt der Drehimpuls der Teil- 
chen konstant 


v-R=vg:Ro = const. (5) 
Die Abweichung von der Sollbahn zu einem Zeitpunkt r 


sei öR. 
Aus der Bewegunsgsgleichung erhält man: 


3 
m-öR—m- — —e: E(Ro + 5R) =0. (6) 


Entwicklung in eine Taylorreihe liefert: 
dE 
E(Ro+öR) =E(Ro) +1 — | öR+--. (MN 
IR/R, 


Aus (3) folgt: 


dE U 1 
dR o Mm(R/Rı)R 


Einsetzen in (6) ergibt mit (5) 


? V 
> ö$R+2WÖER=0 mit wy = , 

Ro 

Die Bewegung entspricht einer Kreisbahn mit überlagerter 
radialer Schwingung 


S$R=Ry- sin [v2 1] 


die nach t = n/(N2@0) > = n/\2 = 127° durch null 
geht. Ein Zylinderkondensator mit go = 127° wirkt also 
fokussierend. 
1.16 Die Ladungsdichte des Drahtes ist X = O/L. Vom Län- 
genelement dZ wird im Punkte O das Feld 
1 ı 


- dL 
dE = en — 1008 Y,singp,0} 





erzeugt. Daraus ergibt sich für den gesamten Draht: 


02) 


1 ı 
ee — — I R- do, 
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02) 











B= R-sınp do, 
p1 
an 0a 7 1; 
MSgegegcr 
a » 
ar: 
1 
=> = en — sing}) 
1 A L L 
= — | c08 — — c0s— ]|=0, 
el 2R sr) 
BE, ee — C0S) 
” Aneg R 
1 2, L 


= — SN.. 
Asteo R 2R 





Abbildung L.6 Zu Lösung 1.16 
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E hat also nur eine y-Komponente 


u. 
= ——= SI =. 
2rteg R 2R 
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Kapitel 2 


2.1 a) Masse eines Cu-Atoms: 63,5 - 1,66 - 10°?’ kg, Zahl der 


Cu-Atome pro m°: 


8,92. 10°? 
= 85:10 )m 
"9 635.1,66. 107 m3 A 


— im Mittel kommt auf 8,5/5 *= 1,7 Atome ein freies 
Elektron. 
b) Der Strom fließt bereits nach einer Zeit 


L 10m 


I eu, 
c 3.10% m/s ° 


ı = 
d.h. praktisch instantan, durch die Lampe. Weil der Glüh- 
faden der Lampe sich erwärmt, steigt sein Widerstand von 
Ro auf R an. Der Strom sinkt daher von einem höheren An- 
fangswert /o = U/Ro auf den Wert = U/R=P.a/U ab, 
wenn P.ı die auf der Lampe angegebene elektrische Leis- 
tung ist. Die Temperatur des Glühfadens steigt auf einen 
Wert 7, bei dem die Energiezufuhr /? - R gleich der abge- 
strahlten Energie ist. 


-.- 





I 
Tr 
I 
I 
I 
I 
I 
1 


t,=0 t, 


Abbildung L.7 Zu Lösung 2.1b 


c) Die Stromdichte ist 


I 
je =26 1 An, 
IT 


ro 
Aus j = e:-n- vp folet mit n = 5 - 10% /m? 
die Driftgeschwindigkeit vv = 0,33 - 10” m/s = 


0,33mm/s= hn =3:-10*s. 

Es dauert also etwa acht Stunden (!), bis das erste Elektron 
aus der Spannungsquelle den Glühfaden erreicht. 

d) Bei einem Strom von 1A fließen N = 6,25 - 10° 
Elektronen pro Sekunde durch den Drahtdurchschnitt. Ihre 
Masse ist: 


M = 6,25: 10'%.9,1-10 "kg = 5,6-10 kg. 


Es dauert also 1,7-10!!s = 5,4 Jahre (!), bis 1 kg Elektro- 
nen durch den Glühfaden gewandert sind und 1,7:-10°s x 
2 Tage für 1g. 
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2.2 Der Widerstand dR des Längenelementes dx ist 


dR= a 
— Oel Ax) . 


Der Querschnitt ist 


AN 
je?) 
=: 
+ 
Da 
BEN 
wy 





E 





Der Gesamtwiderstand ist dann: 


L 
4 Bed N 
re [(a+® '.) dr 
TT L 
0 


L 
m 4981 | dx 
JT (a-+ bx)? 
0 


mi = dı, pb= (dh — dı)/L 




















RE AQeı l 2 BR 40e1 . L 
ab (a+ bx) |o IT di & 
Zahlenwerte: 
4-8,71- 108 1 
R= ———————— 048. 
IT 0.25:108 


b) Bei einer Spannung U = 1V fließt ein Strom: 





1 Aw225A. 


0,44 


Am gesamten Draht fällt die Leistung Pa = U-I = 
2,25 W an, die sich aber nicht gleichmäßig über den Draht 


verteilt. Aus dP.ı = I? - dR folgt 


dx 
Pad) = I Qu au5 


Die im Draht verheizte Leistung an der Stelle x ist umge- 


kehrt proportional zum Querschnitt. 


2.3 Die beiden mittleren Widerstände 2R in Abb.2.72 sind 
kurzgeschlossen, und daher brauchen sie nicht berücksich- 
tigt zu werden. Zwischen B und dem Mittelpunkt ist der 
Gesamtwiderstand R/2. Dasselbe gilt zwischen A und dem 
Mittelpunkt. Der Widerstand zwischen A und 2 ist deshalb 


R=R. 


2.4 Mankann die Schaltung in Abb. 2.73 vereinfacht darstellen 


(siehe Abb. L.8). 
R=R +R(U)) =(4+1)2=50 


Rz :Rg 


Rı =R RU R 
7 ı + R(U1) + rar 





12 - 24 
= (341484) 2= mn. 


36 


a) /ı + 13 = Il (Knotenregel) 


2 
A) = (aa))’ — 7 (a „oo ') 





Abbildung L.8 Zu Lösung 2.4 


b)/;-Rr+h:Ro = U} (obere Masche) 
c)LB-R; + Ro = U; (untere Masche) 


U| — IR» 
Aus b) folgt i = ———. 
R7 
Us hR 
Aus c) folgt 3 = _ 
R; 


Einsetzen in a) liefert für 5: 


U1R, + UrRr 














= = (,65A. 
u RAR; + R7) + RSR7 
U] R> 
I, = —Iı = 0,37A; 
Rı R 
LRL=h-N=028A. 
Die Potentialdifferenz ist: 
Rs: R 
UA) = Z—.17 =2,9%V. 
Rs + Res 
2,3 a) U] = Uo — IR; 
Uun-U 2 
Re) —.9g=7133mQ 
I 150 
U 10 
R, = — = —Q = 66,7m0. 
I 150 
b) Für R; = R, gilt: 
1 U 2 Uy-IR, 
R . R 
U 12 
2R; 0,133 
U =W-IR, 


—= (12 — 90 - 0,0667) V =6V. 
c) Im Falle a) ist die im Anlasser verbrauchte Leistung: 
Pi =F:R, = 150° - 0,0667 W = 1500W , 
in der Batterie wird während des Anlassens die Leistung 


P\ = PR; = 150? 0,0133W x 300 W 


verbraucht. Im Fall b) gilt: 
P\ = 90° - 0,0667 W = 540W , 
P\ = 540W. 


2.6 Wir fassen die Elemente 1-8 wie folgt zusammen: 


Zusammenfassung Art GC Rs 
7+8-=a Serie sc 2R 
u 3 D 
Or parallel „ce 8 
Ird=& Serie =C aR 
4+c=d parallel C sR 
= 8 1 
Sl Serie me ER 
nel parallel IC ER 
Et Serie 4C 34R 


u 21 _ 34 
>G=-41CR=aAR 





Abbildung L.Y9 Zu Lösung 2.6 


2.7 Die gewünschte Nickelschicht der Dicke d hat das Volu- 
men: 


V=d-A=d(Qar-L+2rnr) =24,9cm. 
Ihre Masse ist: 
m=o0:V=37:2149s = 21658, 


a) Der Gesamtstrom / ist gleich der zulässigen Stromdichte 
J mal der Oberfäche A des Zylinders: 


I = 2,5: 101 A/cm? 2,49. 10°cm? = 623 A. 
b) Das elektrochemische Äquivalent ist: 


1 Namnikg 
22964853 C 


= 1,825:10* s8/C. 





— 1,825. 10°" kg/C 


Die Galvanisierungszeit ist somit: 


216,5 


— —— — Ts = 1,9: 10° s = 31,7min.. 
1,825 - 10-* - 623 
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2.3 Die Klemmenspannung U ist: U= Ug —-I-R; mit U = 

















EMK. m 
\— 
U U — 
R, I+R;/R, - 
Dn,_ Wa _U__UR = 
“HR (R+R) SL 
ey Kor 
dR; — I 4 
U? 4,5 
— pmax _— I _— __W=422W. 
- AR, 4-12 


29 a)QO = CıUı = 2-10” F- 10V = 2: 10°°C.Nach 
der Verbindung der beiden Kondensatoren verteilt sich die 
Ladung O so auf Cı und C5, dass an beiden Kondensatoren 


die gleiche Spannung U; anliegt. 


O = (Ch + C) U; 


O 
Se 
- Cı +© 
210 °C 2 
2 0, 
3.10>F 3 


Vor der Verbindung war die Energie: 
1 2 
W.ı = zdı —= 10Ws. 


Nach der Verbindung gilt: 


1 40 


W — , Cı = rn 
m=.2GR= Zw 
zur = — Ss 

2 2 ae) 9 


20 
= wann N 


Der Rest AW = 10/3 Ws ist beim Stromfluss von Cı nach 
C> als Joule’sche Wärme verloren gegangen. Man kann 
dies auch so ausdrücken: 


1 0° 1 0° 


Wı=-—, W+WMm=-—— < 
el Re i=F Wa Do. 


Waı 


— der Bruchteil C>/(Cı + C3) der ursprünglichen Energie 
geht in Wärme über. 
2.10 Aus Abb. L.10 entnimmt man 


Um=Uo-R-1; 


Für Rnin ist die Widerstandsgerade U = Ug— R-I Tangente 
an die Kurve /(U) der Gasentladung. Für U = 630 V wird 
somit / = 0,33 A. 


Un—U _ 1000 — 630 
I .033 
1000 — 400 
0,1 


211210 





—> Rmin = 


2 = 60MIN. 


ax u 
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= U=W,-R-I 
N) R 

©, U) 

D ı- 
— Id 
— 

w go; = 1/Ryin 





tg O5 = em 


Abbildung L.10 Zu Lösung 2.10 


b) BeiRr =5kR% und Uy = 500 V wird 


De U 
ge nie 
R R 


Der Schnittpunkt der Widerstandsgeraden mit der Kenn- 
linie der Gasentladung liegt also im unselbstständigen 
Bereich; die Entladung geht aus. 

Bei Ug = 1250 V folgt 


„_ av u 


= ar eh 
50002 50002 5000 2 


Da U < 700%V ist, ıst 025 A > I > O,11A. Die Wider- 
standsgerade schneidet dıe Kennlinie im stabilen Bereich. 
Aus der graphischen Darstellung findet man: U = 620V, 
IT=0,12A. 

2.11 j=(n’+n”)e-v=o-E 


E= Ey :coswt 


o 
uU = — 59C0Swt = vg :coswt 
(n* +n7)e 


1,1 - 3000 m 


_ BEN —6 
ne ne 


[XV 
Vo : l : 
o=--, wel s= |vdr= — wsinwr 
w 0) 
gez: 10” m =3,2nm. 
2.12 Nach (2.15) giltmith = L: 


Bi Os -In(r/rı) 





>rt-L 
10'?1n 8 
z es, 
2007 
ae 3.10 , 200 10-5 A = 0,9uA 
TR az Dez 


2.13 a) Der Widerstand für n Meter Kabellänge kann durch 
R„ = 2Rı + Ryu-ı 


beschrieben werden, wobei 


l l n— |] 











Rn-1 IR aRıHR 
RR, + R 
Eu a(2Rı 2) 
2Rı +n-R 
b)FürRı = R:: 
ae Eee 
er n — 1 DE 
im R$%,. = >2R: 
n—00 


2.14 Die mittlere freie Weglänge sei A. Ein Elektron am Ort r 
wurde deshalb zuletzt im Abstand A von r gestreut, wo es 
im Mittel die Geschwindigkeit 


v(r—-— A-v) =vV-v(T(r—-Av)) 


hatte, wobei vd ein Einheitsvektor in Richtung v ist und 
die mittlere Geschwindigkeit von der Temperatur T ab- 
hängt. Die mittlere Geschwindigkeit am Ort r erhält man 
durch Mitteilung über alle Richtungen, da sich bei der 
Streuung nur die Richtung, nicht der Betrag der Elektro- 
nengeschwindigkeit ändert. Dies ergibt: 


(v) = 5 [öre- A) d2. 


Wenn sich die Temperatur über die Strecke A nur wenig 
ändert, braucht man bei der Reihenentwicklung 


T(r- Ab) * T(r) - A-v-VT(vV)+... 
nur die ersten beiden Glieder zu berücksichtigen. Dies er- 
gibt: 


5 (T(r — AB)) z ö(T(r))- A-: VT(r)- — 


Einsetzen in das Integral ergibt für den ersten Term den 
Wert null, weil die Geschwindigkeiten über alle Richtun- 
gen isotrop verteilt sind. Für den 2. Term erhält man für die 
Driftgeschwindigkeit der Elektronen 


n(r) = (vb), = vr > [A d2 


__1,.0 


‚I.vrn. 
arm 


Die Stromdichte auf Grund der Thermodiffusion ist dann 


Y Thermodiff(Ff) = n- nr). 





Abbildung L.11 Zu Lösung 2.14 


2.15 Wenn die Thermodiffusion nicht wäre, würde ynnp = 0 


sein und damit nach (2.42h) auch der Seebeck-Koeffizient. 
Nach (2.4 1a) ist aber die Thermospannung durch die Diffe- 
renz der Seebeck-Koeffizienten bestimmt. Ohne Thermo- 
diffusion wäre sie also null. 


Kapitel 3 


3.1 a) B(0) = 0: Außen addieren sich die Felder, zwischen den 
Drähten subtrahieren sie sich. 


FA =4125,0,0,, F—1 #7 30,0) 


— Anziehung (Abb. L.12a). /iı = —Ir = TI: Außen subtra- 
hieren, innen addieren sich die Felder. 


F, = {-F,,0,0}, F, = {+F,,0,0} 


— Abstoßung (Abb. L.12b) 


+] F P +1 
— ge u 
-a (6) +4 
a) I; — Io — I 
B(0)=0 
+I —| 
— — 
1 0 2 
I; — la — I 
b) B(0) #0 


Abbildung L.12 Zu Lösung 3.1a 
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Abbildung L.13 Zu Lösung 3.1b 


b) Für das Magnetfeld gilt: 














Kolı 
Bil = Bı = 
Zr 
a—y 
Bir — Bı -sINnaı = Bı ä 
r] 
x 
By = Bı -cosaı = Bı — , 
r] 
Hola 
Bl = B = 
ZITr 
at 
B>; — — Br sıno5 = — Br 2 r 
12 
x 
By, =Bcosm=B-—. 
2 


Das Gesamtfeld im Punkte P(x, y) ist dann: 


a—y day 








B, — Bı = B> 
r] rz 
_ Mo (Iıla=y) Katy) 
IH 7 > 


wor (Ih AR 
Be 
u}: (4 ) 


mtr =xr +W-a,n = +(y+a). 





Spezialfälle: 
a)I =h =T,y=0 (Feld auf der x-Achse): 
WI x 
B,=0; B, = — = |B|. 
2 zn @2+x% 'B 


Auf der y-Achse (x = 0) gilt außerhalb der Drähte (y # £a) 


_ kl 
n a —y 
=> IB=B;- 


B, 





> B,=0 


B)I = -k =T.: Jetzt erhalten wir für y = 0: 


WI a 


B, : 
nt ®+x2' 


B,=0 


400 


AN 
je?) 
= 
u 
Da 
_ 
wy 





13 Lösungen der Übungsaufgaben 


und auf der y-Achse füry # ta 


_ Mol a 


055 


B 
ü n a —y 


B,=0. 


c) Bei parallelen Leitern ist nach (3.32) die Kraft zwischen 
den Leitern pro Meter Leiterlänge: 


F Mo 5 R 
— = — I: h(,xX6,), 
2 Ar 1 2 (eo e;) 


wobei e; in die +z-Richtung zeigt und @, die Richtung des 
Masnetfeldes eines Drahtes am Ort des anderen Drahtes an- 
gibt. 

Für i = bh = I sind F, und F> aufeinander zu gerichtet 


(Anziehung), für = —h = I voneinander weg gerichtet 
(Abstoßung). Der Betrag der Kraft ist in beiden Fällen 


IA _ Hol” 
I, Ana 





d) Die Kraft auf ein Längenelement dZ des Drahtes in z- 
Richtung im Magnetfeld des Drahtes in x-Richtung ist: 


dF=h(dLxB)) 
dL = £0,0, de}: 
> dr, = —hB, dz; 


Bı = {0,B,,B.} 
dfr,=dFr,=0. 
Die y-Komponente des Magnetfeldes des stromdurchflosse- 


nen Drahtes in x-Richtung ist im Punkte P(0, —a, z) auf dem 
anderen Draht: 





_ Kolı u. 

2 2 a? +z2 

Ho zdz 
—> dF, = — Iıb —. 
on 242 


Auf ein Stück des Drahtes von zı = -bbis » = +b wirkt 
die Kraft: 
2 z=+b 


Il 
F= [ ar, = Em? +2 =D; 
An 2=-b 
21 


Die Kraft zwischen den Drähten ist also null. 

Frage: Hätte man dies auch direkt aus Symmetrieüberlegun- 
gen schließen können? 

Antwort: ja. 


3.2 Wegen der Zylindersymmetrie gibt es nur eine tangentiale 


Komponente B,(r), die wir berechnen können aus: 


[® ds =2rr B, = w Ir), 


wobei /(r) der Strom durch die Fläche innerhalb des Inte- 
grationsweges ist. Wir erhalten dann: 

I; Fern => B=V 

2)r>rı > B=0, weil der Gesamtstrom /=I +h 
mit"h = -Iı null ist; 


3) rı<sr<sm: 





pol ren ; 
2nr \5 nr) 


I 
Ir 


A) n<sr<r; 


Ber 


I VE; 
ER Se 6 VERAEEE T 
Der n—r 





3.3 Die Bewegung des Elektrons entspricht einem Strom 


I=-e-v=-e-w/2r. 


Die Umlaufkreisfrequenz w ergibt sich aus: 


2 
J l e 


mod -F 





Asteo r? 


weil die Zentripetalkraft gleich der Coulombkraft ist: 


2 1/2 
w= | ——— 
Areomr? 


u 3 1mA 
=- — — [| — »1mÄ. 
2rt \ Ancomr° 


Das Magnetfeld im Mittelpunkt der Kreisbahn ıst nach 
(3.19a): 


-] z 1 
Be ee a, 
2r Anr \ Aneomr° 








3.4 Nach (3.31) gilt für die Kraft auf den stromdurchflossenen 


Leiter: 


dF=I:(dLxB) 


dx r-sıng do 
dL= ıdy, = sr-cosp dp 
) ) 


Weil B = {0,0, B} nur eine z-Komponente hat, gilt: 


d’r,=1:-dy-B 
df,=-/-dx-B 
> F=1-Ber: | cospdp =0 


0 
m 


F, = 1: Ber | sing do =-2r-I-B. 
0 


Dieselbe Kraft würde ein gerader Draht der Länge L = ?2r 
erfahren. 


3.5 a) Nach (3.22b) ist das Magnetfeld für z = 0: 
WoNIR* 
[4/2 + R]? 
Mit N = 100, R = 0,4 m erhalten wir 
16m? 
[0,16m? + (4/23? 
Fürd=Rund/=1A folgt 


Bz=0)= 


Br =0) = Hol 


B(z = 0) = 2,25-10*T = 2,25 Gauß . 


b) Für B(0) = 5: 10° T folgt / = 0,22 A. Die Spulenachse 
muss antiparallel zur Richtung des Erdmagnetfeldes stehen. 
c) Um das Feld außerhalb der Spulen zu berechnen, setzen 
wir z= +(d/2+ Az), wobei Az den Abstand von der Spu- 
lenebene nach außen angibt. Entwickeln wir (3.22a) in eine 
Taylorreihe um Az = 0, so ergibt sich: 


UoIR? 1 
2 | [a+ AI? +R]” 





BG) = 


1 
2 (Az? + R2)3/2 


Für d = R ergibt dies: 


B(z) = —. 


15 (Az z 
sıR 
I A Az\? 
| 5 5 5812 | el), 
DR R R 


3.6 a) Bahn des Elektrons im Magnetfeld B = {0,0, Bo}. Die 
Geschwindigkeitskomponente v- = vo/ v3 bleibt konstant. 
Für die Komponenten v,, v, gilt: Lorentzkraft = Zentripe- 
talkraft. 


x 


e-(vxB) =m-o°:Iy 


0 
> ev,Bo = mw’x, 


—ev,Bo = mo”y 
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Mitr?= x” +y’undv] = v; + vs folgt 


E27 ER 
eviB, = mw r“. 


Wäre v, = 0, so würde das Elektron einen Kreis in der x-y- 
Ebene beschreiben mit dem Radius 


m 
z— 
© 
= 
Q 
& 
-- 





MV] m:vg-V2 
= m 


eBy es Ba/3 





Die Umlaufzeit ist: 


2nr 22mm 
T=—- = : 
VL eBy 





Mit v. = vo/YV3 ist die Elektronenbahn eine Kreisspirale 
um die z-Achse mit einer Ganghöhe 


2 -Uom 


/3e-Bo 


Azensl- 


In diesem Beispiel bleiben die Größen v,,v, =r =0, |v|, 
|p| und Exn = m/2 v? zeitlich konstant. 

b) Ein zusätzliches elektrisches Feld ER = Ego 0,0, 1} be- 
einflusst nur v,, nicht v,, v,. Es gilt: 


E 
v. = v.(O) +a-t= vo /V3+ m. 


Die Elektronenbahn bleibt eine Spirale, deren Ganghöhe je- 
doch zunimmt. Sie wird: 


Az(t) 


E\2 
 — (v/ 34 =) a. 


eBo 
2rtEy 


0 


Azo-+ r. 





Nur v, = O bleibt konstant. 
Ein zusätzliches Feld E5 = Ey -{1,0,0} führt auf die beiden 
gekoppelten Differentialgleichungen 


e e_. 
x=—Eo+t Boy, 
m m 
en € i 
y=-—BoX, 
m 


welche unter der Anfangsbedingung x(0) = y(0) = vo/v3 
folgende Lösungen besitzen: 


E 
x(t) = I coswt + © + ”) sinwtr, 
Eo 


) Evo +( N =) ’ vv. ’ 
y(t) = -—— — + — |coswt- —sinwt. 
Bo Bo 43 x 


Durch Integration erhält man dann die Bahnkurve. Keine der 
in c) angegebenen Größen bleibt erhalten. 
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3.7 a) Die Driftgeschwindigkeit der Elektronen ergibt sich aus 





u 10 m 
8.108 .1,6-10-19.10-4:102 s 
= 0,78: 10° m/s = 0,78mm/s. 


Sn 

u J=n-e-vp =I/A 
= — |vp| = . 

—_— > n:e-A 

BEN 

W 





b) Die Hallspannung ist nach (3.43c) 


I=«B 


Dr = 
ii n-e:d 





mitd=Ay=1cm,B=2T,I=10A,n, =8-10*m> 
> Ur =156:-10”" V 0,16 11V. 
c) Die Kraft pro m des Kupferstabes ist 


F 
7 =1-B=10:2N/m= 20N/m. 


3.8 a) Der elektrische Widerstand des Eisenbügels ist: 


0,6 
5. 10-6 





Rr. = E_g7 0 ° 
u Sy $) j " 


= 1,05-107 8. 
0,5 -106.0,2 
5.10-6Q 
=2.1070Q9 
Un =a-AT = 53: 10% : (750 - 15) V 
— 39mV. 


RKonst — 


Der Strom durch den Stromkreis ist dann: 


n_ __ Im _ 39:10 
AT Res Rene 3.05:102 
= 128A. 


b) Das Magnetfeld im Mittelpunkt der quadratischen Schlei- 
fe mit Kantenlänge a = 20cm in der x-y-Ebene hat nur 
eine z-Komponente. Indem man in (3.17) nur von —r/4 bis 
r/4 integriert, erhält man für das Magnetfeld einer einzel- 
nen Seite der Leiterschleife 








r/4 
Hi I 
B, = 2 | cosa da = an 5 
Arra/2 ra 
—n/4 


sodass sich insgesamt ergibt: 


B=4B, = —79:10°T, 


2 2pol 
Ta 
Wird die Stromschleife durch ein ferromagnetisches Mate- 
rial (z.B. Permalloy mit u = 10*) geführt, so kann B = 

0,07 TT erreicht werden. 


3.9 Für das Wienfilter gilt für Teilchen mit der Sollgeschwin- 
digkeit vo: 


E 
vo ga B=q E> u : 


Teilchen mit der Geschwindigkeit v = vo + Av erfahren 
eine Zusatzkraft 


AF=Av-g-B=m-x 
dx 


— ei Set. 
dr m 


Wenn diese Teilchen beim Eintritt in das Feld (7 = 0) in z- 
Richtung fliegen, ist (dx/ dt), _o =0 > Cı = 0. Integration 


liefert: 1 
ee. 
2 m 


Wennx(t=0)=0 = © = (0. Die Durchflugzeit ist 





’ # se u 2m.x- vs 
= —- 8x — a _ 
vw g:-B:L? 
Für x < Ab/2 folgt 
NND: 
IAul = m vg 
BL 
x E xB 
x x } 
IEEEEEEEEEEEEELE Ab 
i DEE 5 
L 
Z 
Abbildung L.14 Zu Lösung 3.9 
Kapitel 4 
4.1 Die induzierte Spannung beträgt 
do 
in en 
dr 
dr 
= -B-— =-B:.b.v. 
dr 


a) Der beweste leitende Stab stellt einen Strom 
T-#03-5+d:9 
(d = Bügeldicke) dar, dessen Stromdichte 


Je la: V em» 


ist. Die induzierte Spannung ist dann mit b-v = —I/(n-e-d) 


I-B 


Uma = ———; 
s ed 


was identisch ist mit der Hallspannung (3.43c). 
b) Die mechanische Leistung ist 


AW mech 


7 —= Lorentzkraft mal Geschwindigkeit. 


Die Lorentzkraft ist nach (3.31) /-b- B, sodass 


dWmech 


—=I-b-B-v=-—I- Ua 
dr 


wird. 
c) Zunächst: 


d 
Una =, [Bd 
dt 


d 
=, [ax-b-ar 
dr 
d 


x=V-t > Uymab-v-t. 
Der Widerstand des gesamten Bügels ist 
Rt) =Rb+2ı)g=2g(b+v-P). 
Der Stromverlauf ist dann: 


UN)  a-b-vi-t 


Rn Ron 


x 
xxx 
<, 


Abbildung L.15 Zu Lösung 4.1 


4.2 Wir nehmen zuerst an, dass der Abstand R, — Rı zwischen 
den konzentrischen Rohren groß ist gegen die Wanddicke 
der Rohre. Dann gilt für das Magnetfeld 


Hol 
Dr 


Bb= für Rısr<R. 


4.3 


Durch eine Rechteckfläche = a-bmita= Rs — Rı und 
b = I parallel zur Rohrachse geht der Fluss 


Ra 


I-1 
BD [er #=- 
2 
Rı 


Koll, Ro 
In — 


27T Rı 
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a) Die Induktivität pro m Kabellänge ıst daher 


m 
„ Mo, Ro Be 
L= <— In— N) 
Dar Rı Pr) 
.. oB 
Zahlenbeispiel: Rı = lmm, R =Smm (ö 
XL 
=. 1,2610 
EI A In5H/m = 0,32: 10°°H/m. 
I 





b) Die Energiedichte beträgt 











1 B? i ur Hol? 
w(r) = 2 — = — _ - | 
2 vo 2 An?r? 8n?r 
Die Energie beträgt dann: 
Ra 
W= f“ dv = dr | win)rar 
Rı 
FIIR | 
a BE a, 
Art Rı 2 


Die Energie pro Längeneinheit beträgt 


> IP = Kol“ In 
2 Art 


W= 
Rı 


Bei einem Strom von 10 A sind das für Ri = 
Smm: 


lmm, R = 
W = 1,6- 10°” J/m. 


c) Wenn die Dicke der Wände nicht vernachlässigbar ist, 
muss man für das Magnetfeld im Innenleiter (3.9) ver- 
wenden. Man erhält dann als zusätzlichen Beitrag zur 
Induktivität pro m Kabellänge: 


„A 
SIT 


und für die Energie pro m Länge: 


N r 
W- KHAO 
167 
Der Beitrag des Außenleiters führt auf ein Integral, das 
durch Reihenentwicklung lösbar ist. 
Nach (4.17) ist die gegenseitige Induktivität 


Ko // ds; - ds» 
In = — Zn 
Ast rı2 


15% 


dsı » ds = RıRa dp; dp cos(pı — P) , 


ra = RT + RZ — 2RıR2 cos(pı — ©) 
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-RıR 
a 102 
Ast 


2n 2n 
| cos(pı — 9) dpı der 
0% R? + RZ — 2RıR2 cos(pı — 9) 


u Ko RıR, 


an JR+R 


2n 2m 


| | cos(pı — 9) dpı der 
1-k-cos — 
Mn, (91 - 9) 


mitk = 2RıRo/(RT + R5). 


— 
ds, 


Ge 
My 


Abbildung L.16 Zu Lösung 4.3 


Dies führt durch die Substitution cos(1/2(91- &)) = 
sın W auf die Summe von zwei elliptischen Integralen, die 
z.B. im Bronstein tabelliert sind. FürR; « R folgtk « 1 
kann man die Wurzel ım Nenner entwickeln und erhält für 
das Integral: 


2m IE 
| cos(91 — 9) 


91=0 9 


1 
i ' + 7 kcos(pı — eo) dpı dp: , 


welches den Wert kr? ergibt, sodass wir für die Induktivi- 
tät erhalten: 


_ Won RiR; 
az 2 2 213/2 
[Ri + R3] 


b) Die gesamte Herleitung im Abschn. 4.3.2 (dort floss ein 
Strom in der Leiterschleife 1) und insbesondere (4.16) 


Kolı ds; - ds2 
Dm —_ An a 
IT 713 
127 


ist für 5 = I, invarlant gegen eine Vertauschung der Indi- 
zes. Eine Vertauschung der Indizes ist aber nichts anderes 


als die Beschreibung der Situation, dass in der Leiter- 
schleife 2 ein Strom fließt, welcher ein Magnetfeld bei 
der Schleife 1 hervorruft. Man könnte auch kurz sagen: 
Lı = Lıı. 

Die Kapazität der Metallstreifen-Doppelleitung mit Ab- 
stand d und Breite 22 ist pro m Länge 


wenn Vakuum zwischen den Leitern ist. Sonst kommt 
noch der Faktor e hinzu. Die Induktivität ist mühsamer 
zu berechnen. Dazu betrachten wir das Magnetfeld dB ım 
Punkte x, y, das von dem Strom d/ durch einen infinite- 
simal schmalen Streifen dx’ eines Metallstreifens erzeugt 
wird. Mit d/ = I- dx’/(2b) erhält man: 


d/ 1 
as zeit 
ser As .b*.r 





mit den Komponenten 





I . dx’ 
FE ZEN BEE ER VA 
r Ab (x—- x)? +y 
a a _ Kol (x — x) dx | 
r Arb (x —- X)? +2 


Das Feld vom Strom / durch den gesamten Streifen ist 


x=+b 
B= | ab, 


w=-h 





Abbildung L.17 Zu Lösung 4.4 


Wir führen die Substitution u = (x — x)/y durch: 


Kol du 
"  4Anb) 1I+u2 


u 











I | Dex b+ | 
= — —— |arctan + arctan f 
TR. Y Y 


Kol " udu 
" Anb) 1I+u2 


u 
_ Al te +R 
 8nb y»+(b-x) 





4.5 


Für b > y wird 








b—-x 1. 
arctan — 5 -SIgy 
und : : 
b 
Auer > Ar/b. 
vrlb=a) 
Dann wird 
Kol. Hol x 
B, = -—: : Be 
nn Den 


Für unsere Doppelleitung wird y = +d/2, sodass 


Kol. 
Be 1b sigs(y+d/2). 
Fließt ın der oberen Streifenleitung der Strom +/, in der 
unteren —/, so zeigen die Magnetfelder der beiden Streifen 
zwischen den Streifen in dieselbe Richtung, nämlich die 
+x-Richtung. Außerhalb der Streifen heben sıch die Felder 
auf. Die magnetische Feldenergie pro Längeneinheit ist: 


N ji B?:.b-d LP 
Wang = — B2b.d= — I 
2u0 Ko 


Ab 


mit B? = BX + B}. Da andererseits Waag = 1/2 LI? ist, 
folgt für die Selbstinduktion 


Ho :d 
2b 


Das Produkt aus Kapazität C und Induktivität Z ist 


L= 





>> 


Ce EuHo 


also unabhängig von den geometrischen Dimensionen der 
Dopgpelleitung, solange nur d « b gilt. 
Die im Pendel induzierte Spannung ist: 


Se — 6 — —B- dF’ dt, 


wobei dF*/dt die pro Zeiteinheit bei der Pendelschwin- 
gung in das Magnetfeld eintauchende Fläche ist. 


dFf/dxv=L.o, 


wenn ZL die Länge des Pendels vom Drehpunkt bis zur Ma- 
gnetfeldmitte ist. 


> ua: 
a) Die induzierte Spannung erzeugt Wirbelströme 
Iw = Una/R, 


wenn R der elektrische Widerstand für die Wirbelströme 
ist. > Iw & Q. Das dämpfende Drehmoment Dp = L- FL 
ıst durch die Lorentzkraft (3.31) 


IFL| & Iw - B 


4.6 


4.7 


4.8 
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bedingt. Die Richtung der Kraft ist nach der Lenz’schen 





Regel so, dass sie die Bewegung, durch die sie entsteht, m 
hemmt, sodass Dp & —9 gilt. ar 
b) Da /w & Una & B ist, folgt (e) 
= 
DyoxB «A, = 
Se 
wenn Ir der felderzeugende Strom ist. 
Der Strom beträgt 
U, 
Id) = — (1-e®D) 


20 
100 


=02 (1-e”Ws)A. 


(1 = e>00r/s) A 


Zur Zeit to = 0 ist /(0) = 0, zur Zeitti = 2 ms ist 
1 
I(t}) = 0,2: (' _ .)A —=0,126A, 
e 


I) =02A. 


Der Gauß’sche Satz heißt für eine Vektorfunktion 
u(x,y,2z): 
du as= [aivuav, 


wenn S die Oberfläche des Volumens V ist. Aus der Erhal- 
tung der elektrischen Ladung © = [ oc dV im Volumen V 


folgt: 
dO d ) 
BL ER dv=-— [| oudV 
dr nf eu fen 


) 
Br av =Doan:d. 
N 





ot 


wobei räumliche Integration und zeitliche Differentiation 
vertauscht werden können und die partielle Differentiation 
do/ dt berücksichtigt, dass o(x, y, z) auch von den Raumko- 
ordinaten abhängen kann. Die Ladung O hängt innerhalb 
des Volumens V nicht von den Ortskoordinaten ab, selbst 
wenn 0(x,y,z) davon abhängt. Deshalb ist die totale Ab- 
leitung dO/ dr gleich der partiellen Ableitung 00/01. Aus 


le v-dS = | einem dV 


N 


(Gauß’scher Satz) folgt die Kontinuitätsgleichung: 


00 
dvj+ — =0 
IT 
mit j = 0e‘v. 
Der Zug wirkt als Kurzschluss. Wir haben deshalb hier das 
zu Aufg. 4.1 analoge Problem: 


Una = -Bı:b-v=-|B|-cos65°-b-v. 
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Mit b = 1,5m, v = 200/3,6 m/s folgt 
200 
Una = 4: 10° - c0s65° -1,5- zn 


— 1,41: 10°” V = 1,41mV. 


AN 
je?) 
a= 
u 
Da 
BEN 
w 


4.9 a) Wenn der Draht konzentrisch zur Spule verläuft 
(Abb.L.18a), ist das Magnetfeld immer entlang des Spu- 
lendrahtes gerichtet. Der magnetische Fluss dO = B- dF 
durch die Spule ıst dann null, und damit wird keine Span- 
nung induziert. 








a) b) c) 
Abbildung L.18 Zu Lösung 4.9 
b) Anders sieht es aus für die die Anordnung in Abb. L.18b. 


Hier ıst das Magnetfeld des gesamten Drahtes 


_ Kol 
Der 


und der Fluss ® durch die Spulenfläche F' 


p rd 
® = | Bar = Bunt [3 
IM rY 

r=d 


F 
d -b-I 
In BL. in(1+-). 





 Morb-I 
2 d In 











Für / = hy - sin wt ist 


Und - N: d = Ug - coswr 


N: w+Io- hob 


aA 
U 1 (\ =). 
- DI 5 t7 


c) Bei der Toroidspule in Abb. L.18c umschließen die Spu- 
lenwindungen die Magnetfeldlinien. Bei einem Radius rs 
der Spulenwindungen ist die Spulenfläche N - re. Der 


Fluss ist (mit& = /r-2): 


®= | Bar 








+rs R+ 
N: 1101 [ / dr 
— —_ dz 
Dr F 
z=-rs \r=R-: 
rs 
— In ———- dz 
DR R- 


z=—rs 





2 


[ [n(e+ a) 


z=—rs 
-in( - R-2) dz. 


4.10 Das Magnetfeld im Eisenkern ist: 


B=u:.W-n-I=1T 








mitn=N/I 
> uU= = ı — 320 
ET om 4An-107.18 
Die Induktivität ist: 
L=yu-wo-n’F-1=10H. 
Die induzierte Spannung ist 
d/ 3 
Una = -L- — = -10-10’V = -10KkV. 
dr 
Der Ausgangsstrom springt vom Wert /(r < 0) = Uy/R 
auf den Wert 
Una 10-10? 
I 0)ehe = A=2000A. 
Ra 5 
Er fällt dann gemäß 


ehe 


ab. Der äußere Stromkreis wird innerhalb von I ms abge- 
schaltet. Die Situation ist wie in Abb. 4.12b. 


Kapitel 5 
5.1 a) Rund C müssen parallel geschaltet sein. 


1 
Zı=R, ZI, = — 
. z 1oC 


zZ _ R 


 ioC(R+ -) 





— N 
Zı +2 


. R 
 1+ioRc' 


R 


Y1+ (oRC)? 


ZI = 


Zw = 0)| =R = 1000 


IZ(o = 2r -50 /s)| = 200 
100 
„1 + 4? : 2500 - 100? - C? 


> C=156uF. 





Abbildung L.19 Zu Lösung 5.1 


b) Da für ® = 0 die Ausgangsspannung U» # 0 ist, muss 
ein Parallelkreis vorliegen. Für ® = 0 gilt: 


U} Rı 








— — 0,01 
U] R-+Rı 
0.99 RL 
= 0,01 = 


Maximale Ausgangsspannung erscheint für wL- 
l/(®C) = 0,d.h. bei der Resonanzfrequenz: 


1 
= —— => (Cl = —— =1,7/8mF. 
SEC (Log) 


Die Näherung @&r = 1/v_LC gilt aber nur für kleine Wider- 
stände Rı. Wächst RL, so muss man von 


IU2| RR 

ka Ras I 
die erste Ableitung nach & bilden und gleich null setzen 
(Extremum). Diese Gleichung löst man dann nach C auf. 
Für RR = 18% ergibt sich dann C = 1,80 mF, und für 
Ri = 20 2 erhält man beispielsweise C = 5,15 mF. 
Anmerkung: Die Durchführung derartiger Rechnungen 
trainiert zwar, ist aber eigentlich mehr etwas für Compu- 
teralgebraprogramme als für Physiker. 

5.2 Der Widerstand der gesamten Schaltung in Abb. 5.35a ist 





die Summe 
Zrot — Z/x +2, 
wobei 
ZZ 
K — 
/Zı+Z% 
mit 
1 
Zı=7—; Z=1wL+RL 
1oC 


der Widerstand des Parallelkreises ist und R der (hier 
als Ohm’scher Widerstand angesehene) Verbraucherwider- 
stand. Die Ausgangsspannung ist dann: 


 R __R 
"  ZE+R ° Ze 





De; 
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Für Zx erhalten wir: 


Ze 
* 7 A1-@2LC) +i@RLC 


sodass sich für den Gesamtwiderstand 


m 
= 
© 
= 
Q, 
& 
-- 


Ru + R-w’RLC +iw(L-+ RLRC) 


Zn = 
= (1- @2LC) +iwRLC 





ergibt. Die Resonanzfrequenz des ungedämpften Parallel- 
kreises ist mit ZL = 10”*H, C = 10°®F 
l 

R=—=10s!. 
TER 
Da der induktive Widerstand bei der Resonanzfrequenz 
or: L| = 102% groß ist gegen den Ohm’schen Wider- 
stand RL = 122 der Spule, ist die Resonanzfrequenz des 
sedämpften Kreises nur um etwa 1 % kleiner. Der Gesamt- 
widerstand Zo:(@r) für den Resonanzfall ist 


L 
Zuol@r) =R+ —— —iIyL/C. 
CAR, 


Zahlenwerte: RR = 12,R = 5>02,C = lyuF,L = 
10°*H 


mit dem Betrag 
Fit — 150,3 Y . 


Man beachte, dass der Gesamtwiderstand Z,.: bei der Reso- 
nanzfrequenz des Parallelkreises or = 1/v_LC nicht reell 
wird. 
U R _ 50-(150 + 101) 
U. Zotr 150? + 10? 
—= 0,332 + 0,0221, 


U, = U.:cos(wt+p). 
Mittang = 10/150 = 0,067 folgt og = 38,1”. Um die 
Frequenzabhängigkeit des Widerstandes Zx des Parallel- 
kreises allein zu bestimmen, setzen wir den Widerstand 
Re: 
Die Halbwertsbreite Aw der Resonanz ist ungefähr: 


R 
Avu=-=10*ts. 
L 


Man kann dies auch mithilfe der Kreisgüte 


Ge oL_ 10 
2 
bestimmen, da gilt: 
A 1 1 
en: => et et, 
ON O0 10 10 


Die Frequenzen, bei denen der Widerstand Z auf zo ab- 
gefallen ist, liegen dann bei 


2 =(M10 +10H)s". 
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5.3 Da der gesamte Fluss ®, auch durch die Sekundärspu- 


le geht, ist der Kopplungsfaktor k = 1. Somit ist die 
Phasenverschiebung zwischen U» und U} bei gleichem 
Windungssinn beider Spulen 9 = 180°, 


U} N 


U NM’ 


a) Bei Ohm’scher Belastung ist Ux/U} unabhängig von R. 
Die Eingangswirkleistung ist 


_ U (NM\ U 
P.=—=2=(I<) -. 
R NJ R 


Der Sekundärstrom ist nach (5.50b) mit Z» = VL: : I» 


URL /Iı U Mı 


hb=-—,|- = > R=Us:-h. 
2 R r R N, 8 2.742 
b) Bei kapazitiver Belastung ist: 
U: _ Lı2 
u @’CL,L»(1—k?) 


en 2 - [2- N» /Nı 


für ideale Kopplung k = 1. Für k = 1 erhält man also 
dasselbe Ergebnis wie bei Ohm’scher Belastung. 


5.4 Man beachte Abb. L.20, eine Umzeichnung von Abb. 5.59. 


Dieser Abbildung entnimmt man folgende Größen: 


Zp = KARSE E 
1oC an 
ZB >= an 
1oC tz 
A 1 
iwC an l 
nn ze’ TarseR 
2-7 1 
io Z5 
u 1 
41 1 
1 1 
1@L —— + {- " 
ioL 


1 1 
Get 1/GoL)+1/R 


Kei;hAhet/iod), Geh lb 6:2; 
le = Gfiel),bD = bb -k, U =hb 2 = DB, 


U, = U, cost 


ee a re a ee 


m 
= 


Eh u m, | en ee, am ee a ce 


Abbildung L.20 Zu Lösung 5.4 


bh = Up/R, I, = U}/Z. Einsetzen ergibt: 


- 3764389), |Z| =5419, 
2,097-354110, 121-200, 
Ze dei, lead, 
U I 

Ul_gaa Moss. 
ION] A 


55 Pı=T-U=UR,/(R + R,), weill = Una/(Ri + R,). 


dd 
a SE Zi 
ug 1 B’N’Fio“ 
= RER 
1 02°»25: 10°: 10? 47-50 
_ 7 kW 
2 10+5 
— 3,29kW. 


5.6 Die Zeitkonstante der Kondensatorentladung ist 


t=R-C=50-10°s=50ms . 


Die Entladung beginnt bei ? = 0, wo die Spitzenspannung 
Uno erreicht wird. 

a) Einweggleichrichtung: Die Entladung dauert bis zum 
Schnittpunkt von Ut) = Uy: e’/RO mit u = 
Up cos(wt — 2). Aus e/RO = cos(wt — 2r) folgt 


t= —RC : In(cos wt — 2) 
—> tı =17,5ms, 
Ult; = 17,5ms) = Ug- e "50 & 0,7Uy. 


Die Welligkeit ist dann: 


U. ss Dan 
wa an. (3, 
nr 





Abbildung L.21 Zu Lösung 5.6 


b) Beı der Graetzgleichrichtung erhält man: 
et/(RO) — | cos(wt — r)| 
> n=83ms, 


U 
->-=(8) 
0 


U = Te 


— |; 


Die Welligkeit ist bei der Graetzgleichrichtung um den 
Faktor 0,17/0,3 x 0,57 kleiner. Ihre Frequenz ist aber 
doppelt so hoch, sodass sie sich durch ein ZC-Glied leich- 
ter wegfiltern lässt. 





ZZ R 
51 Ze =, 
Zı + 25 1+1wRC 
r U Ugcoswtr (1 +i@RC) 
= — = 1@ 
v4 R 
Uo 
2; v1l+w?R:C? cos(wt +) 
—= Iycos(wt +) 
mit 
U 
h=—v1+o:RC 
R 
und 


oRC 7 5 
a -10 
= 3140 > 9 SM. 


Damit erhalten wir: 


= 1 
Pi = I -V = > nu c03p 3 


l l 
copy = ——— = ————— 
Yl+tan?g Y1+ (wCR)? 
ei 103 
> Pwik = = 


Abbildung L.22 Zu Lösung 5.7 


5.8 


3.9 
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U, coswt 


O 
I 


m 
_— 
© 
>= 
Q, 
& 
-- 





Nur diese Leistung wird verbraucht! 
— 1 N | 2 
Peisä = 5000 sıny — sage i 


Zahlenwerte: 
I =0,MA, 


Iwix, = 3-10” A 
IBlindg = 0,94 A 


Pwirk = 4,5 mW 
Pplind — 141W. 


Obwohl der Blindstrom keine Joule’sche Wärme erzeugt, 
muss er dennoch bei der Dimensionierung der Kabel be- 
rücksichtigt werden. 

Durch den Serienkreis fließt der Strom 


1 


Uno sin wr 
= — mit Z=R+ılweL- ——]. 


7: 


I 
wC 


An der Spule liegt dann die Spannung 


1wL 
Dr, >= zZ Uno sın wr 


—@LC 
= Ug-sinot 
1-w?LC +iwRC 


@’LC(1- w’LCiwRC) ae 
= —— U) sin © 
1-@2LC? +02RC 
— U-sin(wt — op) 
mit 
@TE 


Ya = @LC) + @?R?C? 


und 


@®RC 


04 
1- »:LC 


tano = > 9260: 
Für die Spannung ergibt sich mit den Werten aus der Auf- 


gabenstellung: 
U=0,02V. 


Das Verhältnis von Ausgangs- zu Eingangsspannung be- 
trägt: 


410 13 Lösungen der Übungsaufgaben 





AN 
je?) 
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Abbildung L.23 Zu Lösung 5.9 





Rei. RR 
Rı+ 7 1+ioR,C 
U, R. 


U. Rı+R+iRRwC 


Ra: (Ra + R- iRR,©C) 
(Ra + R)? + (RR,@C)? 








vl _ R, 
IUel  (Rı + R)? + (RR,®@C)? 
U,=K-U.:.e®: ı ae 
=iR* or, aap=— 
a e p RER, 


mit K als reeller Konstante. 
Zahlenbeispiel: RR =R= 1k2,C = 100uF. 
a)Fürw =0: 








b) für = 2# -50s!: 


[Val 


IVel 


5.10 Die Klemmenspannung Yg ist 





= (0,032. 


Uxk = Una -RrÜr +1). 

Andererseits gilt: 
Uxk=Rr-I. 
Gleichsetzen liefert für Unna = Di bei = Ir: 
Una Rrla+ (Rr + Re)In, . 

Nach (5.6) gilt: 

Kk=- Ua RÜr+hb). 
Da U; , mit wachsendem Verbraucherstrom sinkt 
(Ir, wird kleiner), sinkt auch Ux(l,) mit wachsen- 


dem /,. Damit hat Ux den maximalen Wert für 
en, 
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6.1 Für o gilt: 


1 
®=ı1/—- -0 mitt a = —, 
LC DL 
o=2n-.8:-1 ST =5:.1005", 
l.U 
Ferne Se 
tt U 


Schwingungsdauer: 


2 
Far 219, 
(0) 


Nach t = 30T ist U/Uy = 1/2 


10 
-30.1,25 
. 1 
Teote) 
10° 
= 55.102 434.108 
x4-10°H, 
> R=2a-L=2:1,8-10%-4- 10 
— 1,448. 


> «a In2=1,8-10*s, 


6.2 Der Betrag des komplexen Widerstandes eines Serien- 


schwinskreises ist nach (5.25) 


1 2 
Z| = ı/R + (01) = yR+X. 


wC 


Für das Verhältnis ergibt sich: 


Zoo +R/I)| _NR+R _ |, ,* 
zo) TR tr 


Ne 2 L EEE DEBEEE 
- (+7) "(oo +HR/L)C 


mitoo = 1/vLC => 


1 
nn /C/L+RC/L 


(14 er) 


|Z(oo + R/D)| _ 
IZ(oo)) 


6.3 


6.4 


Für ® = wo — R/L erhält man: 


Z@w-R/D| 1 - 
Zoo) elle) | 


Man beachte die Asymmetrie, da die Kurve Z(o) nicht 
symmetrisch um ® = wo Ist. 
Die Wirkleistung ist nach (6.10) 


1 US-R 
2 |zI° 





BD = 


Die Leistung ist für = ®o + R/L also auf den Bruchteil 
Poo+R/L) 1 


zu 2 
an l 23 (\ T Rem) 


abgesunken. 
Nach (6.15a,b) gilt: 








we ee, 
IT Ak NT-005 
106 
SUR SUR VENGERGREIRE- ABBERBEER 2.2 a 


l1l+k 1+0,05 


o&; liegt um 26kHz oberhalb, &» um 24,1 kHz unterhalb 
der Resonanzfrequenz. 
Die Geschwindigkeit des Elektrons ist 


ZW 2Ekin/m 
= /27,2.1,6- 10-19/9,1- 10-3! m/s 


= 2,186 -10° m/s. 
Seine Zentrifugalbeschleunigung auf einer Kreisbahn ist 


v2 2,186? - 101? m ER 


Die abgestrahlte Leistung ist, klassisch, nichtrelativistisch 


gerechnet: 


ea’ 


vl 





6 
Dies ist identisch mit (6.38), wenn 
a, = dyw” cos wt 


und 
a, = do®” sinwr 


gesetzt wird. Das Vorliegen von zwei Polarisationsrichtun- 
gen erklärt den Unterschied (Faktor 2) zu (6.38). 
Einsetzen der Zahlenwerte ergibt: 


P=46-10°W. 


Kapitel 6 411 


a) Die Umlaufperiode des Elektrons ist 


2 
LEER 1 
V 


Die pro Umlauf abgestrahlte Energie ist 


m 
._— 
© 
>= 
Q 
& 
-- 


dW 
Tr: Fre 15:10 7%4.6-10 ’Ws 





= 7:10 *ws = 4 uWV. 


b) Pro Sekunde würden 4,6 - 10° Ws = 290GeV abge- 
strahlt. 

c) Wenn das Elektron durch Abstrahlung Energie verliert, 
wird es sich auf einer Spirale dem Kern nähern. Um dies 
quantitativ zu sehen, bestimmen wir die Energie W = 
Exin + Wpot als Funktion von r. Aus 





mv” 5 e? 
r Ansor? 

SE m , le 1, 
in” VÜ = 7 — ı 
az DAncgr oo 2 mi 

me 

ae Kg” 


diW e? 
dr  8m6or? 


dW u e? dr 
dt 8nsor de 








Dies ist die mechanische Leistung, die man gewinnt, wenn 
das Teilchen sich auf den Kern zubewegt. Diese muss 
gleich der Leistung sein, die in der vom Teilchen ausge- 
sandten elektromagnetischen Strahlung steckt: 


dW u e?a? 
dt  6n&0C 





(negatives Vorzeichen, weil die Energie des Elektrons ab- 
nimmt). Die Beschleunigung a beträgt: 


v” e? 


rg Do 
F Asteor“m 


Die elektromagnetische Leistung hängt also vom Radius 
ab. Wir erhalten: 


e? ee N 1 
6 (2) rn 
dW (r) ı dW dr e dr 
— _—— r\ı =. —— I — 
di Su dr dd 8meor? dt 








0 


Integration von r = ag bis r = O liefert: 


4 Zu; 
= — ii At, 
c \Aneom 
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wobei a = 5,3 - 10”!! m auch Bohr’scher Radius genannt 
wird. Es folgt für die Zeit, die vergeht, bis das Elektron am 
Kern angekommen ist: 


Ars216:10 "s. 


Anmerkung: Das Experiment zeigt, dass das Wasserstoff- 
atom im tiefsten Energiezustand stabil ist, also keine Ener- 
gie abstrahlt. Diese Beobachtung kann nur im Rahmen der 
Quantentheorie erklärt werden (siehe Bd. 3). 

Im nächsthöheren Energiezustand wird allerdings wirklich 
Energie abgestrahlt. Hier geben klassische Rechnung und 
Beobachtung gute Übereinstimmung. 

Aus 


AN 
je?) 
=: 
+ 
Da 
BEN 
wy 





6.5 
2 „2 


ı B= 
= -d-»- ad — I 
R R 





2usD. 
m 


Die abgestrahlte Energie pro Sekunde ist: 





dW 5 da 5 au B 
dt 6n50C  6menm?e 
dv 
—. — Erin =m-U- — 
dr dr 
dv  g’v-B 
dt 60m 


wobei die Änderung dv/ dr des Betrages der Geschwindig- 
keit als klein angenommen wurde gegen die Anderung a 
der Richtung der Geschwindigkeit. Aus 








—_ mV 
nr 
dR m dv q-vB 
7 gBd num 
dW 1 
dr g:v-B’ 


6.6 a,b) Die beschleunigende Kraft ist 


F=qg'E 
q 


> u--— 
m 


los 


E=> ja=a=%. 
m 


Zahlenwerte: q = +1,6 - 10-PAs, m = 1,67- 
Wk U=- WW Vas-in 232: 10m), 


Die abgestrahlte Leistung ist dann: 


diW ga’ 


Selig —-=58-10”W, 
dr 67T E0C’ 





also vernachlässigbar wenig ım Vergleich zur vorigen 
Aufgabe. Die Zeit für das Durchfliegen der Beschleuni- 
gungsstrecke ist wegen 


1 
d=-af 
2 


2d 6 7 
—-m 32.103” = 4,3 -10°s. 
a ar 


= 


6.7 


6.8 


Während des Durchfliegens verliert ein Proton also 
dW = 5,8. 10°’ 4,3 10°’ Ws 
= 2,5.10°” Ws. 
Dies entspricht dem Bruchteil 


25-10 > 


= — —— — = 1,5: 10” 
1,6: 1019.1006 


N 


seiner Beschleunigungsenergie! 
c) Bei der Kreisbewegung ist die Beschleunigung 


v- 2 Ekin 
R m-R 
_ 2-10°.1,6-10°'° m 


1,67: 107.3/2r7 3 


de 
—=4:.10m/s. 


Die Beschleunigung ist daher 12,5-mal größer, und damit 
ist die abgestrahlte Leistung 156-mal größer. 
Die Intensität der Welle ist gleich der Energieflussdichte 
ım Abstand r = Im: 
4 
1=|S| = on _ 10° W 
Ar? 4An-1lm? 


Die elektrische Feldstärke ist nach (6.364) 


E = /S/(&0:c) = 5,5: 10°V/m. 


Die magnetische Feldstärke ist: 


= 8-10” W/m?. 





1 _6VS 
B=-E=18-10° — =183uT. 
c m 
Die Energieflussdichte ist: 


Pem 


S=- — 2 > Pın =4Anr 107-5. 
An? AR i a 


Aus 
S= eocE? = 8,85: 10-3. 10°. 10° W/m? 
—= 0,26 W/m? 


folgt: 5 
Pin=327-10:W, 
Aus (6.38) folgt mitq = N: e: 
u N?e - 16n*vtdz 


em ”—” 
1277 &0C°? 


3 Eu ° C- Pem 
N?e? - An®v* 


Einsetzen vonN = 10% . 10*: 10 = 10°, v = 10’ s!, 
e = 1,6: 10°? C ergibt: 


> d= 


d4=27-.10 "im. 


Man sieht also, dass die Schwingungsamplituden der 
schwingenden Elektronen sehr klein sind. 


6.9 a) Die Solarkonstante gibt die Energiestromdichte am obe- 
ren Rande der Erdatmosphäre 


S=&:-c-E 


1,4 - 10° V 
8,85 - 10-1?.3.10° m 


an. Damit erhalten wir 


2 
E= —— 
\ ee 


= 7,26 - 10° V/m 
1 1.26:1 V»-s 
= Bel. 27 7 a 94-10 °T, 
c 3.108 m? 


b) Entfernung Erde-Sonne: r = 1,5 - 10!! m. Die gesamte 
von der Sonne abgestrahlte Leistung ıst dann 
Pin =Anr Ss = 145104719107 W 
—=4-10°W. 
c) Die Energiestromdichte an der Sonnenoberfläche ist: 
Pu 4.10% 
So — Rn Zei a — 
AnR%, An: 6,96? - 101° 
— 6,5710 W/m’ 


S 
> E= ,/— =1,57-10’V/m. 
Eoc 


0 


6.10 Wie in 9. gilt: 


= Ba E — S . 
Arrr? EC 


Mitr = Im, Pam = 70W folgt E = 45 V/m. 

Um die gleiche Feldstärke E wie die Sonnenstrahlung auf 
der Erde zu erreichen, müsste die Energiestromdichte um 
den Faktor a = (726/45)” = 260-mal größer sein, d.h. 
auch die Leistung Pxm müsste 260-mal srößer sein, also 
26kW betragen. 

Man beachte jedoch: 

a) Die Erdatmosphäre verringert die Sonnenstrahlung auf 
50-60 % der Solarkonstante. 

b) Nur ein Bruchteil der Strahlung liegt im sichtbaren Ge- 
biet (siehe Kap. 12). 


Kapitel 7 
7.1 Ausrot B = eouo JE/ or folgt 


) 
rot rot B = &eolto Em (rot E) 


0°B 
ze , 
oMo 32 
rot rot B = grad (divB) — divgradB 


— AB, 
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weil dıvB = ist. Es folgt 


1 %B 
ce 9r 


AR d°B 
= E£& on 
0oMo RyR) 


7.2 Eine ebene Welle in k-Richtung ist: 


m 
._— 
© 
>= 
Q 
& 
-- 


E en Eo . el (oi-k:r) 





Fürk-r = const hat die Phase g = wh —k-r zu ei- 
nem festen Zeitpunkt io für alle r denselben Wert, d.h. der 
geometrische Ort aller Ortsvektoren r mitk -r = const ist 
Phasenfläche. 

Ausk-rı =k-n = const folgt k(rı -r2) = 0,d.h. 
kL(rı - r2). rı —r, ist ein Vektor in der Ebene Lk. Also 
ist die Ebene __k Phasenfläche. 


\ 









Phasen- 
flächen 


X 
Abbildung L.24 Zu Lösung 7.2 
73 AusE = ajıEı + ab; folgt 


EZ &ocE* 


oc [aIEX + a3E3 + 2aıasEı -E)] . 


Mit E; = Eo; cos(wt + o;) erhalten wir 


5 — 1 
T=Ech = > eoc[a1Eoı 


+ E53 + 2a1a2E10Er cos(pı — P)] 
-I+h+2:- Yılk-cos(pı —@). 
Für inkohärentes Licht schwanken die Phasendifferenzen 
Ay = pı(t) — p(t) statistisch, sodass cosy9ı -@ = 0 
gilt. In diesem Fall ist die Gesamtintensität gleich der 
Summe der Einzelintensitäten. Für kohärente Strahlung 


gilt dies nicht! 


7.4 Die Darstellung einer zirkular-polarisierten Welle ist: 


E=A-.EU mt A=AHRHiy). 
o'-Licht: A=Ay (X +iJ) 

o —Licht: A = Ag (x -iy) 
EF+E = 2Aok el OR 


Dies ist eine in x-Richtung linear polarisierte Welle. 
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7.5 Im stationären Gleichgewicht gilt, dass die Summe aus zu- 


—K«K(T-Ty) = 9, 


2 seführter und abgegebener Leistung null sein muss: 

=. nn I: nn (T-Ty) 
— =a-I-F-cosy -cw: —- (T — 

fe) dr 2 u dr 2 

BEN 

W 


wobei « den Bruchteil der absorbierten Leistung angibt. 
Für die Menge des durchströmenden Wassers folgt damit: 





dM a-I-F-cosy K 
d cw(T-Tv) 
Mit den Zahlenwerten & = 0,8, I = 500 W/m/?, cosy = 
0,94, cw = 4,18kJ/kg, T-Ty = 60K,k = 2W/K 
erhalten wir 
dM 0,8.500-4.0,94 
de  4,18-103 60 


cw. 


— 0,48: 10 kg/s 


—= (6: 10° — 0,48- 10 ")kg/s 
x 5,5.10°1/s = 201/h. 


Die über einen Tag ım Juni einfallende gemittelte Sonnen- 
energie ist etwa 6kWh. Man kann damit mita@ = 0,8, 
cosy = 0,94 etwa 601 Wasser pro m“ Kollektorfläche pro 
Tag um 60 K erwärmen, wenn die Wärmeverluste vernach- 
lässigt werden (k = 0). 

(Siehe: Programmstudie: Znergiequellen für morgen, 
Bd.1I: Nutzung der solaren Strahlungsenergie, Umschau- 
Verlag, Frankfurt 1976.) 

a) Wir betrachten einen Kondensator mit Kreisförmigen 
Platten der Fläche A = nr R? und dem Abstand d. Wir ha- 
ben dann 


71.6 


A 
ee 


mit E = {0,0,E}, 


dO dE 
I=— = 9A:— . 
1 er 
Das Magnetfeld B = {B,,B,,0} bildet kreisförmige Feld- 


linien um die z-Achse. 


2 
F 
DB as = Bi) Zur = 0-75 





b) Der Poynting-Vektor ist: 
S=&0c(ExB). 


Er hat nur eine radiale Komponente in Ebenen senkrecht 
zur z-Achse. Sein Betrag ist: 


I 
Bee, 
EgA 2rR? 


O-I-.r r d/1l_, 
— — — I <-0°)]. 
2e0A: 2e0A: dt \ 2 











c) Der durch die Zylinderfläche 2rrr - d strömende Ener- 
giefluss ist pro Sekunde: 


dW 
— — |$| .?2ır-d 
7 IS| - 2ırr 


ar aa, 
— (> 
EA? dr \ 2 


ar d/1l J 
= — — [-C:U j 
A dt \2 


Dies ist der im Zylindervolumen r? - d gespeicherte 
Bruchteil der Kondensatorenergie 1/2 CU?. 

Die Erde erscheint von der Sonne aus unter dem Raum- 
winkel 





I 


2 
TRE 


2ER = 
"7 (1 AB)? 





Der Mars erscheint unter dem Raumwinkel 


TRY, 
Merz ngt 
(1,52 AE)? 

Es folgt 


0,532? 
11,522 


SMm_ Ra, 5 


— = = = 0.123; 

Sp. .Ra+152° 

weil der Marsradius Ru = 0,532Rr ist und die Entfer- 
nung Sonne-Mars 1,52 AE beträgt. Die vom Mars in den 
Raumwinkel 277 reflektierte Leistung ist 


Smr = 0,5:0,123 SE. 


Der Raumwinkel, unter dem die Erde vom Mars aus bei 
seiner kleinsten Entfernung ryg = 0,52 AE von der Erde 
erscheint, ist 

RE, 


ee EL 
YET (0,52 AE)? 


Die auf der Erde ankommende vom Mars diffus reflektierte 
Sonnenstrahlung ist daher: 


=. 0. 227409108; 
dr (0,52 AB)? - 2 . 





Der Mars strahlt uns bei kleinster Entfernung also nur das 
1,9 - 10”°fache der direkten Sonnenstrahlung zu. 

Durch die Augenpupille fällt die maximale Strahlungsleis- 
tung: 


1.8 


dw 
= (800 W/m?)-r? = 8007 :10° W=2,5 mW. 


Die Intensität auf der Netzhaut ist dann allerdings bereits: 


A upi 
j- Zee 7 = 4001 = 320kW/m. 
AnNetzhaut 


Dies genügt, um die Sehzellen zu zerstören. 


7.9 Die Gewichtskraft m - g muss durch den Lichtdruck kom- 
pensiert werden. Die Intensität der in z-Richtung einfal- 
lenden Strahlung sei /. Ein Kreisstreifen mit dem Radius 
a=R:-sind hat die Fläche dA = ?2ra-R- dd. 

Die zur Lichtrichtung senkrechte Projektion ist: 


dA; = dA: cos® = 2nR° -sin®cosd dV. 


Der durch das Licht in z-Richtung übertragene Impuls pro 
Zeiteinheit ist für das einfallende Licht 


dp. I 





di c 
und für das reflektierte Licht 


dp- 
dr 





I 
—= -cos(2d) dA, . 
© 


Die anderen Komponenten dp,/drund dp,/ dr heben sich 
bei der Integration über den gesamten Streifen auf. 
Integriert man über die untere Halbkugel, so ergibt sich: 


n/2 
d I 
ea fe + cos2%) dA, 
di EG 

0 


a2 
I 
= 2nR° - fe + cos2d) sind cosd dd 
c 
0 
= ar .Ije. 


Nur der erste Term liefert einen Beitrag, da die Integration 
über cos 20 sin d cos Ö null ergibt. Der übertragene Impuls 
kommt also allein vom auftreffenden Licht und ist genauso 
groß, als ob die Strahlung senkrecht auf eine ebene absor- 
bierende Fläche ıR? treffen würde. 

(Frage: Kann man dies auch unmittelbar einsehen?) 

Der Impulsübertrag bei der Reflexion geht für # < 45° in 
+z-Richtung, für # > 45° in —z-Richtung. Insgesamt ist er 





Abbildung L.25 Zu Lösung 7.9 


7.10 a) Bei der in Abb. L.26 gezeigten willkürlich gewählten 
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bei der Kugel null. Bei einer Kreisscheibe würde er jedoch 


wieder r R’I/c sein. m 
Die notwendige Intensität des Lichtes ıst daher mit der N 
Massendichte o = m/V LT 
= 

LE en = 

TR 3 x 


Dies gilt sowohl für die absorbierende als auch für die re- 
flektierende Kugel. 





Stellung der Lichtmühle bildet das einfallende parallele 
Licht den Winkel & gegen die Flächen I und 3 und den 
Winkel 6 = 90° — a gegen die Flächen 2 und 4. Der 
Strahlungsdruck auf die reflektierenden Flächen I und 2 
bewirkt ein Drehmoment im Uhrzeigersinn, der Druck auf 
die absorbierenden Flächen 3 und 4 ein rücktreibendes 
Drehmoment. Die Flächen sind A; = a. 

Hat das Licht die Intensität /, so wird auf das Flächenele- 
ment dA; = a- ds nach (7.27) die Kraft 


21 R 
dF= —.a:- ds-sina-e, 
1% 


ausgeübt, welche das Drehmoment dD; = dF, xs um die 
Achse (z-Achse) bewirkt. Mit y = s - sin«a folgt für den 


Betrag: 
2. ..;.3 
dD; = dF; -s-sina = —asin”a-sds 
c 
21 
= —ay.dy 
C 
(b+a)sin« 
21 
> Di = — a: ydy 
c 
b-sin« 


I 
— - asin’a(a” + 2ba) .. 
c 


Das Drehmoment auf die Fläche 2 ist entsprechend 


y2 
21 1 
DD = —äa dy=-aly -yı 
2 F I» 2 1» yı| 
yı 


mity = s-cos«. Die Fläche 2 wird teilweise von der Fläche 
l abgeschattet, sodass nur ein Teil beleuchtet wird. Füra < 


YT y=d-.cos« 





a + B= 90° 


Abbildung L.26 Zu Lösung 7.10a 
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45° ist dies der Teil von yı = (a+b)-cosßbisyp = 


(a+b)-sinß,d.h. yı = (a+b)-sina, ya = (a+b)-cosa. 
Es folgt 


I 
D> = - a(a + b)*[sin? & — cos“ a] 
e 


AN 
je?) 
n= 
u 
Da 
BEN 
wy 


I 
-a(a+b) [1 -2cos’a]. 
c 





Für a > 45° ist dies der Teil von y; = b- cosa bis y» = 
b- sına 


I 
> Dr(a > 45°) = -ab’[1 -2cos°a]. 
c 


Das Drehmoment D; erhält man analog zu D,, wenn man 
a durch 8 = 90° — a ersetzt und berücksichtigt, dass bei 
der Absorption der Impulsübertrag nur 1/2-mal so groß ist. 


I 
=> .Die =>... cos ala + 2ba] , 


I 
D4ı = ,,0 (a + b)“(1-2sin’ «) 
c 


für © <4Y, 
I 


5 ab’(1-2sina) für «>45°. 
c 


D4 = 


Das gesamte Drehmoment isstD = Di + D>5 + D; + Dy. 
Mitb = lcmunda = 2cm, / = 10* W/m? erhält man: 


LEE -6 
Dı = - - sin”a - 16- 10°” Nm 
c 


— 5,3. 10”°. sin’« Nm, 
D> = 6: 10° "[sin? @ — cos a] , 
D; = -2,67-10 "cos? «, 
Dı = -3 - 10 ’[cos? & — sin? a] , 
> D= 14,3. 10" sin’ « 
— 11,67:10°cos®« für & <45°. 


b) Die Temperaturerhöhung AT der schwarzen Flächen er- 
gibt sich aus: 


1 dW 
AT = — [I-AA- —— :-AT|, 
Cw dr 


wobei Cw die Wärmekapazität einer Platte, AA die be- 
strahlte Fläche und dW/drAT die durch Stöße mit den 
Argonatomen abgeführte Leistung ist. 


I- AA 


EN, 
Cw + dW/dt 


Ein Atom hat vor dem Stoß die mittlere kinetische Energie 
(m/2) v2 = 3/2KT, es verlässt die Fläche mit 3/2k (T + 


AT), sodass die von der Wand abgeführte Leistung beträgt 
(siehe Bd. 1, Abschn. 7.5.3): 
dW 
EN 
dr 4 
(n = Atomzahldichte). Mitn=3 - 10!° /cm’, A = 4cm/, 
d=5-10%cm/s,k= 1,38: 10? J/K> 


dW 
— =, 031W; 
dr 


kAT-v-A 


D | W 


Jede Fläche wird im zeitlichen Mittel während 1/4 der 


Umlaufzeit bestrahlt. Wegen sin’ « = 1/2 ist die mittle- 
re Bestrahlungsleistung: 








—_. 491 
NE 
2 4 
1 
= = 10'W/m? 4 10° m? = 0,5W 
0,5 
AT = s xw AK 
= 0.13 


Die schwarze Fläche erwärmt sich also um 4AK. Um den 
von den anderen Atomen übertragenen Impuls pro Sekun- 
de zu berechnen, setzen wir an: 


dp n-m 
dd 4 
(siehe Bd. 1, (7.47), wobei m = 40 - 1,67 - 10°?’ kg die 


Masse eines Argonatoms ist, v seine mittlere Geschwin- 
digkeit 





- [#7 + AT) - v(T)] - Ad 


_ SkT 
v = ıl — 


S 


It - 
dp n-m 8 


z A— (VT(T+AN-T) 


dr 4 
3 8 
— 2.102 :4:10*. — 
4 IT 


.1,38- 103. („300 304 — 300) 


F=53-10”N. 





Das mittlere Drehmoment ist dann ähnlich wie in 10a) 
D=F:(b+a/2)xz10°N-m, 


also um mehr als drei Größenordnungen größer als das 
durch Photonenrückstoß bewirkte Drehmoment. 

7.11 Die von der Antenne abgestrahlte Leistung ist rotations- 
symmetrisch um die Antennenachse und proportional zu 
sin? d. In den Raumwinkel dS2 wird die Leistung 


dP=Py- sin’ d dd 


abgestrahlt. 
1 
d2=—:rda.r-sina dp 
r 
—= sına da do. 





Abbildung L.27 Zu Lösung 7.11 


Integriert über alle @ (Rotationssymmetrie des Parabol- 
spiegels um die x-Achse) gibt die Leistung in den Kegel- 
mantel d: 


dP=P,-sin ®sin«-2n- da («= 90°- 9) 
— —Pysin Bcos® -?27- d®, 


Ömax 


P=-2nPo sin 9 cos’ dd 
9=90° 


#} n/2 
= — Po sin’ 9 





min 


2 
= — Po (1 - sin’ Imin) . 


Den Winkel din erhält man aus cosY = y/r 


D/2 


N  — 


Mit y? = 4 fx folgt 





D/2 
ee 
FrX 
D? 
x= — 
16f 
D/2 8Df 


> 006 in = = I, 
= F+D/Ief D+iep 


2 u. 8Df 
P= —Po I 1- sin? | arccos ———— 
> D? + 16f? 


7.12 vo = 1/3c = c?/vph 








@ 
ee 
fe n2n2c2 
a?w? 
n’n°c 8 322 da? 8 
a?w? 9 n 9° 
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Die größte Wellenlänge ergibt sich fürn = | 





m 
2 L zu 
— a en =, /8cm = 5,66cm. _— 
3 «T 
= 
713 U=TI-R = 3-10V = 30V. Der Strom möge in z-Richtung Q. 
fließen. Dann hat die Feldstärke nur eine z-Komponente. ee) 
Deren Betrag ist: Se 
U 30 V 
E=—- = ——-=03V/m 
L 100 m 


Das Magnetfeld auf der Drahtoberfläche ist: 


Kl An: 10° +10 
27 33=10° 





= = T = 0,67mT. 
2strg 


Der Poynting-Vektor $ zeigt radial nach innen auf die 
Drahtachse zu. Sein Betrag ist 


l Is 
S=—E-B= 
Ho 2rro-L 





Er gibt den Energiefluss pro Sekunde und Flächeneinheit 
an. Die gesamte ın den Draht fließende Leistung ist dann 
bei einer Drahtoberfläche ? = 2srrg -L 


also gleich der Ohm’schen Verlustleistung ım Draht. 
7.14 Der Photonenrückstoß pro Sekunde ist nach (7.26) 


dp 2 
— -Fr — &nE"-A=m-da. 
dr R 0 


Wegen / = eocE* folgt 





c-m-a 
I= 
A 
Soll eine Beschleunigung von a = 10°” m/s? für eine 
Masse von m = 10°kg bei einer Fläche A = 10°” m? 


erreicht werden, so muss 
I=3-10°W/m? 
sein. Die Lichtleistung der Lampe müsste dann 
Piicht = IA = 3: 10°W 
sein. 


Anmerkung: Realistischer sind Raumschiffe mit großen 
reflektierenden Sonnensegeln, die den Lichtdruck der Son- 
nenstrahlung ausnutzen können, z.B. für eine Reise zum 
Mars. Bei einer Fläche von A = 10* m? und einer Sonnen- 
intensität von / = 10° W/m? erhält man 


2I-A 
a= —— =6,6-10” m/s? 
m-c 


ohne jeden Leistungsaufwand aus Bordmitteln. 
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7.15 Nach Abschn. 1.3.4 ıst das elektrische Feld zwischen 








2 Innen- und Außenleiter des koaxialen Wellenleiters: 
ge) 
+ E = r fü a<r<b. 
(@) 27 eor 
—_ Die Spannung zwischen Innen- und Außenleiter ist dann: 
W 
b 
N 
EZ [rw = In(b/a) , 
ZITEH 





a 


wobei A = O/l die Ladung pro Längeneinheit ist. Die Ka- 
pazität pro Längeneinheit ist dann 


&_ Lu 2m 
U Inlb/a)' 





Die Induktivität pro Längeneinheit L ist nach Aufg. 4.2 


b ER 1 
m > CL > >, 


Le 
OH a c? 


also unabhängig von der Geometrie des koaxialen Leiters. 
Der Wellenwiderstand des koaxialen Wellenleiters ist: 


Auge 1 b 
„= YyUe=— /n- 
2 a 








More. .D 
= In — 
2n a 
| 
—> bEa Xp 
Ho'c 
Für = 1002,a = 10” m folgt b = 10° - eV m = 


5,3mm. 


Kapitel 8 


8.1 Bei Atmosphärendruck ist die Molekülzahldichte N x 2,5 - 
10° m, A = 500nm = & =3,77 : 10"°. Die Elektronen- 
masse istm = 9,1: 10”?! kg. 


os, — oa" = (1- 0,377) 10% 
= 0,86:-107>y-o 


25:10 +1. ° 
ee 
2:8,8-10-12.9,1. 10-3! .0,86 - 1032 


— 1+4,6-10%. 


Vergleich mit Tab. 8.1 zeigt, dass (n— 1)ex = 2,79 10”* ist. 
Der Vergleich mit (8.23) zeigt, dass die Oszillatorenstärke 
für den tiefsten (Ex minimal) und stärksten Übergang fı x 
2,79/4,6 = 0,6 ist, d.h. die Moleküle haben auf ihrem lang- 
welligen Absorptionsübergang (bei etwa A = 190nm) eine 
Absorption, dıe etwa 60 % der Absorption eines klassischen 
Oszillators entspricht. 





Abbildung L.28 Zu Lösung 8.2 


8.2 Für die Winkel gilt: <er = 2a, <eg = 180°+ B — a 


> 2a =180°-a+Pß, 
> 3@ = 180° +, 


—> sin3«@ = sin(180° + ß) = - sin ß 





— ——- sind 
n 
1 sin 3% Asin’ @ —- 3sin« 
> -ı. — - = 
n sin «& sin« 
— 4Asin a — 3 


1 
> sınıa = (3+,)/* 
n 


Für n = 1.5 folgt 


sina = y0,91666 * 0,957 


sen), 


8.3 Die einfallende ebene Welle seı parallel zur z-Richtung, 
ihr E-Vektor parallel zur x-Richtung. Beobachtet wird die 
Streustrahlung in y-Richtung. 

Die Atome 5-8 werden später angeregt mit der Phasenver- 
schiebung 


Der Beitrag der Atome 1, 2, 5, 6 erscheint dem Detektor 
um Ag später als der der Atome 4, 3, 7, 8. Wenn wir für die 
Streuwelle der Atome 3 und 4 die Phase = 0 ansetzen, hat 
die Streuwelle der Atome 1,2, 7,8 am Detektor die Phasen- 
verzögerung Ay, die der Atome 5 und 6 die Verzögerung 
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Aus der Stetigkeit der Komponenten Bj) des magnetischen 
Feldes folgt analog zu (8.59b) die Bedingung für nicht fer- 
romagnetische Medien mit uı X u» * 1: 





Abbildung L.29 Zu Lösung 8.3 


2Ag. Die gesamte Streuamplitude ist daher 
A=Ay- ed” 2+ 4.cAP 4 De) 
= Ao , el (wt+AY) 


1Ao —iAY 
| (4 Per —T) 


— Ay e@TFAP) (4 4 4cos Ap) 
> P=Py-16(1+cos Ay)” 


= 16 Py -Acos’(Ay/2), 


wobei Po die Streustrahlungsleistung ist, die ein Atom in 
den Raumwinkel dS2 um die y-Richtung (d = 90°) aus- 
strahlt. Mit Ap = 2/5n > cos*(Ap/2) = 0,428 folgt 
P=27TAP:: 

Die acht Atome strahlen in y-Richtung also 27,6 mal so viel 
Leistung aus wie ein einzelnes Atom! (Frage: Warum ver- 
letzt dies nicht den Energiesatz’)) 

Mit einem totalen Schwingungsquerschnitt 


Oo = 10" m’ = on: | sin 9 d2 


2 
n 2n 
| | sin van ap =’ 
9=0 9=0 


folgt für 09 = Oı/n” & 10°! cm? (09 gibt den Querschnitt 
für die Streuung in den Raumwinkel d£2 = 1Sterad um 
d® = 9° an). 


=> Po(% = 90°) ds Ie -09 ds2 


— 10°? m?:.1.d2. 


8.4 Liest der E-Vektor in der Einfallsebene, so gilt für die Kom- 
ponenten Ej, wegen der Stetigkeit von E/: 


Age C0OS& — A, COS = Ag cosß. 


A la RN 
a el & z el 


m 
z— 
© 
= 
Q 
& 
-- 


/ 
C 
> Ag c0osa — A,ı cosa = - cos BA,ı 
c 
1 





/ 
£ 

+ — cos BA, 
1 


A,ı _ cos@ —c5y/c, cos ß 


Ası  cos@+ch/c, cosß 


Mit c,/c, = nı/n: folgt 


Arı  n2cosa —nıcosß 


Ası  Mmacosa+tnıcosß 


8.5 Die Fresnel-Formeln für die Amplitudenreflexionskoeflizi- 


enten lauten bei komplexem Brechungsindex: 
_ 08a — (n, —iK)cos ß 
cos@ + (n, -ik)cosß ' 


(m, —-iK)cosa — cos ß 


9 = (n, -iK)cosa + cos ß 


«= >o1ı=0)=0ß=0 


- 1—-(n, -ik) 
ln, 1%) 
leR721:9% 


u (I1+m)?+x? 
Zahlenbeispiel: k = 2,94, n, = 0,17 


 1-8,64 +5,88 i 
u 10 
— 0,76 +0,59i, 


+0 


R=.:0*=0,76 £0,59 = 0,926. 


Bei schrägem Einfall (@ # 0, siehe Abb. L.30) müssen wir 
den Winkel ß bestimmen, um den Amplitudenreflexions- 
koeffizienten berechnen zu können. Dazu müssen wir das 
Snellius’sche Brechungsgesetz (8.58) auf die Grenzfläche 
Luft-absorbierendes Medium erweitern. 

Die Tangentialkomponente k, des k-Vektors bleibt beim 
Übergang vom Medium I (n = I) nach2 (m = n’ - ik) 
erhalten, während die Vertikalkomponente komplex wird. 
Wir erhalten: 


k; — {Kgx: Kay, 0}, 


0) 
k, = — {nı Sina, nz cos B,0} 
c 


AN 
je?) 
= 
u 
Da 
_ 
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Abbildung L.30 Zu Lösung 8.5 


mitn; =1lundn> = n’— ix. Mit 


cosß = J1-sin“ß 


und 
nı . 
sind = — sin« 
nz 
folgt 
n2cosß = /n-sinma=n-e”’, 


wobei wir die komplexe Größe na cos B als n-e"’ = 
n (cos y—i siny) geschrieben haben. Vergleich von Realteil 
und Imaginärteil liefert nach Quadrieren: 


n”—-Kk —-sina = ncos2y, 


(1) 


2n’k = n“ sin? y 


0) 
>k=-— ! sine, (ncosy -insiny)Y 
e 
Für die eindringende Welle erhalten wir: 
eikgr un A (w/sina-x+neosy-y)]| 


. el-@ro nsiny-y] 
Ve ne 
Absorption 


= a (a/2)y , ei (ax +by) 


Die Flächen konstanter Amplitude sind die Flächen y = 
const, parallel zur Oberfläche, die Flächen konstanter Pha- 
se sind die Flächen sin«@ -x-+ 7cosy -y = const, die vom 
Einfallswinkel & abhängen und für x # 0 nicht mit den 
Flächen gleicher Amplitude zusammenfallen. Die Norma- 
len der Phasenflächen haben die Richtung des Vektors 


nt =sin@-x+ncosy-y 


mit dem Betrag 


ysin@+nco®?y=nr. 


Wir definieren einen Brechwinkel Ar durch 
sin « 
/sin’@ + n?cos?y 


und können dadurch das Snellius’sche Brechungsgesetz 
schreiben als: 


sin Pr = 





sin « NT 
— Ti 
sinßt nı 
wegen nı = 1. Der reelle Winkel Pr ersetzt also beim 


Eintritt in absorbierende Medien den Winkel 8 bei durch- 
sichtigen Medien. 
Für unser Zahlenbeispiel: n, = 0,17, Ka = 2,94 erhält man 


aus (1): 
= (n? —-K&-— sin? @)? + An’?K? 
> 7 =2,2 


> n=1,556, 
/ 


2n’K 
sin2y = —- = 0,413 
n 





> y=122° > coy=095. 


Für « = 45° folgt 


0,71 
sin#t = —— 
0,712 + 2,42: 0,955 
— 0,46 
=> Bre2,,. 
Man erhält dann mit cosß — cosßr = 0,885 aus den 


Fresnel-Formeln 


cos 45° — (n, —iK) cos Pr 


LT 05450 + (n) — ik) cos Pr 
_ 0,71—0,17-0,885 +1: 2,94 - 0,885 
0,71.+0.17=0.885 —1: 2,94 :0.885 
_ 0,56+i-2,6 
0,86 -1:26 
Ze 0,56? + 2,6? _ 7,07 
086° +2,69 7,5 
> R, =0,943.. 


Entsprechend für o|) und Rj) sowie für « = 85°. 
8.6 P(x) = Po - e”** 
Die absorbierte Leistung ist 
AP=Po-P@a) = Poll -e"*). 
Für a = 10cm, d=x=3cm folgt 
AP=Po-ad= 3-10” Po. 


Füra@ = 1cm',d = 3cm folgt 


AP = Pı(ll-e’) = 0,95 Po. 











— 22 n 
8.7 sing = > sind, = — 
R+d/2 
SR d_m 
SD N Y peu 
2 on 2 
En u 2 ar 
2 l-m/nı 2 nı -m 


Für d= 10 um, nı = 1,6, n2 = 1,59 folgt 


R-5:10°% Sl 
= 0,01 





m = 1550 um = 1,5mm. 


8.8 Für wo — w > y folgt aus (8.12b) mit 











Ne? aı 
— : 0, 
2eom 7 An?e? 
| qaı (4) 

n—-—1l 8 ——— = — 
w—-w 1/5 - 1/42 
apA2)? AH 

= 7 = MAg + - FE 
5 b 
ara 


mia al2, b=aA%. 
8.9 a) Der außerordentliche Brechungsindex n,(0) gehorcht der 
Ellipsengleichung 











l cos’ Fi sin” 0 AN 
ne) m n2(0= 90°) 
Phasenanpassung wird erreicht für n0(®) = 

n.(0,20) 
ZU SEE _ 1-sin6  sin’0 
n2(0,20) no) n(2w)  n2(2w) 


_ mto)]* - In(2w)]* 


d 
7 dr, Go me > 


Kapitel 9 
Einsetzen der Zahlenwerte ergibt: 
sin on = 04Std, 


b) Für 9 = 48,4° wird nach (1) n,(48,4°,20) = 1,674. 
Damit wird die Differenz An = ng(w®) — n,(0, 20) = 0,001 
und dıe Kohärenzlänge 


1/2 


— _- — 500% = 250um. 
1.20) — no(o)| 5 


Ikohärent — 


c) Die Ausgansgsintensität /(2®,_L) wird für Ah = =.An = 
1.25.10: m : 
I2w,L) 
u 1072:3.510264:10 7.25:10° 
u 1,6753 . 27. 1024. 8,85 - 10-12 


= 1,5-10!!Ww/m?. (3) 


Dies entspricht 15 % der Eingangsintensität. 


Kapitel 9 


9.1 Wir wollen zeigen, dass eine in x-Richtung einfallende 
ebene Welle im Punkte F fokussiert wird, wenn die re- 
flektierende Fläche ein Paraboloid ıst. Dazu zeigen wiır, 
dass, unabhängig von y, alle optischen Weglängen von ei- 
ner Ebene x = f bis zum Punkt F = {f,0} minimal sind. 


s=s1 +9n 
= (f-9)+VP? +(f-%?=min 
d Dvd 

a ey 
dx 2. yP +? 


> yy-(f-N) = vP +9? 


‚_S=* =) 
Y 


= /1+ ( 
Y 
Quadrieren ergibt: 


y? _ 2(f x) 
Y 








Y 


vl; 
Die Lösung dieser Gleichung ist y = 2- /f/x 


> y= ,4k > y=4k > 23V =4f. 
9.2 a) Wird ein ebener Spiegel um den Winkel ö gedreht, so 
ändert sich der Einfallswinkel von &@ nach (& + ö), der 
Reflexionswinkel ist dann ebenfalls (w+6), sodass der Ab- 
lenkwinkel des reflektierten Strahls 2& + 26 ist, also um 26 


421 


m 
z— 
© 
= 
Q 
& 
-- 





422 


AN 
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1= 
u 
Da 
BEN 
w 


13 Lösungen der Übungsaufgaben 








c) '= 360° - 4 a 


Abbildung L.32 Zu Lösung 9.2 


gegenüber der Reflexion am unverkippten Spiegel vergrö- 
Bert (Abb. L.32a). 

b) Am sphärischen Spiegel tritt keine Änderung der Rich- 
tung des reflektierten Strahls auf, wenn der Spiegel um den 
Krümmungsmittelpunkt verkippt wird (Abb. L.32b). Wird 
er jedoch um den Auftreffpunkt des Strahls verkippt, so 
tritt, genau wie beim ebenen Spiegel, eine Drehung des re- 
flektierten Strahls um 26 auf, bei zweimaliger Reflexion 
eine Ablenkung um 360° — 4a bzw. 360° — 4«’ beim ver- 
kippten Spiegel, wobei @ = «& + ö ist. Außerdem tritt ein 
Strahlversatz auf (Abb. L.32c). 

9.3 Aus der Abbildung sieht man, dass gilt: 





t aaa 
Dee = =D, 
a b b 
G B a:B B 
tanß = - = — => —= — 
u 1; Def Dr 
> ab-af=bf, 
re ab tz! 
aHtb f a b 


9.4 Wie man aus der Abbildung sieht, liegen die virtuellen 
Bilder, die durch Reflexion an M, und M> der von A aus- 





d/3 


Abbildung L.33 Zu Lösung 9.4 


gehenden Strahlen erzeugt werden, bei 








d d 5 
Bı:ı = -- - - =--d, 
Pu: 
B ed d 
ın=-+t>-d=-d, 
nd 
d d 5 11 
Bz : =-+-+-d= —d, 
zn 
13 
Bi: en: 
9,5 Es silt: 
sin « sıny m 
zn — 
sin ß sinß nı 
n2 . I .; 
> siny = —sinß= —sing, 
nı nı 
nı — 1,46, ns 1 35; 
hı =4cm, Mm=2cm. 


a) & = 90°, d.h. an der oberen Grenzschicht tritt Totalre- 
flexion auf. 


1 
> sin mn = — = 0,752 & B„ = 48,76° 


1 
> sin ym = — = 0,6855 > ym = 43,235° . 


Der Radius R des Gefäßes muss dann sein: 


R>xı +% = hı -tany„ + hl» - tan 
— Acm -tan43,23° +2 cm - tan 48,76° 


= HMMcH . 


9.6 





Abbildung L.34 Zu Lösung 9.5 


b) Istr < 6,04cm, so kann man den maximal beobacht- 


baren Winkel ausrechnen aus: 
9.7 


R=xı +%»=h,tany + hytan 
sin ß 


cos B 


sin y 


re] 








cos B z 


hi sin«@ 


"1, /1-1/n?:sino 


h> sin « 


"1 /1-1/n? sin’ «a 


hı -sin« h> - sin«a 


Be Re v1l-sin 
1—nz3/n] sin’ a 


Einfacher ist der Lösungsweg über das Fermat’sche Prin- 
zip. Für die Lichtlaufzeit gilt: 


R_uth at 
2 2 


— min. 
1°C N,.°C° 








Mit = R-.xı folgt 


d(T?) _ 2x1 _ 2(R-xı) _ 














0 
dx] Cent en; 
2 
n 
—_— x = I (R-xı) 
N, 
=> R 2 2 
x = .E———— 
' l+n3/n? 1,83 
X] R 
> tany=— = = 0,41 
‚nm 1831 


> y=23° > siny = 0,38 2 


> sinß= I siny = 0,417 
nz 
> B = 24,6° 
> 0=33,6. 


Kapitel 9 423 


Aus der Linsengleichung 





m 
E,.4 ,4 zu 
ab f v 
Anl 
und dem Abbildungsmaßstab B/A = b/a = 1lO unda + OL 
b= 3m folgt 0) 
z x 
la=3 = 
a m => a Es 
3 30 
b=|3-—-I|Im=—m 
11 11 


a:b 90 


——e HH ————m>l23m; 
a+b 11-11-3 


> f- 
Der eintretende Strahl wird zuerst um den Winkel (@ — 
P) nach unten abgelenkt, an der zweiten Fläche um den 


Winkel —(@—ß) nach oben. Insgesamt also um den Winkel 
o = (a —- B)- (@ - P) = 0. Der Strahlversatz ist: 


ad 
nn 


= —————— (sin@ cosß — cosa sin ß) 


V1- sin? ß 





d-n 
n? - sin « 
sin? & 
- SIN«& 1 — > cosasin« 
n n 
d- sina u) 
= = vVn- - sin” a& — cos«@ 
n? — sin” & 
cos« 
— d-sina [| 1 - — | . 
2 ER 
n- — sin” & 





Abbildung L.35 Zu Lösung 9.7 


Wir betrachten zuerst einen Strahl in der x-y-Ebene, der un- 
ter dem beliebigen Winkel & auf einen Spiegel trifft. Seine 
gesamte Umlenkung Ag ist dann mit 8 = 90° — « 


Ay = 2ß + 2« = 2(90° — a) + 2& = 180° . 


Läuft der Strahl schräg zur x-y-Ebene, so können wir den 
Wellenvektor in eine Komponente k| = {k,,k,; undkı = 
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k, zerlegen. Für kı gilt die obige Überlegung. Für k | haben 
wir einen analogen Fall, da die Spiegel in der y-z-Ebene 
senkrecht aufeinander stehen, sodass auch k, nach zwei- 
maliger Reflexion in —k, übergeht. 

Beim Linsenfernrohr ist üblicherweise der Abstand d der 
beiden Linsen d = fı + Ph, damit paralleles Licht ins Auge 
gelangt. 

Nach dem Strahlensatz gilt: 


9.9 


D/D =fi/R. 
Der Durchmesser muss daher 


2 
D»=D..? = 5. —cm=0(0,Scm 


3A 20 


sein. Die Winkelvergrößerung des Fernrohrs ist: 


ii 


velze 
Rp 


(siehe Abschn. 11.2.3). 


ab | 





-*— fl ee fa > 


L: 


Abbildung L.36 Zu Lösung 9.9 


9.10 a) Für das Dreieck MAP gilt der Sinussatz: 


2 sin ß sin ß 


R sin00+ß+y) sin@-ß) 


Damit ein Schnittpunkt existiert, muss x» < R sein. 


—> sinß <sin(@ —- ß) 


sin« 





< sin(@ — ß) 


h 
> = <Nn: z— 
. n- sin(@ — ß) 
> h<R:n-sin(@ — ß) 
Mithilfe von 
sin(«@ — ß) = sin« cos ß — cosa sin ß 


h 1 sin” « cosa@ siın« 





n? n 
lässt sich dies umformen in: 


h<R-yn?—- (1+cosa)?. 








b) 


Abbildung L.37 Zu Lösung 9.10 


b) Wie man Abb. L.37a entnimmt, ist der totale Ablenk- 
winkel 


ö=a-P+ (360° -2P)+a— B 
— 360° +20 —4ß. 


Gegen die Rückwärtsrichtung ist die Ablenkung 
o = ö — 180° = 180° +20 — 48. 
Da sin@ = h/R und sin $ = 1/n- h/r, folgt: 


ee ze 
an arcsın — — +alcsın I —- - — : 
? R AR 


c) Der Ablenkwinkel hat ein Minimum für do/dh=0. 


do 2R __4/(m-R) 
dh Jı-mR/R Yı-R/(mR) 


=:0 


> Im=R- 2 (4-m) 
(34-m) 


h 
= a 


d) Mitn = 1,33 ergibt sich: 
sm, =0,86I8 u, 


SIN A 


sin Bm = — 0.6484 > PB, = 40,4° 


> 9 = 180° +2 -4ßB = 137,6° . 
Bei zweimaliger Reflexion ist die Gesamtablenkung nach 
Abb. L.37b 
ö = 360° +20 —-6ß, 
d.h. die Ablenkung go gegen die Rückwärtsrichtung ist 
o = 180° + 2@ — 6ß 


ı h 
— 180° + 2arcsin(h/R) — 6arcsin (; i .) 
n 


Differenzieren und Nullsetzen der Ableitung liefert, analog 
zum Fall a), die Relation: 


m=R: [2 0- m) 


Im 
= R = 0,951 _— Om = 128° . 


9.11 a) Nach (9.25a) gilt 











Il RR 
= 
n—| R> —= Rı 
n(600nm) = 1,485 
1.200 
a > meiden. 
u VrT ET en 


1 
Fblau = 050 -20cm = 40cm. 


Man muss eine Zerstreuungslinse mit Brennweite f wäh- 
len. 

b) Für die Korrektur muss nach (9.34d) das Verhältnis der 
Brennweiten f(n;)/fı(ng) mit 


l 
N, = 5 (n, + np) = 1,492 


gleich sein dem Wert: 
Rh __ Mg = nn = nr) 
fi (n2g — (ri — Hr) 
5 0,492 - (n2» — N2r) 
(ne - 1) - (1,5 — 1,485) 
32,8 - (Nap — N2r) 
Mn tnm)—1 
Wählt man n», = 1,6, na, = 1,55, folgt 


R ne 


1 
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Die Brennweite der Zerstreuungslinse im Achromaten 





muss dann sein: m 
gu 
fh = 2,85 fi = -—2,85 - 40,62 cm Oo 
— —115,85cm. = 
oB 
9.12 Da der Abstand D der Linsen kleiner als fı, f ist, gilt für E 
die Brennweite des Gesamtsystems nach (9.32c): 
1 1 1 D 
ME REN EEE 
Ih Rr AR 
(N rn 1 5 39: | 
\10 50 500)/cm 500 cm 
— f=-231c. 


9.13 Wir benutzen die Abbildungsgleichung (9.9) 


ı 1 2 
g b R 
Für die Abbildung durch S$; ist 
gı =SıA=x=6cm, Rı =24cm 


gıRı 2.6.24 
er BD-D4 





>b = cm = 24cm. 

Die Abbildung ist divergent, weil A zwischen Spiegel und 
Brennpunkt F\ liegt. Es entsteht ein virtuelles Bild 3* links 
von 5; im Abstand x = —24cm von S$ı. 

Für die Abbildung durch 55 gilt: 


9=-(d-x) =-S4cm, 


R» = -40cm 
Ei 54.40 cm 31 
Nee” ar m 
?= 72.54 +40 s 


—> x(b) = (60 -31)cm = 29cm. 
B, kann wieder von S; abgebildet werden in 33. Es gilt: 


R 
Be 83h 


= 7 —. mi 29cm 
283 —Rı 


> b;=20cm. 


Dies ist identisch mit dem Mittelpunkt M> des rechten 
Spiegels $>, so dass B3 wieder durch S> in sich abgebildet 
wird, durch 5; dann wieder in B> usw., sodass es insgesamt 
zwei reelle und ein virtuelles Bild gibt. 





R;=24cm 


R> =40cm 


Abbildung L.38 Zu Lösung 9.13 
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9.14 Die Matrix des Systems hat die Form 
M = Br-T76:Be-Tes-Bs-Tsa- Ba Ta 
Ba -T32 Ba: Ta Bi. 


j 116-1 j Lee 
B, zu 1,628 B; un —27,57 
0 1 0 l 
USW. 


Die Translationsmatrizen sind: 


e> 1 0\ — 1 0 
T5,ı = 0,357 11° T3 = 0,189 | 
1 


1,6116 
usw. Bildet man die Produktmatrix, was man zweckmä- 
Bigerweise mit einem Rechnerprogramm durchführt, so 


ergibt sich: 
n 0,848 —0,1 
4 -["% ‚198 | 
he 0,867 


In der Näherung dünner Linsen wäre nach (9.45a) Mia = 
—1/f, woraus dann f = 5,06 cm folgt. 

9.15 Brennweite eines Systems aus zwei dünnen Linsen. 
Abbildungsgleichung einer dünnen Linse: 








AN 
je?) 
= 
u 
Da 
_ 
wy 








I, 11 
ab 


Die Bildweite für die erste Linse ist deshalb 
aı fi 
a =, 1 


Das Zwischenbild für den Gegenstand G im Unendlichen 
liegt bei F,ı. Die Gegenstandsweite für die zweite Linse 
im Abstand D von der ersten Linse ist dann 





1 — 


ah = D- bi ü 
Für den allgemeinen Fall mit a; = endlich erhalten wir 


_ Daı - Dfi - ayfı 


az 
a 
und die Bildweite ist gemäß der Linsengleichung 
5-9 
2 =. 
=) 


Einsetzen von a> und b; ergibt 
Daı —- Dfi - aıfı 
Daı - Di -afı- ap +tfih 


Für aı > x geht — f. 
Dann erhalten wir 


hp: 10.2 


Er Se VE 
D-i RB: Defhi-D 


DR-fıih 
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10.1 Wir gehen aus von (10.5) 


As+ a -M+y+z 
= /a+M+yP+2%- 


Quadrieren und Kürzen liefert: 


Ad— As = 2As/c-M+y2+Z%. 


Erneutes Quadrieren und Umordnen ergibt: 


x (16d° —4As°) =4A5° (d+y +5 -As‘) 


2 2 
X En 
nee 


mit 
„ @®+2-A9 
a = — | 
(2d/As)?—1 


P=d+zn-Ar. 
Der Scheitelabstand der Hyperbeln ist 
Ar: =24, 
Für zo > d ergibt sich: 


x-+d)? 2 
er. 


2 


Az 5 
20 20 


x—d)? z 
EN een 
zo zo 





Dxd Dxd 
> Asw og (F)- ma. 
zo zo 


Für x = a ist 
m-A zo 
aA Ze P 


2d 


und wir erhalten für den Scheitelabstand: 


Rele e 
d 


Der optische Wegunterschied zwischen den Teilstrecken 
in den beiden Armen des Michelson-Interferometers ist: 








As = Ası -— As 
mit 1 A 
1 x 
Ay ; 
cos« cos« 
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Abbildung L.39 Zu Lösung 10.2 


10.3 


wobei 


Ax=dı-(ı +»); 


yı =dıtana, »p=dı -(yı ty)tana 


tana (1 —tane) 





> »p=dı: 
> s l+tana 
l1-t 
Eu 
l+tano 
2d 1 2d 
Sig el. 
cosa 1 +tana cosa +sına 
Entsprechend gilt: 
2d l 2d 
Au ce 


cos@ l1-+tan« cos@ + sıina 


Man beachte, dass der Strahlteiler um 45° geneigt ist, 
sodass Ax = Ay ist für dı = ds. Der Wegunterschied 
zwischen den beiden Teilstrecken, die unter dem Winkel 
a gegen die Symmetrieachse geneigt sind, ist dann 


dı - da 


As — TE . 
cos@ + sına 


Für As = m-A erhält man also in der Beobachtungsebene 
helle Ringe, die bei Anderung von dı — d; ihren Radius R 
ändern, weil für einen festen Wert der ganzen Zahl m 


dı - dh 
m-ı/2 





cos@ +sina = 


gilt. 

Das am verkippten Spiegel M, reflektierte Strahlbündel 
ist um den Winkel 25 gegen die Symmetrieachse geneigt 
und trifft auch unter dem Neigungswinkel 26 gegen die 
Normale auf die Beobachtungsebene 3, ist aber nach wie 
vor eine ebene Welle. 


10.4 





Abbildung L.40 Zu Lösung 10.3 


Die Phasendifferenz zwischen der senkrecht auftreffen- 
den Welle und der schräg auftreffenden Welle ist 


(a) =2n- — sin26 


Der Streifenabstand Ax tritt für Ab = 2 auf, also ist 


y. 
sin26 





Wie groß ist für senkrecht einfallendes Licht das Reflexi- 
onsvermögen einer dielektrischen Beschichtung 

a) nnd —aN / 4, 

c) bzw. einer so genannten (H,L)-Wechselschicht, be- 
stehend aus zwei A /4-Beschichtungen 

auf einem Substrat der Brechzahl n, [no = 1 (Luft), ny = 
1,8, = 123,2,= 15]? 

Man diskutiere die unterschiedliche optische Wirkung 
von A/2- und A/4-Beschichtungen. Wie muss ny geän- 
dert werden, um ım Fall a) die Reflexion vollständig zu 
unterdrücken? 

Lösung von Dr. E. Welsch, Jena: 

a) Analytische Lösung für den Fall einer A/4-Belegung 
(zwei Grenzflächen AH, HS; senkrechter Einfall, keine 
Polarisationsabhängiskeit): 


Ansatz: 
Ey = Ane? + A,e = in (1) 
Ei= Ayelnz + Ayeiknz, — nu in (2) 
Es = A,elks2, ks = ns in (3) 


m 
z— 
© 
= 
Q 
& 
= 
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AH HS 


AN 
je?) 
= 
u 
Da 
_ 
wy 





Abbildung L.41 Zu Lösung 10.4 


Für An = 1 werden alle übrigen Koeffizienten auf die 
einfallende Intensität bezogen, insbesondere ist das Re- 
flexionsvermögen R gleich A?. Zur Bestimmung der vier 
unbekannten Amplituden ist es ausreichend, die Gleich- 
heit der Felder sowie die Stetigkeit der Ableitungen (kein 
Knick!) an den beiden Grenzflächen zu fordern: 
Grenzbedingung bei z = 0: 
Eor&=0) = Eu@=0) 


>1+A, =Aı +A2, (1) 
d d 
—Eo(lz =0) = —E,(z=0 
T 0(Z ) Te (z ) 
>1-A, = nu(Aı —-A2) , (2) 
Grenzbedingung bei z = A /Any: 
Eu(z = A/Any) = Eı(z = A/Any) 
SA ee A, asim) (3) 
d d 
— En(z = A/4ny) = —Eılz = A/Any) 
dz dz 


> nyu(Aı +A2) = insel MesiwWA,. 


Die Gleichungen (1)-(4) führen mit der Abkürzung 


n 


jez 
= e n 


(02) 


| 


auf ein Gleichungssystem 


A, +Aı +5 +0=]1 
A, + nyAı -nyAp +0 =1 

0 +Aı - Ar +10A,;, = 0 5) 
O0 + npAı + nyAr + insöA, = 0 


mit der Koeffizientendeterminante 


—l 1 | 0 
l nıu 
0 l —| 
O0 na Nu Ns 


=) 


ID| = iö (6) 


oO 


Damit ergibt sich speziell für 








IDR| ns nz, 
= —- = i (7) 
n n= = 
2 su 
R=A=( 1) j (8) 
ns + NY 


Zahlenwerte: ns = 1,5, ny = 1,8 > A? = (0,13. Dis- 
kussion: Wegen ny > ns beträgt der Phasenunterschied 
zwischen den bei z = O0 und z = A /4ny reflektierten An- 
teilen x (Reflexion bei z = 0) +n(Aı > A) = ?2n, 
enthält also auch konstruktiv interferierende Anteile. Für 
nu < ns käme noch rn bei z = A /4ny hinzu — die de- 
struktive Interferenz überwiegt. A? = 0 für nt, — nons = 0 
entsprechend (8) mitng = „1.5 x 1,22 statt 1,8. 

c) Skizzieren der analytischen Lösung für den Fall einer 
(HL)-Wechselschicht (drei Grenzflächen AH, HL, LS): 
Ansatz: 


Eo — Age! + A,e "02 R 

Ey Se Aye2 I AseARz 

EL = Azeı2 + Aye Hz ’ (9) 

Es = A,e*s2 } 
Die gleichen Grenzbedingungen wie in a) bei den drei 
Grenzflächen z = 0, (A /4)nyn, A/4 (1/nu + 1/ns) führen 
auf ein lineares 6 x 6-Gleichungssystem, dessen Lösung 


analog (1) erfolgt. Für die reflektierte Amplitude erhält 
man über Zwischenschritte 


A, = — n (10) 
ns + () 
Die Reflexion beträgt 
a\ 2 
ns (3) 
AR = | ——— (11) 


2 
+ (m) 


Zahlenwert: A: x 0,23. 





0 (A/A)n, 


\/A(1/ny+1/n,) 


Abbildung L.42 Zu Lösung 10.4 


Az 1,00 


0,75 


0,50 


0,25 





Abbildung L.43 Zu Lösung 10.4 


10.5 


Da ein Phasensprung nur bei AH und LS erfolgt, nicht 
aber bei HL, bewirken die A/4-Komponenten (Ay = 
sr/2) eine konstruktive Interferenz. Setzt man mehrere 
solcher HL-Schichtpaare hintereinander, wird dieser Ef- 
fekt beträchtlich verstärkt: Aus (11) „erahnt‘“ man (k: 
Anzahl der (HL)-Paare) 


Bv. 

ns (3) 

2 "H 

A, — fr NE 

+ (m) 
b) Gleichung (10) geht in Gleichung (8) über für n, = ns 
(Verschwinden der dritten (LS)-Grenzfläche = nur eine 
H = AX/4-Beschichtung. Aus Gleichung (10) folgt für 


n], = ny > Verschwinden der zweiten (HL)-Grenzfläche 
» 2H = A /2ny-Beschichtung 


ns-1l , (>) 
A, = - ; A = 

ns + l ö ns + l 
Zahlenwert: A? = 0,04. Eine 2H-Belegung (A /2) erzeugt 
immanent eine 2rr-Phasenverschiebung, an der ersten 
Grenzfläche (AH) interferiert das unmittelbar reflektierte 
mit dem aus der Schicht stammenden immer destruktiv. 
Diese erste Grenzfläche (und damit die A /2-Schicht) ist 
somit optisch passiv, entscheidend für die Reflexion ist 
wie ım unbeschichteten Fall die Brechzahl des Substrates 
ns verantwortlich. 
Bei senkrechtem Einfall ıst der Wegunterschied zwischen 
zwei Randstrahlen bei einem Beugungswinkel 9 


As=b-sin®. 


2 


(12) 








(13) 


Bei schrägem Einfall (wo) ist er 
As = b- (sin - sin) = Aa — A, . 


Man muss dafür in (10.45) statt sin@ den Ausdruck 
(sin — sinaü) einsetzen. Das zentrale Beugungsmaxi- 


mum erscheint bei 69 = ao, das +1. Beugungsmaximum 
bei 


b 
„sind — sin) = +1 


A. 
> sindia = +, + sinao . 


10.6 
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Abbildung L.44 Zu Lösung 10.5 


Die Winkelbreite der zentralen Beugungsanordnung ist 
jetzt: 


Me 


N 
— arcsin (sin Xo-+ ,) 


( ;) 
— arcsin | sin ag — ae 


Beispiel: « = 30°, A/b = 0,2 
— AO = 44,4° — 17,6° x 26,8° , 
während für &o = 0° gilt: 
AB:=25.6 ; 
a) Aus der Gittergleichung (10.50) 
d- (sina +sinß) =m-\ 


folgt fürm = 1 und«a = 30° 


A 
sin ß = = - sina = 0,48 — 0,5 = -0,02 
5 Bu, 


Bezogen auf den Einfallswinkel, liegt der Beugungswin- 
kel auf der anderen Seite der Gitternormalen. Der Winkel 
des geneigten Strahls gegen den einfallenden Strahl ist 


Aou=a-ß=31,3.. 


Wegen 
Be 
sınp”=2 a sina = 0,96 — 0,5 = 0,46 


gibt es auch eine zweite Ordnung. 
b) Der Blazewinkel ist 


a+ß _ 30-1,3 
2 


= — 14,35” . 





c) Der Winkelunterschied Aß berechnet sich aus 


Aı — A) u lien 
d 10m 





sin ßı - sin) = 


430 
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10.7 


10.8 
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zu Aß = 10° rad. Für ßı = -1,3° folgt fa = -1,241°. 
d) Der laterale Abstand der beiden Spaltbildmitten b(} ı) 
und b(} >) ist 


Ab=f:AP = lmm: 


Bei einem 10 x 10mm Gitter ist die beugungsbedingte 
Fußpunktsbreite des Spaltbildes: 


A 
Ab=2:-: 
77 


4.8-10"m 
102m 


x O0,lmm. 


—2. -Im = 9,6: 10°” m 


Die Spaltbreite des Eintrittsspaltes darf daher höchstens 
0,9 mm sein. 

Nach (10.9) ist die Phasendifferenz zwischen an den bei- 
den Grenzschichten Luft-Öl und Öl-Wasser reflektierten 
Teilwellen wegen des Phasensprunges 


2 
Ap= Has. 
Ao 


Für konstruktive Interferenz muss Ag = 2m - zz sein 


2m+]1 





=>. Ne Ao.- 


Da As = 2d- vn? — sin? « (10.8) beträgt, folgt mit Ay = 
500 nm (grün) 


As  (m+1/2)Ao 
— sin” m —-snma. 


Für m = 0, d.h. für x = 45°, ıst 


de 


n? 


2, 98 10°’m 
1,6° — 0,5 
—= 0,174um. 


d — 1,74:10°’m 


Der Abstand zwischen den Platten ist bei einem Keilwin- 
kel e 
d(x) =x-tane. 


Bei genügend kleinem e kann man den Neigungswinkel 
2eg der an der unteren Fläche reflektierten Strahlen ver- 
nachlässigen. Die Dicke der Glasplatten soll groß sein 


Abbildung L.45 Zu Lösung 10.8 


10.9 


gegen die Dicke des Luftkeils und vor allem gegen die 
Kohärenzlänge des Lichts, sodass man Interferenzen, die 
durch die planparallelen Oberflächen entstehen, vernach- 
lässigen kann. Man erhält konstruktive Interferenz, wenn 


IT 
Ao = — As-n =2m-n 
Ao 


ist (Phasensprung!). Mit As = 2d(x) = 2x - tan e folgt 


1 
2x -tane = (m+5) X. 


Der Abstand der Streifen sei Ax. Für Am = ] ist 


2Axtne=A 

A 989: 10’ 
2Ax 2:45:10 
> 2002, 


> tane = — 3,5:10* 


Sei An die Amplitude des aus dem engeren Spalt kom- 
menden Lichtes, seine Intensität /y = c-&9A>, dann ist die 
Intensität aus dem doppelt so großen Spalt 2/9, die Am- 
plitude also 4 2Ao. Die Gesamtintensität in einem Punkt 
P ıst dann: 


. 2 
I=c-& A, EA die ; 


wobei 5 
TC 
Au=-— 

rer 


die Phasendifferenz der beiden Teilwellen in ?P und d der 
Abstand der beiden Spalte ist. Es ergibt sıch: 


Dt 
-As = — d: sind 
s n sin 


Den (i + Aear)(14 v2] 


= I): (3+2- V2cos Ap) 


— nz = 395% 


ine ll 75: 
| 2b | b | 
—\ Hit — 
ASN 7 





Abbildung L.46 Zu Lösung 10.9 


10.10 Die erste Nullstelle der Funktion sin” x/x? liegt beix = 
7, die zweite Nullstelle bei x = 2. Das erste Maximum 
finden wir durch Nullsetzen der ersten Ableitung 


d {sin x Br xcosx  sinx 
dx x2 u x2 x2 


—> x-:-cosx=sınx > x=tanx 


> x = 4,4934 = 1,437 . 





Die relative Abweichung von der Mitte 1,577 ist daher 


1,5 — 1,43 
A= — =*4067%. 
1,5 
10.11 Die Winkelbreite zwischen den beiden Fußpunkten +9, 
des zentralen Beugungsmaximums ist nach (10.46) und 
sind; = +1,2-X/D wegen 0 < 1: 


AO =2,4:-A/D. 


a) Die mittlere Entfernung zum Mond ist r = 3,8 10° m. 
Somit ıst der Durchmesser des zentralen Beugungsmaxi- 
mums auf dem Mond 


6-10’ 





d=r:A09 =3,8-10°-.2,4- m 
=547:10- Mm. 
b) Auf den Retroreflektor der Fläche A fällt der Bruchteil 


A 0,25 


&g = = ——— : 10% & 10° 
: 1 -2,72 


t (d/2)? 


der ausgesandten Strahlung. Die vom Reflektor reflektier- 
te Strahlung hat den Beugungswinkel 


Ad = 9,10 °, 


05m 


Das reflektierte Licht bedeckt auf der Erdoberfläche etwa 
ein Quadrat der Fläche 


Ay = (r- 12:10 °)? = 8,8-1,2- 10°)? . 
Das Teleskop empfängt davon den Bruchteil 


rn (D/2)° 


— 38:.10°. 
A, 


on nm 


Insgesamt erhält daher das Teleskop die reflektierte Leis- 
tung 


P. = € -&°-Po = 3,8- 10 PB; 
— 38-10 "W. 


c) Ohne Retroreflektor würden 30% der gesamten auf 
dem Mond auftreffenden Leistung in den Raumwinkel 


Kapitel 10 


$2 = 2nr zurückgestreut. Davon würde das Teleskop den 


Bruchteil 
n(D/2” D 1 
Ba m u, m oe m — 
, an-r 872 8.3,82. 1016 
— 8,6. 10"? 


empfangen können. Der Retroreflektor bringt also eine 
Steigerung der empfangenen Leistung um den Faktor 


- 3,8. 10-1? 
03-85 0,3-8,6- 10-19 





— 15-10’! 


10.12 a) Der Brechungsindex n; der Antireflexschicht kann ent- 
weder größer oder kleiner als der Brechungsindex n> des 
Substrats sein. Ist er größer, so erfährt die Welle an der 
ersten Grenzfläche einen Phasensprung, an der zweiten 
jedoch nicht. Damit die Strahlen, die von der zweiten 
Grenzfläche zurückkommen, mit der oben reflektierten 
Welle destruktiv interferieren, muss die Schichtdicke d = 
Ao/(2nı) (oder ein Vielfaches) betragen. (Man mache 
sıch klar, dass für diese Wellen kein Phasensprung auf- 
tritt.) 

Ist nı (Antireflexschicht) kleiner als nz (Substrat), so 
erfahren die am Substrat reflektierten Wellen einen Pha- 
sensprung von 7. Die Schichtdicke muss für destruktive 
Interferenz 
2m+]1 Ao 
de a 
4 nı 





betragen. Die Summation der Amplituden ergibt: 


A= YRıAo — (1 -Rı) YR>Ao + (1 Rı) 


-RayRıAo - (1 - Rı) Ry’RıAo aus 
AA er (1 + /RıRS 


+RıR2 + (RıRo)? + ) 
l 
= A Rı -(1-R R) : — ———— 
o| vr RD) VRR | 
Be NRı - NR 
I DAR, 
Dies wird minimal für YRı = Ro oder 


nn = Mut MN 


nı + Ayuft n2 + nı 


2 
> N, = Nyufia . 
Nach unseren oben angestellten Überlegungen muss also 


d=X'/4 sein (zzgl. Vielfache von X’/2). 
b) Man muss die Gleichung 


VRıAo — (I-Rı) VR>Ao — (I-Rı) YRıAo = 0 
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An Ay As 


NLuft 


N, 


Na 


Abbildung L.47 Zu Lösung 10.12b 


(YRı, NR» siehe oben) nach n; auflösen. Diese Glei- 
chung dritten Grades lässt man am bequemsten vom 
Computer lösen. Man erhält für nyun = 1, na = 1,5: 


ml 242753198.. 


ein Wert, der vom tatsächlichen nur um 0,001 % ab- 
weicht. 

10.13 Ergänzt man das Sechseck in Abb. 10.71b durch ein auf- 
gesetztes Dreieck mit Winkel y = 60°, so hat man die 
Situation im Abschn. 9.4. Dort wird gezeigt, dass gilt 


8 = (aı - Pı)+ (a2 - PR) 
und für d,.4,: 


Ppı=Ph=P 
y=2B > Ömin = 20 — y 


0 = m m4, 


Aus sina/snß=n= 





sin >) = n-sinß = n-sin(y/2) 
s On Or 
> %3:sin[| —#)] + cos = nel] 
2 2 
N 





Abbildung L.48 Zu Lösung 10.13 


w* 


10.14 0, = a — ———— 
(w; _ w?)? E w?y? 


do 
ee 


Aw” | (05 - @)” e @”y?] 
Frl FIR Eins I ca ME BEE TER ZU | 


N? 


w* | — 4 (©, — @*) + 2y°o]| 
a 0  Zz 


= (0 -0°)’ +0°y’+0° (M-0)) 


l 2.» 
- -<yo" =0 
DRG 
2 
102) 102) 
> Om > 0 x 


/o-y?/2  1-y?/2o0% 
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11.1 Die Abbildungsgleichung lautet 


-— 


SA 
> 
Io 


Da hier a > b ist, folgt f x b = 2m. Der Durchmesser 
des Sonnenbildes ist: 


b 2 
dzeiD a 
a 1,5:10" 


— 2:10 m=2cm. 


15» 10° m 


Mit bloßem Auge erscheint die Sonne unter dem Winkel 


 D_ 15-10 
777 Em 


= 10 ?rad x 0,5°. 
Wird das von der Linse entworfene Sonnenbild in der 
deutlichen Sehweite so = 25cm betrachtet, so ist der 
Sehwinkel: 

2 5 

e=— =8-10 "rad. 

25 
Die Winkelvergrößerung ıst also Sfach. Die Lateralver- 
srößerung der Linse (besser sollte man ‚Verkleinerung“ 


sagen) ist: 


b 2 


u = -11 
4 15.0 =-1,3:10" . 


vV= 


11.2 Nach (11.4) gilt für die Sehwinkelvergrößerung: 


sol ,f8\_3(,,05 
Busse een] 


= 16,7, 


= 


11.3 


11.4 


Aus 


u En 
Im 
Sr 


folgt 
Br 


b=-——-- = — 
= 0,5 


cm=-6cm. 





Aus Abb. 11.8 entnimmt man, dass das virtuelle Bild ei- 
nes Buchstaben G wegen B/G = -b/g 


b 6 
B= -G- - =0,5—- mm =2mm 
g 1,5 


groß ist. Die Lateralvergrößerung ist daher 4fach. 

Im Unterschied zur Herleitung von (9.26) muss man bei 
der Herleitung von (11.2) die verschiedenen Brechungs- 
indizes nı, n, und n» berücksichtigen. Die Gleichung 
(9.23a) wird dann zu 








n NL nl—nı 
gı bi u Rı 
und (9.23b) wird zu 
_A_ |, m_ mom 
bı-d bb Rs 


Nach einer zu (9.24a) analogen Addition und der Nähe- 
rung (9.24b) für dünne Linsen erhält man: 


nı na 


u ea (x) 
4 b Rı R> 





Für g = & wird b = f, und es gilt: 
na u A, Mi 
22 Rı 


Ebenso gilt: 


n„— nz 
Rp 


—I,e 








nı 

——=|X. 

fi 
Diese beiden Gleichungen formt man um zu 


nı =f -X bzw. na = h "X. 


Setzt man dies in (x) ein und kürzt mit X, so erhält man 


(11.2): 
hı. AR 
, 


=, 
Nach (11.8b) gilt: 


A 
Er, Ta 1,5” = 7,2: 10 ® rad 


1,22 
=> DD > 
E 





— 0,084m = 8,4cm. 


Der Durchmesser der Augenpupille ist nachts etwa 5 mm. 
Das Auge hat seine größte Empfindlichkeit bei A = 
500. nm. 


L.22=4 





—> Snin > — 1,22: 10 "rad = 25” . 


11.5 


11.6 


11.7 


11.3 
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Der Durchmesser des Jupiter ist 71398 km. Der Radius 
seiner Umlaufbahn ist r = 5,2 AE. Bei der größten An- 
näherung an die Erde hat er dann den Abstand 


Ar = (5,2- DAE=42AE = 6,3-10!!m. 


Dem bloßen Auge erscheint er dann unter dem Winkel 
(zwischen seinen Rändern) 


7,14 10° 


= 01» 1,13- 10° rad = 23” . 


En 


Dieser Sehwinkel ist groß gegen die durch die Luftunruhe 
bewirkte Schwankung Ag x 1”, sodass das Bild des Ju- 
piters durch die Luftunruhe nicht wesentlich „wackelt“, 
d.h. es „funkelt‘ nicht. Gleiches gilt für Mars und Venus. 
Der Winkel, unter dem der Durchmesser des Tennisballs 
vom Satelliten aus erscheint, ist 


0-1! 


ic rad = 2,5: 10°’ rad = 0,05” . 





a9) 
nn 


ET 


SI 


Das Teleskop müsste einen Linsen- bzw. Spiegeldurch- 
messer von 
1,29s%. 1.22:4-10° 
— = — 2m 
€ 25.10 





D 


haben. Wegen der Luftunruhe ist (ohne besondere Maß- 
nahmen) der Sehwinkel auf etwa 1” begrenzt. Dies würde 
die kleinste auflösbare Dimension auf der Erde auf 2m 
begrenzen. Mit speziellen Techniken der Bildverarbei- 
tung kann man diese Grenze noch etwa um einen Faktor 4 
verbessern, sodass man bis auf 50cm Auflösung bei ei- 
nem Teleskopdurchmesser von etwa Il m kommt. 


A 1 
— SE 10 *rad 
10* 
1.22% 1,22 - 0,01 
D = ni 
10? 





On 


— 1,22: 10°m = 122m! 


Dies wird nicht mit einer einzelnen Antenne realisiert, 
sondern mit einem System von synchronisierten Anten- 
nen im Abstand von einigen 100 m. 

Die Vergrößerung des Mikroskops muss 50fach sein. 


E _D _2:1090 _, 105 
er 0.25 ' 





Das Objektiv bringt die Winkelvergrößerung 


— V| — ]0 — Eeı = 8-10 . 
E0 


Aus &ı = Dy/g folgt 


2-10 2 
— Te m= 2 ch; 





zer 8: 
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m Wir wählen als Brennweite fi = 2cm 
je?) 
2,9.©2 
° a b= ar — cm = 10cm. 
+ ui 0,5 
2 
Er Die Gesamtvergrößerung des Mikroskops ist: 
WW 
b- So 
VM = —— 
ef 
b- so 10-25 
ob — cm = 2:cHl.. 
R g-Vu 25-50 


11.9 Wir gehen aus von der Gittergleichung 
d-(sina+sinß)=m-A. 


Für m = Il hatman 


Aı An 
sin ßı - sin = 77 


Der Abstand der beiden Spaltbilder ist 


lı 4 
An =fh|—-- 
XB R (= :) 


3 _ 
= 20-5 (501 — 500) - 10" m 
— 3.10” m= lImm. 


Die Fußpunktbreite des nullten Beugungsmaximums ist 


21 21 
Au = — Arne, 
a D => keep D 


Mit D = 10cm folgt 


2510 3 
“= 


= 3.10” m=30um. 
0,1 


Bei einer Breite b des Eintrittsspalts wird die gesamte 
Breite des Spaltbildes 


Axıoıt =b+30um < 1Imm. 


Somit darf b bis zu 0,97 mm breit sein, damit die beiden 
Linien noch vollständig getrennt werden. 
11.10 Der freie Spektralbereich des FPI ist nach (10.28) 


C 


dv = —. 
2nd 


Mitn = 1 (Luftspalt-FPI) und d = I cm erhält man 


öv = 1,5: 10/57! = 15GHz. 


Im Wellenlängenmaß gilt wegen A = c/v > d\ = 
—c/v? dv 
A A? 
6A = -—— öV = - — 
E 2nd 


Für A = 500 nm ist 


25:10 


Zr — 125 u 10°"? m — 12:5 pm. 


oA = 


Die Finesse ist 


77 : /0,98 
0,02 


=». 





Wenn die FPI-Platten ideal eben und justiert sind, ıst das 
spektrale Auflösungsvermögen 





A - || m = 2d 
AA Av 2 A 
210° ’ 
=.19 = 62-10; 
510° 


d.h. zwei Wellenlängen mit einem Abstand 


A 5.10” 
= m mM 
6,2.10° 6,2. 109 
—= 8. 10*m = 0,08pm 
können noch getrennt werden! Im Frequenzmaß ist 


u v u 6-10 
6,2: 106 





Av = ————S$ 
6,2 - 106 


x 10° s"! = 100MHz . 


Anmerkung: Dies ist 


15 GHz 
155 


b) Der freie Spektralbereich des FPI war 


Av = öv/F* = 





6) = 12,5pm. 


Der Abstand zweier Linien mit dieser Wellenlängendiffe- 
renz ist im Spektrographen: 


dn 
ui 


b 10? 


7 S> nlar.5A 3.10-125.1072® 


— 16m. 
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12.1 a) Die Entfernung b zwischen Linse und Fokalebene er- 
hält man aus 


af 100.10 
== 





—-—- ob mm= 11,1mm. 


|! 
b 


SI 


u 
f 





Abbildung L.49 Zu Lösung 12.1 


Der Fokusdurchmesser d; ist nach der geometrischen Op- 
tik: 


b 11,1 
b=-:dh= 
a 100 





-0, 01mm = 1,lum. 


Bei Berücksichtigung der Beugung ist der Fußpunkt- 
durchmesser der zentralen Beugungsscheibe bei einem 
Linsendurchmesser D und parallelem auf die Linse fal- 
lenden Licht: 


da = 2,4(A/D) -f = 2,4: (600 - 10°°/5)-1Omm 
— 2,88: 10° mm = 2,88 um. 


Bei einer punktförmigen Blende wäre das Beugungsbild 
also bereits größer als das geometrische Bild bei einem 
Blendendurchmesser von 10 um. 

Das wahre Bild in der Fokalebene ist die Faltung des 
geometrischen Bildes mit der Beugunssverteilung. 


b) Nach der geometrischen Optik liegt Az bei einer Ent- 
fernung von der Fokalebene, bei der sich der Durchmes- 
ser des konvergenten Strahlenbündels um 2 vergrößert 
hat. Nach dem Strahlensatz gilt gemäß Abb. L.49 


D/2-d (V2-1)d 
b u Az 


b-d(v2-1 0,414b-d 
DD=E D/2 
0,414-11,1-1,1- 10 


SER 7 a 


Die genaue Rechung unter Verwendung von Gaußprofilen 
für das Lichtbündel ergibt: 


Az=n:d/A=n:1,1°-10°/6-10"mm=2ym, 


also dasselbe Ergebnis. 

Man sieht daraus, dass die Schärfentiefe der kon- 
fokalen Mikroskopie und damit das vertikale Auf- 
lösungsvermögen etwa bei 1 um liegt. 


12.2 


Normale 
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a) Der Winkeldurchmesser 2AD des zentralen Beugungs- 


maximums innerhalb der beiden ersten Minima ist bei 
einem Spiegeldurchmesser D: 


DAB =2:124/D= 24:5-1077/5 


m 
_— 
© 
>= 
Q 
ee) 
= 


— 24:10 "rad & 0,051”. 





Der lineare Durchmesser ist bei einer Brennweite f: 


d=f-2A% = 2,4-10":-10m = 2,4: 10° m 


= 24m. 


b) Wir betrachten Strahlen, die vom Brennpunkt F ausge- 
hen, bei P(x, y) auf den Spiegel treffen und dort reflektiert 
werden. Beim idealen Parabolspiegel würden alle reflek- 
tierten Strahlen horizontal sein. Beim verbogenen Spiegel 
hängt der Winkel (@ — ß) gegen die Horizontale vom Auf- 
treffpunkt P(x,y) ab. Es gilt: 


dy fee 


et 





n vx/fe. 


y=4M&x> — = 
dy 


Die Steigung der Normalen im Punkt ? ist: 


y 
—t = ——, 
x/fe and Dfe 


dx 
—tana = — = 
dy 


Es gilt: 








Abbildung L.50 Zu Lösung 12.2 
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= Die Steigung des reflektierten Strahles ist —tan (@ — ß). 
R Es gilt: 
=. tana — tan ß 
> t oo SEE A ERSSHENSIESEERS. SEE 
(D 0) l+tana-tanß ' 
— 
W y=-a+pß)>P=-(a+y), 
t t 
a ana + tany 
1 —tan«a -tany 
ie 2tana +tany(l1-tan’«) 


1—-2tana-tany-tana 
Einsetzen von tan «, tan y liefert: 


FYe-1) 


DE eur se zu: 


Für e = 1 wird (@—-ß) = 0,d.h. der reflektierte Strahl ist 
immer horizontal. Für & > 1 wird die maximale Abwei- 
chung für y = D/2 erreicht, d.h. am Spiegelrand. Dort 





wird 
5 y 5 D? 
"Te IE 
Einsetzen ergibt: 
(f/D)(e- 1) 


tan(@ — P)max = 





PFFETT Were De DE 
(F/DPe + 7 + pr: 
Füre = 1,0lundf =4D=> 

0,04 


16,16 + 9 + 5 


tan(@ — P)max = > 0,0025 


Für & = 1,001 (0,1% Abweichung von Idealparabel) 


0,004 
16,02 


> (ea 





— tan(@ — B)max I — 2,5:.10* 


Eine solche Abweichung würde also die Winkelauflösung 
um einen Faktor 50 schlechter machen als das „seeing“. 


12.3 Nach Abschn. 9.7 wird die Differenz 


o=Lw- 6; * alng — 1) -tan{ 


zwischen wahrer und scheinbarer Zenitdistanz © durch 
den experimentellen Wert 


o x 58,2” -tanl 


gegeben. Dann ist die durch die relative Schwankung 
ön/n bewirkte Verschmierung öe: 


ö ) 
eo ı -a- (no — 1)tand = 2 58,2” tan 
n n 


= 3.10*.58,2”tan& = 3,0". 


12.4 


12.5 


a) Das zentrale Beugungsmaxium bei einer Furchenbreite 
b = 2 um liest im Winkelbereich: 


N 1 
—, Ssina<+, > |sinal< „= 0,25 
— |a| < 14,48° . 


Die Interferenzmaxima liegen nach Gl. (12.33) bei 


2b 24 
sina = Zr- Negan)e ’ 


Mösgliche Winkel a; mit |a;| < 14,48° sind dann: 

)) m -mı =0: > sing = 0,2 => & = 11,5° 

2) m -mı = 1: = sinaı = -0,05 > aı = —2,87°. 
Für m -— m; = —2: > sn = -03 > = -17,4. 
Dies liegt also bereits, wie auch alle weiteren Ordnun- 
gen, außerhalb des zentralen Beugungsmaximums und 
hat deshalb nur sehr geringe Intensität. 

b) Bei einem Einfallswinkel &. # 0 heißt die Bedingung 
für die Nullstellen zu beiden Seiten des zentralen Beu- 
gungsmaximums bei ag = de: 


b(sina. -sina)=+A. 
Dies ergibt mit sina. = 0,5: 


sina = 0,25 bzw. 0,75 
—> 14,48° <a <48,6° . 


Die Bedingung (12.33) heißt dann: 
d. 
(n — 1)b — „(sina — sind.) = (ma — mı)A 
2b 24 
> sina = —(n- 1) - — (m — m) + sina. . 
d d 
Dies ergibt für m — mı =: 
| 2 : 
sinag = n -0,4+0,5=0,7= % = 44,4 


und für m» -—mı = +1 
sina; = 0,45 > aı = 26,7. 


Alle anderen Interferenzordnungen liegen außerhalb der 
zentralen Beugungsordnung. 

a) Für die Tiefe h der Furchen muss für A = 600 nm gel- 
ten: 


(n—-1)-h=A/2=>h= (0,3/0,5) um = 0,6um. 
Für die Radien r„ der Ringe gilt: 
Die Brennweite f istf = so = r}/A = 10mm 


> r=Yf-A=77-10”m=77um. 


sphärischer 
Spiegel 


Photoplatte 


Abbildung L.51 Zu Lösung 12.5 


12.6 


Der maximale Radius der äußersten Zone istrm = d/2 = 


10=m= ‚/m-f-A = 77, /myum 


0, * 


2 
= . A eh 
ENT TE. 


— 1667. 
b) Die Brennweite einer refraktiven bikonvexen Linse mit 
Krümmungsradien Ri = Ra = R ist: 


IR 
»=1l2 





Fe 


Der Durchmesser D wird bei vorgegebenem R maximal 
für eine Kugellinse, für die Dnax = 2R wird. 


l D max 
2 n—| 4 

Frne13=> Dis, 
Allerdings sind die Abbildungsfehler einer solchen Lin- 
se sehr groß. Für eine plankonvexe Halbkugellinse wird 
Dax = J- 
c) Man überlagert eine ebene Lichtwelle mit einer Ku- 
gelwelle und stellt in der Entfernung so, vom Zentrum der 
Kugelwelle eine Photoplatte auf. Die Interferenzstruktur 
in der Ebene der Photoplatte entspricht der Fresnelzonen- 
anordnung. Die Photoplatte wird entwickelt und durch 
Ätzverfahren werden die Kreisringfurchen erzeugt (siehe 
Abb.L.51). 
Die beiden ebenen Wellen mögen unter den Winkeln 
+a der beiden Wellenvektoren gegen die Ebenennorma- 
le einfallen. Für die Gerade x = 0 sei die Wegdifferenz 
As = sı — » zwischen den beiden Wellen null. Dann 
treten Interferenzmaxima für As = m-A auf. 
Entlang der x-Richtung ändert sich die Wegdifferenz für 
sı um As; = +Ax-sino, für» um A» = —Ax-sina > 
As = 2Ax- sina& > benachbarte Interferenzmaxima tre- 
ten auf für As = m- A. Der Abstand der Linien x = const 
mit maximaler Interferenzintensität ist daher 


Ar A 


2-sina 





> Dax = 4n-1) -f. 





Beispiel: Damit für A = 500nm Ax = 1 um wird, muss 
sin& = 0,5/2 = 0,25 sein, > « = 14,5°. 
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Abbildung L.52 Zu Lösung 12.6 


12.7 


12.8 


a) Die Feldstärkeverteilung in der Ebene der Lichtquellen 
ist: 


E(x,y) = Ev: 6R)O) + 6x — )80) 
+ 5x + xy) + 8@)W — Yo) 
+8@&)öW + yo)l - 


Die Amplitudenverteilung in der Beugungsebene ist: 


E(x',y) =4- | [Ey eZmibzrtyy) dedy 
=ÄR, [ 1 e2riven 1 drinn | g2rinyo 
E e2rin»o] 
—= AEo|1l + 2cos(2rv,xo) + 2cos(2rv,yo)| 


— 2AEo[cos”(nv,Xo) + cos“(mV,yo) — 3/2]. 


Dies ergibt ein Amplituden-Kreuzgitter mit Amplituden- 
maxima entlang Geraden parallel zur x-Richtung und 
parallel zur y-Richtung, überlagert von einem konstanten 
Untergrund (der verschwinden würde, wenn die Ampli- 
tude der Quelle bei (0,0) viermal so groß wäre wie die 
der anderen Quellen). Die Winkelperiode ist v, = 2/xo; 
ap dy = z wird der räumliche 
Abstand A = -fv, =2X :f/x0; Ay = 2Af/yo.- 

b) Löscht man die Quellen bei (xo, 0) und (—xo, 0), so ver- 
schwindet der Term cos’(rrv,xo) und damit die Streifen 
parallel zur y-Richtung. Es bleibt ein Muster aus Streifen 
parallel zur x-Richtung. 

c) Löscht man die Quelle bei (0,0), so verschwindet der 
konstante Untergrund und man erhält ein Streifensystem 
mit dem halben Abstand Ax’ = Af/x0, Ay = Af/yo- 
Das Gitter möge seine Spalte (Breite b, Abstand d) 
parallel zur y-Achse haben. Die Feldamplitude in der Git- 


v,=2/yo.- Wegen v; = i 
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terebene ist dann 


E= Eo für 
= 0), Tür 


md+b<x<(m+1)d 
md <x<md+b. 


Dies lässt sich schreiben als Produkt 
E(x,y) = Eorect (7 ) > ö(x-m-d)=Eı *E, 


wobei die Rechteckfunktion rect(x/b) l für 0 < 
x/b < 1 die konstante Amplitude über die Spaltenbrei- 
te b beschreibt. Die Amplitude in der Fraunhofer’schen 
Beugungsebene wird durch die Fouriertransformierte von 
E(x,y) gegeben, die als Faltung der beiden Fouriertrans- 
formierten von Eı und E, geschrieben werden kann (siehe 
Abschn. 10.8). Da die Spalte in y-Richtung unendlich 
ausgedehnt sein sollen, gibt es keine Beugunsgsstruktur in 
y-Richtung. Die Fouriertransformierte der Rechteckfunk- 
tion ist in der Fokalebene der Linse mit Brennweite f 


ea 
a I mit = x 


a 
TTV, Az 4 





für z = f, während die Fouriertransformierte der Delta- 
funktion 


F(6(& _ md)) = e Frimav: 


ist. Insgesamt erhalten wir daher: 


sin(rbv, Höre 
E(X,y) = Eo- NM 2a — 


m=]|1 


sin(rbv,) 


= Eo-)b 


‚ ezirdv.(N+1) sin(zNdv,) 

sin(Ttdv,) 
Die Intensitätsverteilung des Fraunhofer’schen Beu- 
sungsbildes ıst dann: 


I@,y) x |E@,y)l" = Ey &w,)b"- 


sin’ (rbv,) sin’ (rNdv,) 
(rbv,)? sin’(ndv,) 


wie dies auch schon im Abschn. 10.8 auf andere Weise 
hergeleitet wurde. 

Für b = d/2 kann dies wegen sin 2x = 2sinx cosx um- 
geschrieben werden in 


p2 sin“ (rrNbv,) cos? (rrNbv,) 


I@&,y) = Io: 5, (rbv,)? cos?(rbv,) 


Die entsprechende Intensitätsverteilung ist in Abb. 10.42 
dargestellt. 


12.9 Die minimale Brechzahldifferenz An ist nach (12.49) 





mA“ 
An=m- BER ANER 
RT T lm +n) 
1/2 
— N 2 MyA 7 
N, — . 
2 2a 
am, =1: >n<[4- (2)? = 1,994 > An > 
0,006. 


Die Parameter h, p, q werden bestimmt aus: 


= fa > 108 um 


—= 1,621 um! 





Aus der Relation 


h= \/nzk? — ß? 


> ß = \/n2k? —h? <k-n = 20,88 um”! 
4 0050 = #2 0,9972 8 <442°. 
nk 


Diese Mode breitet sich also maximal 4,44° gegen die z- 
Achse geneigt ım Wellenleiter aus. Ihre Eindringtiefe in 
das Umgebungsmedium mit nı = n3 = n ist aus den Ko- 
effizienten p und g zu bestimmen. Aus Gl. (12.45) erhält 
man mitp = q: 


1,621? 


pehlda=2- > um! = 13yum"! 


Die Amplitude der geführten Welle ist daher im Außen- 
raum nach etwa 0,76 um auf 1/e abgeklungen. 


532 172 
bm=2: >n<(4-(22)) =127 An 
0,023, h > 3,17um! > 9 < 8,7,p > HZ um! = 


5,02 um”!. Die Eindringtiefe in die Umgebung ist jetzt 
nur noch 0,2 um. 


1/2 
)m=3: >n<|4-(1)'| = 1,99 = 


IV 


An > 0,051, hzk:- n; —n? > 4,70 um, 


qg=p>11,0um";9 < 13°. 
Eindringtiefe: 0,09 um. 
12.10 Die Frequenzbreite Av des Pulses ist wegen Av - At = 
[= A108 
AusA = c/v > |AA| = c/v’Av = (A?/c)- Av 


> AA = 1,3°: 10°? /@- 10°) - 10°? m 
— 5,6-10”m=5,6nm. 
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Ne L Bu L dan Ar 12.12 Der maximale Winkel «9 tritt beim Durchgang des Licht- 
c “— ce U strahls durch die Symmetrieachse auf. m 
\— 
At _ 3+10%.10 # JOA m; 
>L= -— ———— m=26,8m. Au N 
WA) 2.109.560 2 u ( = 2, = 
> 
Nach 26,8 m hat sich der Puls auf 2 ps verbreitert. dr 2A 
12.11 Der Lichtweg in der Gradientenfaser ist durch r(z) be- dz 2A. cos "z| : 
stimmt, wenn die z-Achse die Symmetrieachse der Faser 
ist. 
Die Differentiation dr/ ds in (12.60) geht über in dr/dz | 2Aa er 
und Vn = (dn/dr) - e, wobei e, der Einheitsvektor in 
radialer Richtung ist, da n nicht von z abhängt. aa 
Dann folgt aus (12.60 >ılr=0) = 
gt aus ( ) ( ) TER 
d dr = d’r, N dr 1  dn Ar 
—z FSB —S . —— Le, — ı- ——ı —, 
sl as = d22 dz* _n(r) dr > —| =v2A-.cos(n-n)=v2A=tanı. 


Z |r=0 
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optische Nachrichtenübertragung, 383 
optische Nahfeldmikroskopie, 357 
optische Täuschung, 280 
optische Wellenleiter, 375 
ordentlicher Strahl, 234 
Orientierung 

der Dipole, 31 

molekularer Dipole, 32 
Oszillatorenstärke, 214 
Oxidkeramik, 49 


Pr 
parabolischer Spiegel, 255 
Parabolspiegel, 255, 358 
parallele Doppelleitung, 125 
Parallelschaltung 

von Kondensatoren, 20 

von Widerständen, 53 
Parallelschwingkreis, 166 
Paramagnetismus, 105 
paraxiale Näherung, 254 
paraxiale Strahlen, 253 
Peltier-Effekt, 73 
Peltier-Koeffizient, 73 
periodische Wellen, 185 
Permanentmagnete, 80 
Permeabilität 

relative, 102 
Permeabilitätskonstante, 91 
Perowskite, 50 
Phasenanpassung, 244 
Phasenflächen, 184 
Phasengeschwindigkeit, 192 
Phasensgitter, 371 
Phasenmethode, 193 
Phasenmethode zur Messung von c, 193 
Phasensprung, 227 
Phasenverschiebung, 211 
Phononen, 48 
Photoionisation, 59 
Photon, 205 
Picofarad, 18 
planarer Wellenleiter, 375 
Planar-Objektiv, 273 
Planck’sches Wirkungsquantum, 205 
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Plasma, 58 
Plasmafrequenz, 218, 219 
Platte 

planparallele, 290 
Plattenkondensator, 7, 19 
Pockels-Zelle, 193 
Poisson-Gleichung, 10, 37, 131 
Pol 

geomagnetischer, 111 

magnetischer, 80 
Polarimeter, 242 
Polarimetrie, 241 
Polarisation 

des Himmelslichts, 324 

dielektrische, 22, 23 

lineare, 186 

zirkulare, 186 
Polarisationsdreher, 239 
Polarisationsgrad, 237 
Polarisationsladungen, 23 
Polarisator, 236 

dichroitischer, 237 

Glan-Thompson, 237 
Polarisierbarkeit, 23, 217 
Polarisierung, 22 
Polstärke 

magnetische, 80 
positiv einachsiger Kristall, 233 
positive Säule, 63 
Potential 

elektrodynamisches, 129 

elektrostatisches, 9 

skalares, 130 
Potentialgleichung, 10 
potentielle Energie des Dipols, 15 
Potentiometer, 54 
Poynting-Vektor, 189, 190 
Prisma, 256 

Nicol’sches, 237 
Prismenfernrohr, 339 
Prismenspektrograph, 346 
Probeladung, 5 
Pulsausbreitung, 381 
pulsierende Gleichspannung, 136 
Punktladung, 5 


0 
Quadrupol 
elektrischer, 15 
Quadrupoltensor, 16 
Quasiphasenanpassung, 244 
Querfeld, homogenes magnetisches, 93 


R 
Radioteleskop, 255 
Radiowellen in der Erdatmosphäre, 204 
Randeffekt, 89 
Raumfrequenzen, 367 
Raumfrequenzfilter, 369 
Raumladungsschicht, 65 
Raumladungsverlauf, 63 
Rayleigh-Kriterium, 341, 347, 350 
Rayleigh-Streuung, 321 
Reaktanz, 168 
rechteckige Leiterschleife, 126 
Reflexion, 227 

an Metalloberflächen, 228 
Reflexionsgesetz, 221 
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Reflexionsgitter, 308 
Reflexionskoeffizient, 223, 224 
Reflexionsmatrix, 274 
Reflexionsvermögen, 223, 301 
Reflexionswinkel, 222 
Refraktion 

astronomische, 278 
Refraktionswinkel der Atmosphäre, 278 
refraktive Mikrooptik, 374 
Regenbogen, 281 
Reibungselektrizität, 32 
Reibungskraft, 35, 45 
Reihenschaltung, 53 
Rekombination, 58, 59 
Rekombinationsrate, 60 
Rekonstruktionswelle, 364 
relative Dielektrizitätskonstante, 217 
relativistische Transformation, 98, 100 
Relativitätsprinzip, 95 
Remanenz, 105 
Resonanzfluoreszenz, 178 
Resonanzüberhöhung, 153 
Resonatormode, 196 
Retardierung, 172, 211 
Retina, 332 
Retroreflexionsprisma, 226 
ringförmige Beugungsstruktur, 307 
Ringsystem, 300 
Röhrendiode, 155 
Romer-Methode zur Messung von c, 192 
Röntgenbremsstrahlung, 179 
Röntgenlinse, 314 
Röntgenröhre, 179 
Rotor, 136 


S 
Sagittalebene, 269 
Sagnac-Interferometer, 295 
Sättigungsbereich, 155 
Sättigungsfeldstärke, 61 
Sättigungsstromdichte, 60 
Säule 
positive, 62, 63 
Schärfentiefe, 335, 356 
Schleifkontakte, 136 
Schleifringe, 140 
Schleuder 
elektromagnetische, 121 
Schweißen 
Elektro-, 64 
Schwingkreis, 164 
elektromagnetischer, 164 
gekoppelter, 167 
offener, 169, 170 
Schwingung 
erzwungene, 166 
gedämpfte, 165 
Seebeck-Effekt, 71 
seeing, 359 
Sehweite 
deutliche, 334 
Sehwinkel, 334 
Sektorfeld 
magnetisches, 93 
Sekundärfelder, 175 
Sekundärwellen, 210 
Selbstinduktion, 122 
Selbstinduktionskoeffizient, 123 


selbstständige Entladung, 60 
Sender, 171 
Serienschwingkreis, 166 
Shuntwiderstände, 142 
Siebglied, 156 
Signalgeschwindigkeit, 216 
Sinusbedingung 

Abbe’sche, 272 
Skintiefe, 219 
Snellius’sches Brechungsgesetz, 222 
Solarkonstante, 182 
Solitonen, 381, 382 
Sonnenstrahlung, 323 
Sonnenwind, 110 
Spalt 

Beugung am, 306, 315 
Spannung 

elektrische, 9 

magnetische, 82 
Spannungsdoppelbrechung, 241 
Spannungsreihe, 32, 33, 66 

galvanische, 66 
Spannunsgsteiler, 46, 47 
Spannungsverstärker, 56 
Spannungsverstärkung, 158 
Specklebild, 359 
Speckle-Interferometrie, 341 
Speicher 

holographischer, 367 
Spektralbereich 

freier, 299 
spektrale Modendichte, 197 
spektrales Auflösungsvermögen, 350 
spektrales Fenster, 205 
Spektrographen, 346 

Gitter-, 347 

Prismen-, 346 
Sperrfilter, 149 
Sperrstrom, 155 
spezifischer Widerstand, 46 
sphärische Aberration, 266 
Spiegel 

dielektrischer, 301 

ebener, 251 

elliptischer, 252 

konkaver, 255 

konvexer, 255 

Kugel-, 252 

Parabol-, 255 

parabolischer, 255 

phasenkonjugierende, 360 

sphärischer Hohl-, 253 
Spiegelisomerie, 241 
Spiegelteleskop, 339 
Sprungtemperatur, 49 
Spule 

Magnetfeld bei endlicher Länge, 88 

Magnetfeld einer langen, 83 
Stab 

geladener, 11 
Stabantenne, 171 
Stäbchen, 332 
stationäre Entladung, 62 
Stator, 136 
Staubfilter 

elektrostatisches, 35 
stehende Wellen, 194 
Steighöhe, 28 


einer dielektrischen Flüssigkeit, 28 
Stern 

künstlicher, 360 
Sternschaltung, 143 
Strahl 

achsennaher, 254 

außerordentlicher, 234 

ordentlicher, 234 

paraxialer, 253 
Strahlengang 

symmetrischer, 257 
Strahlteilerwürfel, 238 
Strahlungsdämpfung, 177 
Strahlungsdruck, 190 
Streulichtunterdrückung, 356 
Streuquerschnitte, 321 
Streuung 

an Mikropartikeln, 322 

inkohärente, 320 

kohärente, 320 

Mie-, 322 

Rayleigh-, 321 
Strichgitter, 368 
Stromdichte, 42 
Stromleistung, 52 
Stromleiter 

Magnetfeld eines geraden, 83, 85 
Strommessgeräte, 54 
Stromquellen, 64, 71 

thermische, 71 
Stromrichtung 

technische, 154 
Stromschleife, 87 

Magnetfeld einer, 86 
Strom-Spannungs-Charakteristik, 60 
Strom-Spannungs-Kennlinie, 60 
Strom-Spannungs-Kennlinienbild, 155 
Stromstärke, 42 

Definition, 91 
Stufenplatte, 371 
Stufenprofil, 372 
Südpol 

magnetischer, 80 
Summenregel, 214 
Superpositionsprinzip, 13 
Supraleitung, 48, 49 
Suprastrom, 50 
Suszeptibilität 

dielektrische, 24 

magnetische, 102, 103 

molare magnetische, 103 
symmetrischer Strahlengang, 257 
Synchronmotor, 136 
Synchrotronstrahlung, 179, 180 


T 
Täuschung 

optische, 280 
technische Stromrichtung, 154 
Temperaturabhängigkeit 

des elektrischen Widerstandes, 48 
Temperaturkoeffizient, 51 
Tensor, 232 
Tesla, 81 
Tessar-Objektiv, 273 
Tetrode, 159 
TE-Welle, 198, 199 
thermische Ionisation, 59 


thermische Stromquellen, 71 
thermoelektrische Spannung, 72 
Thermoelement, 72 
Thermospannung, 72 
Thermoströme, 73 
Tiefpass, 148 
Tiefpassfilter, 369 
TM-Welle, 198, 199 
Totalreflexion 

Grenzwinkel der, 226 

verhinderte, 226 
Transformationsgleichungen, 100 
Transformationsmatrix, 274 
Transformatoren, 150, 151 
Translationsmatrix, 273 
Transmissionsfunktion, 319 
Transmissionskoeffizient, 223 
Transmissionsvermögen, 223 
transversale Welle, 185 
transversal-elektrische Wellen, 198, 199 
transversal-magnetische Wellen, 198, 199 
Triode, 158, 169 
Trockenbatterie, 68, 69 
Trommelanker, 137 


U 

Überlandleitung, 150 
unpolarisierte Wellen, 187 
unselbstständige Entladung, 60, 62 


V 
Vakuum-Diode, 157 
Vakuumröhre, 157 
Van-de-Graaff-Generator, 17 
Vektorpotential, 84, 130 
Verbundmaschine, 140 
Vergrößerung, 336, 352 
Winkel-, 335 
verhinderte Totalreflexion, 226 
Verschiebung von Ladungen, 17 
Verschiebungsdichte 
dielektrische, 25 
Verschiebungsstrom, 128 
Verzeichnung, 269 
Verzerrung 
astigmatische, 269 
Vielstrahl-Interferenz, 288, 296 
virtuelles Bild, 251 
Vollkugel 
geladene, 11 


Volt, 9 
Voltmeter, 56 
Volumenhologramm, 366 


W 
Waltenhofen’sches Pendel, 122 
Wechselspannungsgenerator, 119 
Wechselstrom, 141 
Wechselstromgenerator, 140 
Wechselstromkreis, 145 
Wechselstromsynchronmotor, 136 
Wechselwirkung 

zwischen zwei Dipolen, 31 
Weglänge A 

freie, 48 
Weicheiseninstrument, 55 
Weißlichtholographie, 364 
Weiß’sche Bezirke, 106, 107 
Weitsichtigkeit, 334 
Wellen 

ebene, 184 

eindimensionale stehende, 194 

elliptisch polarisierte, 187 

harmonische, 185 

in leitenden Medien, 218 

Intensität einer, 188 

linkszirkular polarisierte, 187 

nichtperiodische, 185 

periodische, 185 

stehende, 194 

transversale, 185 

transversal-elektrische, 198, 199 

transversal-magnetische, 198, 199 

unpolarisierte, 187 

zeitlich kohärente, 286 
Wellengleichung, 184, 203 

in Materie, 216 
Wellenlänge 

effektive, 200 
Wellenleiter, 197 

koaxialer, 207 

Licht-, 378 

optische, 375 

planarer, 375 
Wellenvektor, 186 
Wellenwiderstand, 203 

Koaxialkabel, 203 
Wellenzahl, 185 
Wheatstone-Brücke, 54 
Widerstand, 48 
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elektrischer, 46 

induktiver, 145, 146 

kapazitiver, 146 

komplexer, 146 

spezifischer, 46 

Temperaturverlauf bei Halbleitern, 51 

Temperaturverlauf bei Metallen, 48 
Wiedemann-Franz’sches Gesetz, 45 
Wienfilter, 93 
Winkelauflösungsvermögen, 341 
Winkeldispersion, 346 
Winkelvergrößerung, 335, 339 
Wirbelfeld, 120 

elektrisches, 120 
wirbelfrei, 26 
Wirbelstrombremsung, 122 
Wirbelströme, 122 
Wirbelstromlevitometer, 122 
Wirkleistung, 142, 166 
Wirkungsgrad 

Carnot, 70 

elektrischer, 138 
Wirkungsquantum, 214 

Planck’sches, 205 
Wölbung 

Bildfeld-, 269 


x 
xerographischer Prozess, 35 
Xerox-Kopierer, 36 


Y 
Young’scher Doppelspaltversuch, 289 


Z 
Zahnradmethode, 192 
Zapfen, 332 
Zeigerdiagramm, 145, 147 
zirkulare Polarisation, 186 
Zirkular-Polarisator, 239 
Zonenplatte, 313 
Fresnel’sche, 313, 362 
Zoom-Linsen, 264 
Zündspannung, 60 
Zweistrahl-Interferenz, 287, 288 
Zweiweggleichrichtung, 155 
Zylinderlinse, 270 
Zylinderspule, 82 
Induktivität einer, 125 
Magnetfeld einer, 88 


Werte der physikalischen Fundamentalkonstanten” 


Größe 
Lichtgeschwindigkeit 
Gravitationskonstante 
Planck-Konstante 
Reduzierte Planck-Konstante 
Gaskonstante 
Avogadro-Konstante 
Boltzmann-Konstante R/Nı 
Molvolumen 

WI NEO R,H 10152 5P3) 

MZ2D.15Kp- 100kPa) 
Elementarladung 
Elektronenmasse 
Protonenmasse 
Permeabilitätskonstante 
Dielektrizitätskonstante 1/(uoc”) 
Feinstrukturkonstante uoce? /2h 
Rydberg-Konstante m.ca? /2h 
Bohr-Radius @ / (An Ryoo) 
Massenverhältnis 
Ladungs-Massen-Verhältnis 
Ladungs-Massen-Verhältnis 
Atomare Masseneinheit „m(?C) 


Umrechnungsfaktor 

1eV = 1,60217653 - 10°"9 J 
leV/hc = 8065,541 cm“! 

1 Hartree = 27,2113845 eV 


1 Hartree/hc = 2,194746313 - 10° cm! 


Me 
My 
Ko 
Eo 


Ryx 
ao 

mp/ Me 
zen Me 
Beim, 
AME 


Wert 

299 792 458 

6,67408 - 10"! 
6,626070040 - 10* 
10545718000. 102 = 
8,3144598 
6,022140857 - 10° 
1,38064852 - 10° 


22,413962 - 10° 
22,710947 - 10° 
1,6021766208 - 10-!? 
9,10938356 - 10-3! 
1672621808210 7 
Ar - 10 = 1,25663706 ...-10° 
8,854187817... - 10-1? 
7,2973525664 - 10° 
1,0973731568527 - 107 
5,2917721067 . 10-1! 
1836,15267389 
—1,758820024 - 10"! 
+9,578833226 - 107 
1,660539040 - 10=?7 


* CODATA international empfohlene neueste Werte von 2014 (NIST 2014) 


Astronomische Konstanten 


Mr = 5,9736 - 10°% kg 


Masse der Erde 
Masse des Mondes I ll ke 
Masse der Sonne Mo = 1,989 - 10° kg 
Radius der Sonne 6,96 - 10° m 
Entfernung Erde - Mond 
Minimum (Perihel): 3,564 - 10° m 
Maximum (Aphel): 4,067: 10°m 
Mittlere Entfernung 1,496 - 10!!m 


Erde - Sonne 


1 AE (Astronomische 
Einheit) 


1,49597870700 - 10!! m 


2 0,0123 Mg 
2 3,33.10° Mg 


Einheit Relative Unsicherheit in 10”° 
ms-! exakt 
m ko ur 
Is 0,012 
Is 0,012 
J mol! K-! 0,57 
mol! 0,012 
JK-! 0,57 
m?’ mol-! 
0,57 
0,57 
As=c 0,006 
kg 0,012 
kg 0,012 


VsA!m! exakt 
AsV-!m-! exakt 


= 0,00023 
m-! 0,00023 
m 0,0000059 
z 0,0000095 
Ckg-! 0,0062 
Ckg-! 0,0062 
kg 0,0012 


Nützliche Umrechnungen 


Längen 
1Ä 
1f 
1AE 
l1y 


lpc 


Zeit 
1 Jahr 
1 Tag 


Energie 
leV 
1kWh 


lkcal 


1 kcal/mol 


1 kJ/mol 


1 Ängström Z 101° m = 100 pm 


1 Fermi 105m 2 1fm 


1 Astronom. Einheit Z 1,49598 - 10!!m 


1 Lichtjahr Z 9,46. 10'°m 
1 Parsec 2 3,09. 10!6m 
3,156 - 107 s 

8,64: 10% s 


— 1.602138 10777 
Er 

— 4,1868kJ 

— 4,34.10° eV pro Molekül 
— 1,04-10?eV pro Molekül 


Aus E = mc? folgt: 1kg-c? = 8,98755 - 10!°J 
Aus k = 1,380658 - 10°? JK"! folgt leV =k-TbeiT = 11604K 


Aus h-v = E folgt für die Frequenz v von elektromagnetischer Strahlung 
v=E-2,418 - 10% Hz eV! 


Winkel 
lrad 


> 


a 28 
0,0174 rad 
2,9. 10"*rad 
4,8. 10° rad 


Mathematische Konstanten 


X = 3,141592653589... 
e = 2,718281828459... 
2 = Vals. 
N2 = 1,414213562373... 
3 = 1,732050807568... 


Näherungsformeln für |x| « 1: 


(1+x)"zwltnx cosx el xD 


Ver elıox etw 1+x 
SINXxxx Ini1+x)”x 


Das griechische Alphabet 


Buchstaben Name Buchstaben Name 
A, Alpha N,v Ny 

B,ß Beta S,E Xi 

T,y Gamma 0,0 Omikron 
ya) Delta li Pi 

Ee Epsilon 20 Rho 
ZIG Zeta 3,0 Sigma 
Ben Eta Lt Tau 
9,0 Theta wo Ypsilon 
De Jota ®,oY Phi 

K,k Kappa N Chi 
AN Lambda EV, Psi 

M, u My 2, Omega 


